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1. Ecuaciones dé primer orden

Una ecuacién diferencial es una ccuacidén en ls gue aparece
una funcidén incégnita y alguna de sus derivadas.

Las ecuaciones diferenciales aparecen continuamente en el es-
tudio de problemas fisicos. Por ejemplo, suponiendo qQue la velo-
cidad de desintegracién de un material radiactivo es proporcional
a la centidad de materia m(t) existente en cada instante t se ob-
tiene la ecuacién

: (1) m'(t)=-km(t), k constante >0 .
El estudio de las oscilaciones de una cuerda, sometida a fuer-

zas gxteriores conduce a .32“: £) _02 azugx £) _ R
¢ ot ax

La primera es una ecuacibén diferencial ordinaria (la.funcién
incégnita es de una variable). La segunda es una ecuacidén en de-
rivadas parciales.

Se 1llama orden de uma ecuacidén al orden mas alto de las de-
rivadas de la funcién desconocida que aparecen en ella. Asi,
y(t) - cosay(t)- t7  es de segundo orden.

Solucién de una ecuacidén es una funcidén que al ser sustitui-
da en la ecuacién la convierte en una identided. ﬁ(t)-e'kt es
solucién de la ecuacién (1) pues m'(t)--ke-kt--km(t). Mas aun,

_ cuaslquier funcién de la forme u{t)-ce'kt con ¢ constante es tam-
bién solucién. Solucién generel es una expresién que recoge to-
das las soluciones de una ecuacién diferenc1al. Si queremos de-
terminar de forma tnica una soluciodn part1cular seré necesario
imponer alguna condicién inicial. Para saber la cantidad de ma-
teria radiactiva en cualqﬁier instante necesitamos saber la que
existia en el instante t=0. Si m(O)-n , entonces m(O)-ceo-mo v
asi que n(t)=m_e ~¥¥ Una ecuacién més unos datos inicisles cons-,
tituyen un problema de velores inicisles.

Este capitulo esté dedicado al estudio de las ecuaciones di-

ferenciales ordinarias de primer ordenl y'(t) = f(t,y(t)}J Son
las ecueciones més simples, pero las técnicas utilizadas para su
estudio se generalizan para ecuaciones nés compllcndas. (Como es

_ costumbre en la teoria de ecuaciones diferenciales escribiremos
por brevedad y'=f(t,y). Utilizaremos la letra y para desigoar la
variable depermitente y la t para la variable independiente bus-
cendo una notacién intermedia entre las dos més usadas: ¥(x) y x(t)).

el

£l primer .problema que uno se plentes ente una ecuacidn es
encontrar explicitamente sus soluciores. Esto solo es posible en
unos pocos casos muy particulares, incluso entre las ecuaciones
de primer orden. Al estudio de estos casos estéd dedicads la sec-
ciém 1.1 .

Gran parte de la teoria de ecuaciones diferenciales esté ,
por tante, dedicada a la bilsqueda de informacidén sobre las solu-
ciones de una ecuacién sin resolverla. A ello estén dedicadas las
otras cuatro secciones.

La seccién 1.2 trata del dibujo aproximado de soluciones y
dé un pequefio acercamiento al cédlculo aproximado. Con ayuda de
ordenadores ‘es posible en muchos casos conocer numéricamente

las qoluciones con errores .despreciables en la préctica.

Otro problema es investigar la existencia y unicidad de so-
luciones de un problema de valores iniciales

{y'(t)- £(t,5(t))
£ ¥(to) =3,

Para-la ecuacién (1) la condicidén inicial nos determinaba una
Gnica solucién. Sin embargo, un problema del tipo de (P) puede
no temer solucién como { ¥'=\¥-2 :

y(0)=0
o tener més de una como {y'.y2/3

y(0)=0 que tiene dos soluciones:
J(£)=0 e y(t)=t7/27 . :
En la secéién 1.3 se estudian los teoremas bédsicos que nos

. precisan en que condiciones (P) tiene solucidén Unica a la vista

de las propiedades de la funcién f. También se estudia si esa
solucidn estd o no definida pars todo valor de t (Brolongabili-

" dad).

En la seccidén 1.4 se estudia el problema de la dependencia
continua (una variacidén pequefia en el deto inicial y, ¢nos pro-
porciona soluciones de la ecuacidén cercanes a la solucidn de (P)
en un intervalo de tiempo finito?) y el de la estabilidad (la
misma cuestién pero para todo valor de t). v

Por tiltimo, la seccidén 1.5 se dedica a un tipo especiel de
ecuaciones (las auténomas) para las que es posible conseguir gran
informacién sobre las soluciones sin necesidsd de resolverlas.
Ademés estas ecuaciones tienen importentes generalizaciones.



1.1 .métodos elementales de integracion

Ecuaciones de variables separables.

Es de variables separables una ecuacidn gue puede escribirse

en la forma (t
'
y' = g(?% (1) ; entonces ‘q(y)dy: Ip(t)dt+c g

En el ceso de que podamos encontrar primitivas P y Q de las fun-
ciones p y q s?ré Q(y)=P(t)#C . Si pudiésemos despejar y de esta
Gltima ecuacidén obtendrismos la solucién explicitamente; en caso
contrario se diréd que la solucidén viene dada implicitamente. Bi
queremos determinar la constante arbitraria C que aparece en la
solucidén necesitamos alguna condicién adicional. 5

Ejemplo 1.
£2 , ¢
- ty = [tdt $o loy == +C" 3

t/2¥C

y= ; llamando C =C tenemos la solucién general

2

y = cet /2 . 5i buscamos \vw_/

. . (8

entre todas estas soluciones auc- .
1la solucidén particular que satis-
face y(1)=1 = 43::::::-_-“‘~\\\\
y(l)-Ce1/2-1 3 C-e-l/z, luego yae(t '1)/2 /%
Por ahora no nos preocuparemos de ver si

esta funcidén que hemos obtenido es la tUnica solucién que satis-
face la ecuacidén y la condicién iniciel dadas. '

Hay ecuaciones que no'son del tipo (1), pero que se convier-
ten en ecueciones de variables separables haciendo un cambio de
variable. Los dos tipos principales son:

Ecuaciones homogéness:

' = £(3/%) .

Se convierten en ecuacipnes separables mediante el cambio z=y/t
Entonces

azt: 7' =zttiz= iy R B
y=2t; y'=21t+z f(z)‘, T2)-z T o-

Ejemplo 2. 2
t

= ty+ 5:72 3 y'=y/td 3(:y'/t)2 3 z= y/t¥

2 z' 1
y'=z'tiz=24327; — = : ===31nt+C ; = e e
+ ? 2 ) z 3 i y 31nt 4 C

Ecuaciones del tipo:l y'= I(at}byz;l , 8, b constantes,

Se hace z=at+by; z'=atby'=a+bf(z) ; AL B
a+ bf(z)

1.2 .dibujo aproximado de soluciones. calculo aproximado

Consideremos la ecuscidn [ !f(Ls)) . Geométricamente, en-
contrar soluciones de la ecuacion equ:valc a encontrar curvas cu-
yas tsngentes en cada punto (t,y) tengan por pendiente la que le
asigna la funcién f . Supongamos que tencmos dibujado el campo de
direcciones de la ecuacién dada: en cada punto (t,y) dibujemos un
pequefio segmento de pendiente £(t,y). Las soluciones serdn enton-
ces curvas del plano (t,y) tangentes en cada uno de sus puntos a !
los segmentos del campo de direcciones. Para construir este campo

conviene considerar las isoclinas, curvas en que la pendiente a-
signade por f es constante ¢ £(t3y) = K .

|

ﬁaehplo . Dibujemos aproximadamente las soluciones de y'--§ l
Consideramos las isoclinas}';§ =K, -
correspondientes a varios valores de K.

K=1 ; y=-t;en todos sus puntos tendre-
mos segmentos de pendiente 1.

K=0 ; t=0 ; segmentos de pendiente O. s t
K=-1; y=t; K=2; y=-t/2
K==2; y=t/2; K=1/2; y=-2t

Las curvas tengentes en todos susupuntos a los seemen%os di-
bujados parecen ser circunferencias- (de hecho podemos resolver
la ecuacién y comprobarlo: ! s

3y ey YRRy PP e tPe 0.
este no era un ejemplo nuy practzco. buscaremos soluciones apro-
ximades cuando no podamos resolver la ecuacién).’

Observemos que ‘estrictamente y2+ t©=C define de hecho dos
funciones (¥= VQi:EE e y=-\C-t ). Cada una de estas dos funcio-
nes ademés no es dérivable en los puntos en que cortan’ el eje t
(tienen tangente vertical). Ampliando el concepto de solucidén u-
tilizaremos algunas veces el de curva integral, curva tangente en
cada punto el czmpo de direcciones (que no siempre se podré des-
cribir por una Gnica funcién y(t)). las circunferencias de nuestro

dibujo son curvas integrales de la ecuacién dada. cveve prinfiedsy —==

i
Ejemplo 2. ' 2 ¢ z kT K0
Ejemplo 2- | y' =y . B
Dibugamos varias isoclinas . £ 2 o
yz-t-x 3 t-ya-x (en este ca- A /
so son parédbolas). Sobre ::;:
t-ya(K-O) las soluciones VAR

tendrén tangente horizon-
tal (posibles méximos y
minimos). Los puntos de inflexién satisfacen y"=0 . Asi que



1.3. existencia, unicidad, prolongabilidad

Precisamos el problema de valores iniciales : »D
que consideramos y el concepto de solucién: W ©
Sea la funcién f:D-—=IR , D subconjunto de 1R2, f continua en
D y sea (to,yo)e D . Consideremos el problema de valores inicia-

les: y'=r(t,y)
ek i (:P){ y(t5)=3,

Una solucién de’ (P) es una funcibén y(t) definida en un inter-
valp I que contiene a t , }eri\'able en ese intervalo, tal que
y(to)"o y tal que para todo isI se cumple que (t,y(t))€D e
y'et)=f (fy(t)) . , :

Seglin esta definicidn y(t)--% es solucién en (- ®,0) del

robl: '= ; :
P pma.{y( i) ¢ (D=TR%) pero no ‘es solucibn en ningin inter-
y 3 valo que contenga el \l‘
g origeri. . :
Existencia y unicidad. -’ " ‘ /t‘

Transformamos (P) primero en una ecuacidn integral y despies
en un problema de andlisis funcionel. Un sencillo resultado de
este campo de las mateméticas traerd como aplicacidn sencilla
nuestro teorema de existencia y unicidad:

Lema:1l. y(t) es solucién de (P) en un intervalo I si y solo si

y(t)-yol-lz f(s,y(s)).ds para todo t de I
% H

Si y(t) es solucién y(t)—y(to)- {: y'(s)ds -I: f(s,y(s))da A
0" [

Si y(t) satisface la ecuacién integral es evidente que y(to)-yo.
Como £(s,y(s)) es continua, el primer teorema fundamental del
cdlculo infinitesimal asegura que 'y(t) es derivat;le ¥ que

v év)=£(t,5(t)).

Consideremos shora el conjunto de funciones C(I,R) =
- {y:I—bm/ y continuaf y definamos el operador T:C(I, R)-*C(I, IR)
mediante . - y —= Ty

7o .
CIy(E) =y, +Jt £(s,y(s))ds | (1)

o

El lema 1 lo podemos ahora enuncial con otras palabras:

" Lema 11,y es -o_lucién de (P) en I si y solo si y es un punto fi-
2 Jo “p_tra el operador T (es decir, si y satisface Ty=y ).
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1.4. dependencia continua, estabilidad

Dependencia continua

> estudio de un sistema fisico nos puede conducir & un pro-
blema (p ){y'-f(t,y,a)

8 Lyt )=y, donde la f depende de t, y § un paré-
metro a. En la determinacidén del valor del parémetro existirén
errores de medicién. No nos seria Util nuestra ecuacidén para des-
cribir el sistema real si a valores del parémetro parecidos no
correspondiesen soluciones semejantes.

°  De la misma forma podemos considerar un problema * y'=£(t,y)

y'=£(£,7) { ){y<t°>-y;
y(to)-yo quien describe nuestro sistema.
8i ,yo—y"ﬂ es pequeiio iserdn las soluciones de (P‘)_cercanas a
las de (P)? ;

S8i la f es suficientemente regular podremos asegurar en ambos
casos que existe la dependencia continua (admitimos agui también
los resultados sin demostraciénm): '
: Consideremos en primer lugar la familia (Pa) de problemas
dependientes del parédmetro a, Supongamos f y 91/3y continues en
las tres variables y que 1la solucién Unica de cada (Pa)‘ que 1lla-
maremos y(t,a), estd definida para valores de a préximos a un &,
en fto,toi-d} .Entonces:

cuando realmente es (P){.

v
Teor 1.| y(t,a) es continua en a, (es decir 1im y(t,a) = y(t,ao))\
Teor 1 a=a

para todo te[to,toi»d] o
(1es soluciones se acercan a la real si el parémetro se acerca al asty
real). Un ejempio para comprobar el teorema: b ahif| ;
Ejemplo 1.l J¥'=8Y | gy solucién y(t,a)= S B
y(0)=1 ket

ot estd definida en [O,l/a) si : ®
aY0 yeen [0, @) si a0 . Esté claro que y(t,a) 3

es una funcidén continua de a. Graficanmente, el

dibujo nos muesira que, por ejemplo, las soluciones con & cercano
a O son proéximas en un intervalo a la solucién correspondiente a
a=0 (y=1).

Sean ahora (P) y(P’) y supongamos f y 2f/9y continues de tal
forma que las Sluciones y(t) e y*(t) estén definides en [tg,toi-d}.
En esas condiciones se cumple:

Teor 2.| Dadg.un. €70 existe un >0 tal que si 'yo-y:\AJ en-
tonces ‘y(t)-y“(t)\‘E para todo “[to,%*d-l
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1.5. ecuaciones autonomas

Son ecuaciones en las jue la variable independiente no apa-
rece explicitamente:

' o=£(y) | (V)

(1) es de variables separables. Sin embargo las caracteris-
ticas importantes de las soluciones se deducen del estudio de
la propia f.

Suponemos {' contipua en IR con 1o que hebra solucién unzca
para cualquier condlci6n inicial.

El campo de direcciones es independiente de t. Por lo tanto
si trasladamos una curva solucién paralelamente al eje t obtene-
mos otra solucién:

2.Sistemas de ecuaciones y

Teor 1J Sea y solucién de (1) y sea CEIR . La funcién z(t)=y(t+C)
es tambien solucién.

z' (£)=3' (£4C)=£(y(£+C))=£(2(¥))

Teor 2. Si ac TR es tal que f(a)=0, entonces y(t)=a es solucién de
—_— ) < :

"y (£)=0=£(a)=£(y(¥)) ,
A estas soluciones constantes se les llama también soluciones
de equilibrio. :

Teor 3.|Toda solucién de (1) es constante, o estrictamente cre-
ciente,0 estrictamente decreciente .

Sea y solucién y existe t  para el que y'(to)-o; probemos que y
esconstante: t(y(to))-o, y(t)-y(to) es solucién y es la Unica .
Ninguna solucién puede tener médximos o minimos salvo que sea cons-
tante.

Teor 4.|Sea y solucién tal que 1y(t)\sx para t2 t,. Entoncds y(t)
tiende hacia una solucién constante cuando t—wm .

8i y es constante, ye estd. Sea y creciente o decreciente. y es-
té4 definida en[%o,oo) por los teoremas de prolongabilidad. Como
y esté acotada debe tender & un limite a. Probemos que £(a)=0.
Como f es continua lim r(y(t)) = f(a) -tlim y'(t) . si £(a)> 0

ptk

para t 2T, y'(t) )t(a)/a . IT y'(t)as = M | /__/""

ey (£)-3(0) > £ (e-1); 730+ LEA(e-m) =

que tiende ad® cuando t tiende a e y(t) no estaria acotada.
Igual se veria si f{a)< 0 .
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ecuacxones de orden superior a 1

Este capitulo esté dedicado principslmente al estudio de
los sistemas lineales (las ecuaciones de cuelquier orden se
pueden considerar como un tipo psrticular de sistemss). En les
secciones 1 y 6 obtendremos también algunos resultados para
sistemes no lineales.

En la seccidp 2.1 enunciasremos, generslizando lo visto para
las ecuaciones de primer orden, las propiedades bésicas de los
sistemas de n ecuaciones, precisando la forma particular que a-
doptan para las ecuaciones de orden n.

La seccidn 2.2 se centra ya en los sistemas lineales. En
general no seré posible resolverlos, pero se puede caracterizar
con precisién ls estructura de sus soluciones. Obtendremos une
férmula que nos da las soluciones si conocemos una "matriz fun-
damental" del sistema. Si los coeficientes son constantes es
posible (utilizando resultados de teoria de mestrices) encontrar
esa metriz fundamental y, por tanto, resolver el sistema.

En le seccibén 2.3 estudiaremos las ecuasciones lineales a
partir de los resultados de la seccién anterior., Si los coefi-
cientes son constantes el cédlculo de sus soluciones seré espe-
cialmente sencillo, y si no lo son veremos algunos casos en
que la ecuacidén es ain resoluble.

La seccidén 2.4 muestra como obtener informacién acerca de
les soluciones periddicas de ecuaciones linesles de primer y
segundo orden sin necesided de resolverlas.

Le seccién 2.5 introduce una técnica totalmente diferente
para la resolucién de sistem=s lineales: la transformada de
Laplace. Esta técnica es especialmente interesante cuando los

.segundos miembros son discontinuos.

En la 0ltime seccidén, ls 2.6, estudismos los sistemas su-
ténomos de segundo orden. Aunque les ecuaciones que aparezcan
en ellos sean no linesles y no podamos resolverlos, no es di-
f{cil haellar les propiedades esenciales de sus soluciones a
trevés de consideraciones geométricas. Dibujaremos las "érbi-
tas" del sistema (proyecciones de las soluciones sobre el ple-
no t=0), primero las de los sistemas linesles. De ellas saca-
remos conclusiones para los no lineales. Heremos un estudio
particulii'db las ecuaciones y de 1los sistémas "exactos".



N

. 2.2.sistemas de ecuaciones lineales
2.1. propiedades generales

Comencemos con un:sistema de n ecuaciones de primer orden: Son sistemas de la forma xi= ﬂll(t)xl+--.+al (t)x H‘l(t)
n D 4
Sean f,,...,f :DCIRx IR®—~ IR continuas ! : PR ARV Seseereseas :
10 ’ y_sea wfo(C, X TR ATANTCERT T R AL SR T TN &Y s Mpsnie 6% e e elte efaere §q"otests oo
a toxl!'--oxn)"'fi(toxlo-noxn) T e x n) x!'=a_.(t)x, +...4a (t)x_+£_(t)
. (S) ................. y n nl 1 it nn n'n
xx':'fn(t'xl' axs) o en forma vectorial -
n b'e b 20 S INAYT A
Una solucibén de (S) es un conjugto de n funciones xl(t),...,xn(t) (1) X' = A(t)X+ F(t) donde x'( '1) 5 F'\(El y A= !11 lln
def.?'.nidas y derivables en un intervalo comin I tales que para to- kn fa Rl
:o telse tiene (t,x)(t),...,x (t))e€D 7 x]!_-fi(t,xl(lt),...?xn(t)). Consideremos / X'= ACE)X+ F(E)| - -
's;l;.m’n os & (8) aici inicial iy [P xe - x, { Y BUPOREAMOS, , &y 408y ; R—+IR
e ’z:m;“” a % ’;:;" :‘:°n°: TR :L X3 (o) =Xy eny Xy (Bo)=x,, continuas en [to,u)) . Entonces el ‘teorema 1 de la seccibén ante-
oo's] ene $ ; ; S el 3
0**o1?***r%on ’ mbs’ un problema de valores iniciales. rior nos asegura que existe solucién finica de (P). A semejanza de

En muchos casos utilizaremos notaéién vectorial. Designando : 1o que ocurria en las lineales de primer orden se puede probar que
los vectores (columnas) con mayisculas esta solucién Ginica esté definida en todo [t , ) .
- f 5 - o e .
p i (?1)533“ S (51) :D+R® , X, - (?01)6 R® Consideremos primero el sistema homogéneo (2)|X' = A(t)X|.
*n T, Xon El siguiente teorema nos precisa la estructura de sus soluciones
el problema de valores iniciales adopta la forma: _ (si bien no nos dice como encontrarlas):
: X' = F(t,X) . ?
“X(t ) =X 2 5 . Teor 1{ i. E1 conjunto ¥ de todas las soluciones de (2) es un es-
° ° pacio veftorial de dimensién n.
La solucidén seré entonces una funcién vectorial de I en R": ii. Consideremos n soluciones de (2): xl(t)""’xn(t) o
e xl:(t) ) Entonces el conjunto le(t),...,xn(t)s constituye una
x,(t) z base de V si y solo si la matriz W(t) de columnas X,(t),..,
- ; N IVES Sy 1/2 ; ‘
Consideramos en IR" la norma euclidea “xn =1 51 A (E'xia) }n(_t) _es no singular para alguin te[to, ®). En ese caso
X, . W(t) es no singular parz todo te[to, @) y se le denomina
Dados A€R® y.reR denptaremos |B(A,r) = }\xemn: "1--4||<r$. . ‘| matriz fundamental del sistema.

. ' ; . i. Probamos que cualguier combinacidh lineal de soluciones de (2)
Los teoremas bésicos para sistemas se pueden trasladar casi es tembién solucidn: Sean xl""’xr soluciones y Cl""'cr R .

idénticamente desde las ecuaciones de primer orden. Incluso las Y
Entonces (Clxlt. ""Crxr) 2 =ClA(t)xl+ . .+CrA(t)).r=A(t)(clx1+. .4-Crxr) .

demostraciones son en bastantes casos las mismas, sustituyendo &
valores absolutos por normas. . Sean e,,...,e, los elementos de la base canbnica de R y sea Xj(t)
la solucidén dnica de {X' = A(t)X

‘Teor 1. (de existencia y unicidad) X(t,) =2y o gmL s W e B

Sean : AR g% . i,3=1,..45n" * continuas en [to,t°+h]x8(xo,r)! Los xj(t) asi definidos constituyen una bats,e de X 3
' . TP AL ¢ ' .1 C
. Entonces (P) tiene solucién tnica local a la derecha de t,. gbaxd(t)' 0 ; si t=t, se tiene Z\-bfj' b ) 0) * bd'o V3.
. ; y n
(por tanto si f; ¥ 2£y/ax 4 ®on continuas en un cogunto D por ' Son linealmente 1ndopondientog. Ademés gonei'n‘n tgdo el espacio:
cada punto interior de D pasa una Unica solucién). si X(t) es solucién de (P) también lo es 2(t) -E X, Xd(t) . Por
i ‘ . l1a unicidad .X(t)=z(t) y cualquier X(t) se puede pues escribir

como combinacidén lineal de los Xd(t).'
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2 .3.ecuaciones lineales

Consideremos (1) y(n)J- al(t)y(n—l)i- ...l-an(t) y = £(t) |y 1lla-
memos (2) a la ecuacidn homogénea.asociada. Haciendo T=Xy geeey

y(n-l =Xp la ecuacién (1) se convierte en

01 A 0

e ] 6 !

X' = () \o ) X+ 6
4(t) -- — -a;(%) £(t)

8i ay y.r son continuas en [to, o) sabemos que hay solucidn tnica

_ _definida en |t , ®). El sistema equivalente, estard resu2lto si en-

contramos n soluciones linealmente’ independientes del sistema ho-
mogéneo. Como las componentes xz(t),...,xn(t) de una solucién son
en este caso las derivadas de xl(t)- y(t) tenmemos que

D Ev e :
Teor 1. Sean yl(t),...,y (t) soluciones de (2). Entonces

71(8) -3, (%)
Wit 3 !
Vo e

es una matriz fundamental del sistema
equivalente si y solo. si lw(s)‘AOPara
algin s (entonces |w(t)|,¢o 'h:e[to. ®)).
A lw(t)lae le llama wronskiano de Jqy,...J, ¢ L& solucidén ge-
_neral de (1) es ep?pgses. vy -_§1y1+...# C¥p+J, donde y.

es cualquier solucién particular de (1). Una solucién parti-
cular de (1) es el primer elemento de

0
(3% -1 ()
X, (t)jl @(3,) e

Nos centraremos en el caso n=2 (al final de la seccidén daremos al-
gin resultado generslizado) .

Sea  (3) [3"+a(t)y +(8) 3 = £(t) |
Necesitemos dos soluciones lineaslmente independientes de la homo-
génea (se.podrén calcular si los.coeficientes son constantes y en
muy pocos casos més). Si las hemos encontrado la soluciém parti-
‘ cular dada por el teorema 1 adopta una forma sencilla:

Teor 2.|Si yl(t) e yo(t) son soluciones linealmente independientes
de la ecuacién homogénea entonces

Yo (t)1(t) ¥, () £(%)
vp(t) ¥1(%) W*!a(t). WG] t

es una sollcién particular de (3) .

- Lt

a4

2.4. soluciones periédicas de ecuaciones lineales

Comenzamos investigpndo si las ecuaciones lineales de primer
orden (1) | y'=a(t)y y (2)| y'=a(t)y +f(t)l conayf
continuas de periodo T tienen o no soluciones de ese mismo perio-
do, Llamaremos Pp -{ f£: R-+IR continuas y T-periddicas , .

Lema 1. | Sea y(t) solucién de (2). Entonces y(t) es T-periddica
si y s6lo si y(0)=y(T) .

El "sblo si" es trivial. Sea y(t) solucién y supongamos que y(0)=
=y(T). 2(t)=y(t+T) es también solucién de (2) (y'(t+T)=a(t+T)y(t+T)
+ £(t+T) = a(t)y(t+T) + £(t) ) y satisface z(0)=y(T)=y(0). Por la uni-
cidad z(t) = y(t+T) = y(t) para todo t.

Teor 1l.[i. (1) tiene la (nica solucién T-peribédica y=0 si y sélo si
0 af0 . Entonces (2) tiene una tGnica solucién T-periddica

ii, (1) tiene todas sus soluciones T-periddicas si y solo
si ‘g a=0 , Entonces (2) tiene:
a. todas ;ua soluciones T-periédicas si
o £(8) ohatwan g o
b. ninguna solucién T-periédica si la inte-
gral anterior es distinta de cero.

Para ver si una solucién de (2) esté e Pp habréd que ver si y(O)
o8y oh8(T -Ea
coincide con y(T)= y(0) + e o® f , es decir, si

3 yo[1-h]. Fafteha,
i.-8% i:a;l 0 podemos despejar y(0): existe un tnico valor inicial
que satisface (3) (y(0)=0 si £%0) y por tanto sélo tenemos una
solucién peribédica (para ese valor determinado de y(0) ).
ii, 5i fla=0 cuslquier solucién de (1) Esatiuraco (3). 8i £40, (3)
se puede satisfacer si y sblo si (‘e' 8 ¢ =0 (y en ese caso para
cualquier y(0O) tenemos solucién T-periédica de (2)).

Ejemplo 1. [y' - o008t “”“5“1[ P l:coud”‘ 0 (e°98t>0)
la ecuacién homogénea tiene sélo la solucién peribdica trivial y

la no homogénea tiene una tnica solucién 2M-periddica.
Ejemplo 2. Coeficientes constantes: ry' = ay+ £(t), t‘PTl A

Si af0, la homogénea no tiene soluciones periédicas no triviales y
la no homogénea tiene una linica solucién T-periédica. Si a=0, las
soluciones de y'=0 son todas peribdicas (constantes). y'=f(t) tient
todas sus soluciones en PT si J.:-o ¥y ninguna en caso contrario.
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2.5. transformada de laplace

(enunciamos solo los resultados escnciazles sin
demasiadas precisiones)

Sea f continua a trozos en [0, @) (en cada intervalo finito
[b,b) es continua salvo en un nimero finito de puntos).

Llamamos transformads de Laplace de f a la funcién Lf=F definida

s F(s) = Im £(t)e 5% at
[+

para todos los valore; de s para los que la integral impropia
converge. - e

El operador L:f—+F es claramente lineal.

Dada una F puede que no exsta una f tal que L(f)=F, pero si
existe se puede probar que existe una tinica que sea continua., Po-
demos pues definir ) A ; & L-l(!)-f le llamaremos trans -
formada inversa de Laplace de F . Esté claro que ) -1 también es
lineal.

Las siguientes propiedades (de demostraclén sencilla) nos
permiten calcular un buen nimero de transformadas:

n n! : at e 16 A
Teor 1l.| L(t%) = ;ETI , 820 ; L(e™") = = 58

L(senat) = —zf—z , Y0 ; L(cos at)--—zf-z s 870 .
s“+a s“+a

. 8i L(£)=F entonces L(e2Fe(t))=F(s-a); L(t£(t))=(-1)"Fks)

Para resolver ecuaciones necesitamos también:

Teor 2. Sea f una funcién c8 1 en [0, @) y sea t(n) continua a
‘| trozos en ese mismo intervalo. Si L(f)=F entonces

1£{®) (£)) = sPF(s) - s2~11£(0) - s272£1 (0)-. . .-£{2"1) ()

"En otasiones nos puede ser Util en el célculo de transformadas
inversas:

Teor 3.| Se 1lama convolucién de f y g a la funcidén fyg definida
(£e8)(£) = [§ £(t-w)g(w)au
Se tiene que fxg=gxf y IL(f%g)=L(L)L(g)

Con estos resultados es ya posible resolver un gré& nimero de e-
cuaciones y sistemas lineales con' coeficientes constantes. Apli-
cando el operndor L convertiremos el problema diferencial en o~
tro algebraico. Resuelto éste solo se trataré de calcular alguna
transformada inversa.
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2.6. sistemas aulénomos de segundo orden

Estudiamos sistemas de la forma

@ (5155 ] o vien x50 con x- (%) r={¢)

que incluyen en particular las ecuaciones de segundo orden

x" = g(x,x" es deci X' =y
B(HxY MR {y'-s(x.y) A

Suponemos que f y g son continuas y con derivadas continuas en
todo IR™ . Los siguientes resultedos, semejantes a los vistos pa-

- ra ecuaciones auténomas de primer orden, se prueban facilmente:

Teor 1. Dados (%, *o)) existe una Gnica solucién X(t)= (;é:;)
de (1) tal qu& X(t )= y £

Si (y ) es tal que f(xo.yo) g(xo,yo)- 0 entonces
x(t)=[* ¥° es solucién de (1) (solucién cons-
©’  tante o de equilibrio) .

Sea X(t) solucibén de (1) y sea C¢IR; entonces Z(t) = X(t4C)
es también solucién de (1)

Nuestra intencién es encontrar informacidén sobre las soluciones
de (1) (no lineal en general y por tanto no resoluble). Esta in-
formacién la obtendremos a partir de su representacién aproximada.
Las soluciones de (1) rrepresentan curvas en el espacio t,x,y.
y

Por ejemplo las soluciones de {x':—z
que satisfacen X(0)= (0) (X(t)= ( )
X(O)-(o) (X(t)= (zg::) estén repre-
sentadas en el dibujo. Sin embargo pa-
ra los sistemas auténomos es preferi-
ble dibujar solo la proyeccidn sobre
el plano xy (plano de fases). Lea pro-
yeccién de una curva solucién sobre el
plano de fases se llama Srbita de esa
solucién(la 6rbita de las soluciones
anteriores son el punto y la circunfe-
rencia del dibujo inferior). Si (;E:g) es solucibén esté claro
que |x=x(t ]

{y-y&tg son ecuaciones paramétricas de la 6rbita correspon-

diente y que x-xst+cg
y=y(t+C) =on otras ecuaciones paramétricas de la
misma 6rbita. Si imaginemos una érbita como la trayectoria de un

punto P cuya posicién en el instante t estéd dada por la

x(t
y t
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3. Soluciones por medio de serics

En el capitulo anterior estudiamos las escasas formas de
resolver elementalmente la ecuacién (1) y"+a(t)y'+b(t)y=0
con coeficientes variables. Icte capituls trsta un método ge-
neral para atacarla: suponer la solucidn dessrrollada en se-
rie de potencias e introducir esta serie en la ecuvaéién para
determinar sus coeficientes, Si a Y b son analiticas siempre
se podré encontrar una serie solucién por este camino (seccién
3.1) . Y si son no analiticas, pero "poco", también se pueden
utilizar series para resolver (1) de una forma s61l¢ algo més
complicada ( es el método de Frobenius de la seccién 3.2).

Ademds de los cllculos formales con los coeficientes (que
son simples pero pesados) el método de este capitulo exigiria
la justificacién de la convergencia de las series que van a-
pareciendo. Nosotros aceptaremos sin demostracién dos teore-
mas generales gue aseguran la correccién de los pasos que da-
rémos en cada ejemplo particular.,

El problema esencial de la utilizacidén de series para la
resolucién de ecuaciones es la dificultad de obtener informa-
cién sobre las soluciones obtenidas (ni siquiera, en ocasio-
nes, podremos hallar la expresién de su término general). Sin
embargo las ecusciones del tipo de (1) surgen a menudo en pro-
‘blemas fisicos y las series son el Gnico instrumento para re-
solverlas, Por eso, para algunas de estas ecuaciones_(las de
Legendre, Bessel, Hermite, Laguerre, Tchebycheff,...) se han
desarrollado amplios y detallados estudios sobre las propie-
dades de sus series solucidén. Una minima muestra som las pro-
piedades de las ecuaciones de Legendre y Bessel que se tratan

en las secciones 3.1 y 3.3 (respectivamente).
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3.1. puntos regulares; ecuacion de legendre

Sea (L) |y "+a(t)y'+vo(t)y =~-67 X

Supongemos que a y b son znaliticas en un entorno de t=0,
es decir, que admiten desarrollcs en serie de Taylor a(t) =

o> %) : & (k)

.Z 2 T 0) ¢k , b(t)= z b_ﬂ_(g}_ ¥ convergentes en dicho
) % <=0

entorno (se dice que t=0 es un punto regular de (1); en caso

contrario se diria que t=0 es un punto singulsr).

‘Se puede esperar que cualquier solucién y(t) de (1) sea
también analitica en algin entorno de t=0. De hecho se tiene
el siguiente teorema (que no demostramos):

Teor 1: Supongamos que a y b son analiticas en t=0 y sea R el
menor de los radios de convergencia de las series de
Taylor de a y b. Entonces (1) tiene dos soluciones 1li-
nealmente independientes yl(t) e yz(t) que admiten
desarrollos en serie convergentes al menos en el inter-
valo (-R,R). Ademds los coeficientes de dichos desarro-
llos se pueden determinar probando la solucién

y(t) = icktk en la eouacién (1) .
[ .

Para determinar los coeficientes operaremos de la siguiente for-
ma: segin el teorema cualquier solucién y(t)g)clyl(t)+ Cayz(t)
es analitica en (-R,R) . Como las series de potencias se pueden
derivar término a término dentro del intervalo de convergencia,
se tiene y'(t)--g.kcktk*l' i y"(t)-ik(k-l)cktk'a , si |tl<R.
Sustituimos estas series en la ecuacién, donde a y b estarén des-
arrolladas ‘'en serie, e imponemos que los coeficientes de.cada
potencia de t deben ser iguales a cero. Obtenemos asi un sistema

. numerable de ecuaciones a partir de las cuales deducimos los cg.

de la serie solucién en funcién de c, ¥y €] Que permanecen ar-
bitrarios. 7 :
Consideremos, por ejemplo, la ecuacién de Legendre

(2) (l-ta)y“-Zty'4-p(p+1)y =0 |, con p real .

En este caso 2t

a(t).-l_-t—;z 2 b(t)--il(-L:]él son analiticas en Jtk1.

La ecuacién (2) tiene pues soluciones analiticas al menos en e-
se intervalo (conviene recordar que si P y Q son dos polinomios
y Q(0)£0 , entonces P/Q (simplificados los factores comunes) tie-
ne un desarrollo en serie cuyo radio de convergencia es precisa-
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3.2. puntos singulares regulares; método de frobenius

Supondremos en esta seccién jque t=t es un punto singular
de (1)[ y'+a(t)y' +b(t)y = 0 ] , €S docnr, que o @ o b o las
dos no son analitices en t= =t,. En este caso no es aplicable el
método de la seccibén anterior. Sin embargo en muchas ocasiones
nos interesaré conocer el corportamiento de las soluciones de
(1) brecisamente en las proximidades de sus puhtos singulares.
En general se podré decir poco sobre este comportamiento, sal-
vo para un tipo particular de puntos sélo débilmente singula-

- res: los singulares regulares.

t, es punto singular regular de (1) si- (t-t da(t) y (t-t )2b(t)
son analiticas en t,

(la singularidad de a no es més fuerte que (t-t ) % i y la de b
no es méds fuerte que (t-t D% )

~ Ejemplo 1. tzy"%-ty -4y=0 l. es decir y"i-%y'-—uz- 0.7%
; t

t=0 es punto singular regular ya que t.%- B R
son analicas-en t=0 (lo son en todo IR) .

En este caso es facil ver como se comportan las soluciones cerca
del punto singular ya que conocemos ls solucidén general c1t2+czt'?

tz(—fé)--l& 3

Bdemplo 2. (t-l)aty“—'ty‘+ (t—l)’- 0: y } 1 5=
T 1)2 £(t-1)
t=0 y t=1 son puntos singularcs de la ecuacién. Como ademés
-t/(t-l)2 y 1/(t-1) son analiticas en 0, t=0 es punto singu- .

lar regular; como =1/(t-1) no es analitica en 1 (aunque 1/t
si lo sea), t=1 es singular no regular. A F

Supondremos a partir de abora cue el punto singular regular
de (1) que estudiamos es t=0. Sabemos que no supone ninguna pér-
dida de generelidad ya que en el caso de gque queramos estudiar
las soluciones cerca de un toﬁo el cambio t-t,=s nos trasla-
da el problema al estudio de las soluciones cerca de O de la e-
cuacién en s .

Multipliquemos (1) por t2.y llamemos &®(t)=ta(t) y b*(t)=t2b(t)

Obtenemos (o tzy" +te*(t)y' +67(t)y=0 |.

Se trata.por tanto de resolver (2) en un entorno de t=0, supo-
niendo que a¥(t) y b%(t) son anali{ticas en dicho punto. El
método utilizado para su resolucién es lo que se llama el méto-
do de Frobenius .

’nida, pero aceptaremos

. tenmemos la soluciébn de (1)

3.3.ecuaciéon y funciones de besse|

La ecuacién de Bessel es (1)[‘ Tl ! ;..,' + (t —pz)y (o % r>(;]

t=0 es un pu“to singvlar regular de (]) ~1 polxnoulo *ndxclal
es q(r)=r —p2 y luego T1=P , r2=-p . Sabemos que hay una so-
lucién de la forma y(t)-= tpii_c‘ sy >0 (y que la serie con-
verge en todo IR) . Llexanoola a la ecuacién se obtiene
e a(p+1)tPH 4 Kz-a(q(p+k)ck+ ox2) ¥ 2 0
Por tanto,

% <
k-2 Ck-2

c. =0 H = - = .- =,

1°0 3 %" T Rten) " Ti(epamy 0 Kr23vee
Aai que
°1'°3""'o . : CZ.;_;Q_.’ .04. -—rcoﬁn £

2 (p+1) 27°2(p+1)(p#2)

Luego

2 2m
L B [1 ‘ (-1)"¢ ]
yl( ) ¢ mZ( 22mml(p-l-1).-.(P*m) (2)

Podemos dar una expresién més reducida de e
de la funcibén ganma: rks)_ J

o

sta hAY haciendo uso
s 890 o

e-xxs—ldx

Recordamos brevemente sus principales propiedades:integrando pér
partes se tiene ['(s+1)=5s['(s) . Entonces |'(s#n)= (sin-1)...
(3#1)3]1(8) , DEIN , Como (1)=1, en particular se tiene
(n#¥1)=n! (I es una generalizacién del factorial).

Se define rks) para s negativos mediante ' |\}

) e
(en los enteros negativos " no estd defi- | =
1/I'(-n) = 0 para ywl l

.Volviendo a la expresién (2), escogiendo Co= 1/@[‘(1:41)) ob-

[ts)= (m'_fS?f‘.‘Zs;m B RNl |

O =L =2% %)

(3) Ii(t) (5F > 2 artdem (5"

llamade funcién de Bessel de primerz especie y orden p (como se
ve todas las J

Si p es un nimero natural n

/"\\

estén acotadas en t=0 a pesar de la singularidad).
£\B 1)@ (tjhn
Talt) '(2’) Z.; m!{mInS! 2

1\\\
¥y en particular

R AV A Zir&r}r )‘“‘“

funciones que estén tabuladas en muchos libros Yy cuya gréfica es

T

~t



