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problemas1

1. Hallar las soluciones particulare i i
problemas de valores iniciales:u R e AP T8, 8250 a0Ten

2tyy'-3y°4t2 = 0 t24ylhtityy' = 0 ' = 1icose(y-t
3(5-2 y(1)=0 o g(O)-O BALERS
ysent +y' lny=0 y'= cost-y-y°-220E ty'=2y+ ¢
y(0)=2 ¥y(0)==1 cos“t y{l)-ay

y Vot 4 2

ev-2titedy' = 0 3y'dy = (1-2t) ¥ t°y' = 2ty-y°
¥(1)=0 yZI)-l y(l)--lty %

2, Probar que la ecuacién lineal admite un factor integrante que
86lo depende de t ¥y utilizarlo para deducir ls expr igr 5 -
lucién general de una ecuacién ] ‘neal. Bt bt e e o

3. Calculer la solucién general de _, _ x+2y+2
y y—2¥16 convirtiéndola en
una ecuacién homogénea mediante un adecuado cambio de variables.

4. Dibujar el campo de direcciones y la forma aproximada de las
soluciones de

2 2 g 3
Yoy A tebnty o, Jiaki ety 5 1 = T YT (T

5. Consideremos la familia de hipérbolas xy=C . Escribir la ecua-
cién diferencial de la que son curvas integrales (eliminando C en-
tre la ecuacién dade y la ecuacidén odbtenida derivandola). Hallar
las trayectorias ortogonales a dichas hipérbolas, es decir, las 1{i-
neas gue las cortan en éngulo recto.

Resolver el migmo prog&ema para las circunferencias x24y2- 2C0x ,
las parébolas y<42Cx = C= y las cardioides r= C(1licose) .

6. Integrar numéricamente los problemas {y'-t# ¥ =t~
< y(0)= {y(o)-g entre Oy 1
gfr Euler y Euler modificado para h= 0.2, h=0.1 y h=0.05 .
esolver las ecuaciones y comparsr con los valores exactos.

7. Calcular la ecuacién de las curvas que verifican la siguiente
propiedad: para cada tangente a la curva en un punto el segmento
cgnprondido entre ese punto y el eje y tieme su punto medio en el
eje x. -

8. Tenemos en el instante t=0 un gramo de material radiactivo A

que sigue la ley de desintegracibén x'=-2x y tal que a2l desintegrar-
se se transforma en otro material radiactivo B que sigue y'=-ay .
Encontrar la funcién y(t) que nosda'la cantidad de materisl B exis-
. tente en cada instante t y el vslor méximo de esta funcién para los’
casos a=l, a=2 y a=4 ,

9. Supongamos ahora que tenemos un gremo de otro material radisc-
tivo que se desintegra con una velocided proporcional a la raiz cua=-
drada de la cantidad existente. Si al cabo de un sfio sélo queda 1/4
de gramo ,al cabo de cuéntos afios tendremos 0.1 gr.? Comprobar que
este material se desintegra totalmente en un tiempo finito y calcu=-
lar ese tiempo. ;

PYREA

10, Una reaccidén quimica se produce por la interaccién de una mo-
lécula de sustancia I’ con otra de sustancia Q pars dar una molécu-
la nueva X, P+Q— X . Sea x(t) la concentracién de X en el tiempo
t y sean p, q las concentraciones iniciales de P y Q respectiva-
mente, Juponiendo que la reaccién obedece a la ley de sccidén de
mesas, ésto es, la variacién de x(t) es proporcional sl producto
de concentraciones de P y Q, hallar la expresién de x(t) si x(0)=0,

11, Algunas enfermedades se difunden por medio de portadores, in-

dividuos que transmiten la enfermedad pero no la: padecen. Sean x
e y las densidades de portadores y de personas sanas en cl instan-
te t. Se supone que los portadores se retiran de la poblacidén de
acuerdo con le siguiente ecuacidén: x'=-mx ¥ que la enfermedad
se difunde con velocided proporcional al producto xy : y'=- nxy.
a;Determinar x(t) si x(O)-xo e y(t) si y(O)-yo 4

b)lincontrar la proporcién de poblacién que no enferma (es decir el
%inéoy(t) ). Determinar como veria esta camtidad ¢on m y n.

12, lstudiar en qué subconjuntos de IR2 son lipschitzianas respecto
de la y las funciones 3 t=y , y>0
f(t|y)-t 'yl ’ g(tvy)- t ,'y"o

13, Calcular el valor eproximado en t=0,2 de la solucién de

2 2 2
'=y ' =t Y'=t-|y
Yo ¥(0)=0_ Toie 17!

a partir de la segunda aproximacidén sucesiva de licard y comparsr
con el valor obtenido por el método de Fuler con h=0,1 .

14, Estudiar existencia, unicidad y prolongabilidad, segin los va-
lores iniciales, de las soluciones de

v'e-2iat yayeostyFet?  y'ayPet?  yre (P

-y -
y' =ey° y' = 4y + cos’y y'=-ye ™Y y'=1-y2
3
(% g o ___Y_’_ {=ylny, ¥O
¥'=35-=% LA v el - v'={ A

15. Comprobar que y'-t“'l f(y+at®) se convierte en una ecuagién de
veriables separades haciendo z=y+at® ., Resolver y'=2t(y+t")" . Re~
solverla después consideréndola como ecuacidén de Ricatti. yEstéd de-
finida hasta o la volucibén que satisface y(1)=27 :

1g. Resolver las siguientes ecuaciones y comprobar le dependencia

continua de la solucién con y(0)=0 respecto del parémetro a:
.y'==-y+ Pl y'-cosaay

17. Probar que psra que una solucién y(t) sea gsintdéticamente es-

table a la derecha de t  basta que las soluciones y*(t) que parten
suficientemente cerca de ella estén definidas en [to, o)y satisfa-

grn *(t)-y(t)| —>0 (este resultado no es cierto pars ecuacio-
[y 4 ]t-ooo nes de mayor orden).

1g. Estudiar la estabilidad de la solucién que satisface y(1)=a ,
segin los valores de a :

y'=seny y'-LEL—- ¥' = 2yt™2 4 cos’t

’

e y-y° si y30
y 0O si y<0 .

s
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19, Estudisr para qué valores de a y de b existe, es tnica, es prolon-
geble hasta o, depende continuamente de a y b, es estable la solu~

cién de %
y'=(sent+2bt)y +e° , y(0)=a .

20, Determinar la estabilidad de las soluciones con y(1)=0 e y(1)==3

y'= -ya-(coaat)y y'= _ecosty_'_ 72 y'= -% +y2 y'=1l-cosy .
21. Dibujar aproximadamente las soluciones de lass siguientes ecua-
ciones y estudiar la prolongabilidad y estabilidad de la solucién

particular que satisface la condicidén inicial que se indica:

' ek 8 %2 ' 2 2y=t
y' = t-]y| 'e £yl ¥’ =y -y° 7' =y-(2+2cost)y" y'=
7(0)=-1 J(0)=1 HO=-L  Y(OL/3 . ot

22. Sea la ecuacién y'= y2_ (cost)y .

a) Resolverla.

b) Dibujar a grandes rasgos sus soluciones.

¢) Determinar para qué valores de a la solucién con y(O)=a es pro-
longable hasta o .

d) Estudiar la estabilidad de las soluciones con y(0)=0 e y(0)=-1.

23, Sea y'=y2-ay’ , a30 . Estudiar existenciea y unicided. Di-
bujar aproximadamente las soluciones. Integrar explicitamente . Es-
tudiar la prolongahilidad de las soluciones. Comprobar la dependen-
cia continua del parédmetro a cuando éste tiende a cero .

24, Dada la ecuacién (Eg) y'= 1-5%5 , 820 ,

a) Estudiar existencia y unicidad.

b) Integrar explicitamente.

¢) Dibujar aproximadamente las soluciones.

d) Sea y_(t) la solucién de (Ea) tal que ye(O)-l . Estudiar el com-
portafliento de y_(t) cuando® a—=0 .

e) Estudiar la prolongabilidad de las soluciones y la estabilidad
de la que verifica y(0)=a/2 .

2
25, Sea y'= Y- , Estudiar existencia ¥ unicidad. Hallar la so-

t+ lucidén general, Dibujar aproximedamente las
curvas integrales. Estudiar la estabilicad de la solucién con y(1)=0.
5 .

26, Sea la ecuacidn (Eg) y' = a% U ey
3

a) Estudiar existencia y unicidad.

b) Resolver por dos métodos diferentes para todos los posibles va-
lores de a . I

¢) Dibujar el campo de direcciones y hacer un dibujo aproximado de
las soluciones en los casos a=-l, a=0, a=1/2 y a=l ,

d) Discutir la prolongabilidad de las soluciones verificando y(1l)=b
para el caso a=0 , 5

e) Estudiar la esbilidad de todas las rectas solucién que tenga (Ep)
en los cuatro casos de c). Més en general, estudiarla para cual-
quier valor de a. el

£) Calcular el valor aproximado en t=2.5 para a=0 de la solucién
con y(2)=1 ig a partir de la segunda aproximacién sucesiva,

ii) por Euler con pasos h=0.l1 y h=0.05 .

Comparar con el valor exacto. 2

g) Comprobar que hay dependencia continua del parametro a de la so-
lucidn que satisface y(1l)=1.

27, Sea dy 2 Hallar la solucién general para todo a .
at .’g_tn‘ Para a=3, dibujar isoclinas y soluciones.
Precisar para todo a el nimero de curvas

integrales que pasan por cada punto del plano.

28. Sufonsamos que el nuimero de truchas en un estanque con alimen-
to limitado viene regido por la ecuacién logistica y'=by(M-y),b,M>0.
Supongamos ahora que un pescador
i. saca truchas con una velocidad proporcional al nimero de tru-
chas existentes
ii, saeca truchas con velocidad uniforme.

Escribir las ecusciones que rigen el nimero de truchss cn presen=-
cia del pescador en smbos cesos y discutir la estabilided de las
soluciones de equilibrio segin los valores de las constantes que
sparecen en las ecuaciones.

29, La ecuacién y'm= y-es°ntye puede describir, en unidades ade-
cuadas, la poblacién de truchas en un estanque con un tope logis-
tico que depende periodicamente del tiempo. g

a) Hallar la solucién z que satisface y(0)=b. Comprobar que yp

es una funcidn no cons Bnte de periodo gﬂ para algun valor de b ,
Estudiar, en funcién de b, la prolongabilidad y estabilidad. Dibu-
Jar las soluciones y describir la evolucién de la poblacidn.

b) Estudiar si las truchas se extinguen en presencia de cada uno de
los dos tigos de pescadores del problema anterior, dependiendo de
la poblacidn inicial y de la habilidad pescadora,

30. Hallar la solucién de la.ecuscién logistica y'=by(M-y),b,M>0
ue satisfsce la condicién inicisl y(to) = M/2 . A partir de la so-
ucién enterior encontrar une férmula que de el valor de M en fun-
cién de los valores de y en tres instantes sucesivos: yj=y(t1),
yo = y(t1+h), ya- ygt1$2h). Suponiendo que le poblacién espaiiola se
rige por la eclacién logistica y sabiendo que dicha poblacién era
en 1960, 1970 y 1980 de 30.9, 34,0 y 37.4 millones respectivamente,
determinar la poblacién hacis la que tenderéd e estabilizarse el
nimero de espanoles.

3l. Un cuerpo de mesa m es lanzado con velocidad inicial vo 8 grean
sltura en la atmésfera terrestre, Suponemos que cae en linea recta
¥ que las Unicas fuerzas que actien sobre él son la de la gravedad
terrestre mg (suponemos g constsnte) y otra fuerza -kv debids a la
resistencia del aire. Hallar la velocided limite del cuerpo cuando
t tiende a ™., : .

Modificar el ejemplo agterior suponiendo que la resistencis del
aire es proporcional a vy<,
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* problemas 2

1. Estudiar la existencia y unicidad de las soluciones de

x'-t:Fl»lnt 2

y'=e'x-y = tagt (l-tz)y"-Zty'J-y- 0

yylll_ y'y"_ey
2. Sea yzy"- y'(yy'-2) . Hallar su soluciénm general,
Considerar los problemas: 2. n Vg !
(. ){y y ¥y'(y3'-2)
v’ 13(0)a1, ¥'(0)=b , 30 .
Determinar los valores de b para los que (Pp) tiene solucién Uni-

ca, Hallar la solucién de (P,) en esos casos el 11 t).
(Es estable y,? 7o b) ¥ =y yb( )

3. Estudiar existencia y unicidad, resolver, comprobar la dependen-
cia continua de valores iniciasles y estudiar la estabilidad de la
solucign particular que se indica para las ecuaciones:

(14t2)y" + 2ty' = 26~ 2ty'y" = (y')%-1

y(1)=17 y'(13-21 y(hiyralaa

4, Resolver:

x:-x—2y+2 x'=%x+y+ Ceet x'=3x+ 2y

y' = 5x-y+l y'=-x+y y'=-6x-4y+ tcost
x(0)=y(0)=0 x(0)=1, y(0)=-1 x(0)=y(0)=0
x'=x=-2y-t x'=2x+y X'=-x=-y
¥'=2x-3y-t ¥' = 3x + htet y'=2x-Yy

x(0)=1, y(0)=1 x(0)=y(0)=1 x(0)=1, y(0)=2

5. Hallar la solucién general de

x'=x x'=y+z x'=x+ytz
y'=x+2y y'=x+2 y' =2x+y~-z
2'=Xe-2 2'=ax+y 2'==-y4+z

6. Hallar la solucidén general:
y"+y = tsen2t -1 yv&Zy"'+y'- t
tay"#/ipy’l-y- Int - t2y"-2y = tleb
33y 41 y"-y = 2(14e%)71
7. Hallar 1a solucién particular que se indica y precinar si es
estable o no: TN )
yll-.eyl"ay - etcost yll "n =y 16y = atz ylll ‘ e'y’.ll # Sy' = St
y(O)-y'(O)-O y'(O)nl'y'(O)--Z (0)=y'(0)=0 "(0)=1/5
¥"(0)=3,y"(0)=-8 LI1Z)7Y i
{y"'+y'-10y = 36te™® . . (ytsoty'=2t  [t3y" 4 Sty' 4 by=tTo
7(0)=0,y'(0)=-3,y"(0)=2 | y(0)=y'(0)=1 |y(1)=y'(2)=0

y'42y'+2y = te~?

t3ymy t2yn -2ty s2y=2tt
(t41)y" = y' = (t41)2

8. Resolver los sistemas del problema 4 convirtiendo cada uno en
una ecuacidén de 22 orden tras eliminar alguna de las dos variables
entre las dos ecuaciones,

9. Determinar si son estables las soluciones de la ecuacidn
ylln + yul *Byll# Zy! # 5)' = o

62

10. Sea x,(t) la solucién de x"4#5x"+2sx dax =-go~2t
con x(0)=1,%'(0)=-1,x"(0)=9 .
Determinar si son estables xo(t), x,(t) ¥ x_2ft). Hallar x,(t).

11, Sea x'my-2x Determinar para qué valores de a es gsinté-
y'==2 ticamente estable., ;Es estable para a=0 7
z'=ax-52 Calcular z(t) para as=4 si x(0)=y(0)=0,2(0)=1 .

12. Oea x"+cx:#3x+y =0  peterminar para qué valores de a y ¢ el
y'+cy'+a'y+x =0 . gigtema es asintéticamente estable.

Calcular para a=l y c=0 la solucién con x(0)=y(0)=1, x'(0)=y'(0)=0.
(Es estable esta solucién? ; %

13, Sea y, 1a solucién de ty"+ay'=1 con y‘(l)-y;(l)- 0.
Calcular Yo Pparas todo valor de a . iEs Ya funcién continua de a?
Discutir la estabilidad de Vg ¢

14. Hallar la solucién general sabiendo que la y que se indica
es solucidn de la homogénea: %
(1-t)y"+ty'=y= et(l-b)2 (t2-1)y“-2y- 0 ty"-S}&l)y'#y- t“e
Y, -et Y, = t2-1 Y =e

15, Colcular la matriz fundamental canénica del sistema asociado
a cada una de lss siguientes ecuaciones:

y'42y'dy=0 ¥y y'4+y'dy=0 2(t41)%y" + 3(t41)y' -y =0

it -t
16, Encontrar una matriz A tal quo(;at:;aq)sea solucién de X'=AX.

17 . Sean y,, y, soluciones de y"+ a(t)y'+b(t)y=0 y llememos

w(t) = |wlyy 308 .
Calcular w'(t) y eliminar de la férmula pasra w' los términos con
derivadas segundas utilizando la_ ecuacidn. Concluir que

-} a(s)ds
w(t) = w(O)EB L ( (férmula de Abel)
18, Supongamos que ¥, es una gsolucién de y"+ a(t)y'+b(t)y=0 con
¥1(£)#0 para todo t.” Encontrar y, solucidén linealmente indepen=—
diente usando la férmula de Abel y la relacién (y2/y1)'—w(tyy12.

Aplicar lo anterior avtzy"-t(t#Z)y'+(t+2)y- 0O sabiendo que y=t
es una solucién,

19. Rgsolver tz(t+3)y“- 3t(t+2)y" + 6(1+t)y' - 6y = O sabiendo que
¥y =t es solucién de la ecuacién,

20. Sea tsy"'-itay"+ 6ty'-6y= £(t), Hallar una matriz fundamental
del sistema equivalente y utilizarle pora encontrar una foérmula
para la solucién general de la ecuacidén no homogénea.

21, Encontrar una férmula para la solucién general de y"+ y'= £(t).
llallar.dicha solucién general si i) f(t)=1 , ii) f(t)=cos2t . Ks-
tudiar en cada caso el numero de soluciones 2M-peribédicas existen-
tes, En general, pera cuaslquier f(t) 2n-peridédica dar criterios
para determinar el nimero de soluciones 2nN-perioddicas.

22, Determinar si existen soluciones 2n-peridédicas y si son o no
estables:

y'= ycosc-senzt y'+y =cosdt y"-y'42y=sent 4y"+y=cost
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3 " = % = ;
2}. Resolver los sistemas del problema 4 y las ecusciones de coefi- p00 EER JoAY £(%,0) » 030 donde ) £(t,0) = senct ,
cientes constantes del 7 utilizgndo transformadas de Laplace. ) £(t,c) = une (t) = uan (£)+ vz (t) = ...,y
) £(t,c) = d(t-2n/c) + d(t=4M/c) + ... .

" i En los tres casos:
y(g-)y = un(t) "y +4y-d(t:ﬂ)—d(t-2n) J’"‘g" 2d(t-1)  y'+ -u,(t)(l-e't) i) Hallar ls solucién general para todo valor de c.
y(0)=1,5'(0)=0 y(0)=0, y'(0)=0 ¥(0)=1,y'(0)=0 Y(Og-l e ii) Estudisr ls existencis de soluciones 2f-periédicas si c=1 y c=2.

i iii) Dibujar pars c=1 y c=2 la solucién con y(0)=y'(0)=0 comparando

con f£(t,1) y £(t,2).
y'+y'= ;:% g:;xl con y(0)=-1, y'(0)=0 iv) Interpret':ar Tisicemente los resultados anteriores.

24, lesolver:

25. Resolver

"3 & sent °‘t<3n = i 2
y'+y 0 3net con y(0)=y'(0)=0 34, Gea y"*I]i y'+y = senct, c>0 .
26, Sea 6t 0¢t<1 Responder par- esta ecuacidén a las cuestiones i) y ii) del problema
T" +y" = {o 1<t con y(0)=-1, y'(0)=3, y"(0)=—6 anterior,

Determinar la solucidén periddica y‘(t,c) a la que tienden a acer-
caerse todas las soluciones y escribirla psra cada valor de c en la
forma y%*= A sen(ct+@). Estudiar como varia A en funcién de c .

irara qué valor de ¢ se obtiene la amplitud méxima? Interpretarlo

Hallar su solucién y determinar si es o no estable.

27. Sea  y"-y'= £.(t) 0 si Ogtel
Yoegmo ° con f (t)= nen-nt :i tl .

Resolver y estudiar lo que sucede cuahdo nsco . fisicamente.
P | et e 35. Sean las ecuaciones y"+y =|sentl y'+b4y=|sent| .
ST ARRDIVARS] & Y1-uglt = x4y = ¥+ tuy () Estudiar-la existencia de soluciones peri&dicas.

'e &1- t '--+Edt- ' = -
;(o):y(o)‘-x'd i(of_g(o)_(o 1) i(O)f-e?g(O)-O Hallar y dibujar la solucién que satisface y(0)=y'(0)=0 ,

Dibujar aproximadamente x(t) e y(t) para t»0.

29. Resolver (x'=12z4 et-l
y' =x+y+ etul(t) con x(0)=y(0)=2(0)=0
z2'=2-1

0. Resolver y"+2cy'4+y=d(t-1) , ¢30 , con y(0)=y'(0)=0
istinguiendo los casos c<1, c=1 y e>1 ,

Escribir el resultado para c=0 prescindiendo de funciones paso,
dibujar 1ls solucidén y comentarla fisicamente.,

31. a) Resolver y"+2y'#2y = d(t-n)

y(0)=y'(0)=0 mediante transformadas de Iaplace.
b)Probar, sin utili-ar transformada de laplace, que la solucién de
y'+2y'+2y = £(t), y(0)=y'(0)=0 es ~(t-s)
y(t) = Lle f(s)sen(t-s)ds

v comprc’barS haciendo f(t) = d(t-n), que se obtiene ls solucién cal-

v

culada en a

32, a) Consideremos %a ecuacion integral de Volterra
y(&) + [k(t-5)y(s)as = £(v)

donde f y k son conocidas y hay que determinar y., Tomando transfor-
mog?s)de Laplace obtener una expresién para L(yg en términos de L(f)
y k).

t
b)Consideremos y(t)#L(t-s)y(s)ds = gen2t .,
i)Resolverla utilizando transformadas de Laplace
ii)Comprobar que es equivalente al problema y"+y= -4sent

y(0)=0, y'(0)=2 .

Resolver este problema y verificar que las soluciones coinciden,
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36+ Dibujar el mapa de fases: 4 . g
X"Hx ' Hx = 0\ x" = x- x’ ~ N\ ;' : 2x _:y)‘_xl s ;'—:—;‘:2;377
x" = x[(x')z-L]\ x"=(1-x%)x'-x x" 3.0 U#x'+senxs=
x'ny=-2xy x'=x3y x'=y(x+l) \ X'=y-y
Tytemaxbyrt Nylesyody Ny =x(14y%) y!=x-x*
x'=2y+2 " X'=8x-y% x'=yeX 's xy
i y'= 2i- ¥ 0 y'=-6yt6xt X y'=eX-1 'e xty2
37. Dibujar tras escribir en coordenadas polares:
x'=y+ x>+ xy* x' = y=x(>¢+y*-1) x'=(x-y El-xz-y1
¥'e =x4+ Xyt y3 y'= -x-y(x{y‘-_l‘) y'-gxwg 1-X’-y’;
38. Dibujar el mapa de fases (el uso de polares es 0Util):
7 x' = x(F4y*-1 E;ﬂy‘-g - y(X+y--2x-8
y' o= yEX‘#y‘-lg x’#y‘-9g + xEx':,y‘—zx-sg
39, Dibujar los mapas de fases de A) x'=y B) x'=(¢+y¥)y
9 J Y max y'==(xdbyd) x

¢(Qué relacidén existe entre las soluciones de A) y B)? Resolverlos.

40, Sea V(x,y) = 2x2—2xy+5y2+ux+4y+4 . Dibujar las curvas de nivel
/ de V y el mapa de fases de x'==V_ y'=-Vy A

4]. Estudiar los sistemas auténomos lineales exactos sbélo con las
7/ técnicas de los sistemas exactos.

42. Estudier los mepas de fases de los sistemas linesles sutdénomos
/7 de segundo orden que tienen algin autovalor cero.

43, Dibujar el mapa de fases de x'=x2
f = 5 < y'=x-y+x2 baséndose en la ecuacién

de las érbitas y endel dibujo de las curvas integrales de la ecua-
cibén esociada (E) E%' (x=y+x2)x-2 .

Determinar la estabilidad del origen en el sistema original y la de
la solucién que satisface y(1l)=1 en (E) .

¥4, sea (A) 2x"-(x')24x(x-2) = 0 . Hallar la gcuacién de sus érbi-
tas. Dibujar el mapa de fases. Sea (E) la ecuacién v'=f(x,v) que se
ha debido resolver para hallar las Orbitas. Estudiar existencia y
unicidad para (A) y (E). Comprobar que existen dos suluciones de'éEg
que pasan por el origen y que existe una unice de (A) con x(0)=x'(0)=0,
Es contradictorio? Estudiar la estabilidad de la solucidén de (A) con:
£)°x(0)mx' (0)=0, 11) X(7)=2,x'(7)=0; 111) X(-1)=1,x'(-1)=el +
. Probar que si el origen es centro para la aproximacién lineal Yy
o bien fgx,—y): -f(x,{), g(x,-y) = g(x,y)
o bien f 'x“y)" f(x'y y Bl=X,y)=~-¢ x,y)
entonces el origen es centro también para la no lineal.

,46, Sea x"=g(x) ¥y supodééhaé ﬁﬁe en x, la grafica de la funcién
7 potencial tiene un punto de inflexidén con tangente horizontal. Des-
cribir el mapa de fases cerca de (xq,0).

//4?.Ca1cular el valor de a para el que las dérbitas de x“-x2-4x+e
cambian radicalmente, dibujando el mapa de fases en cada caso.

e 48, Probar que son periédicas las soluciones de x's=

,o__xn ) n,p impares.

y 49. Dibujar el mapa de fases de x'= 2x;7xz 7 66a
; y'=1-x*¢ .
Estudiar qué soluciones estén definidas para todo t de IR,
Hallar las curvas ortogonales a las érbitas del sistena.

/50. Sea g con g(0)=0, xg(x)>0 si x40 y (h) fg(s)ds~oo si x-»tc0 .
¢Cudntas soluciones periédicas tiene x" 4 g(x)=07?
¢Qué pasa si se suprime la hipétesis (h)?

,51. Clasificar los puntos singulares de (E) x" = 1-x°-kx' S 305
en funcién de los valores de k. Dibujar aproximadamente el mapa de
fases para k=0, k=1 y k=3, Interpretar fisicameqte las érbitas,

S52. Sea x"+x'-2x+ax230 « Clasificar los puntos singulares y dibujar
el mapa de fases segun los valores de a. Interpretar fisicamente.

53. Clasificar segiin los valores de w, los puntos singulares de
/ la ecuacién del.péndulo rotatorio x" = ;enx(-l+ cosx) .

Dibujar el mapa de fases para w=0 (péndulo simple) y para w=\2 .

S4, Los sistemas x'= x§5-x-2y) x'= xé}-?x-y;

¥'=y(3-y-2x) y'=y(3-2y-x
pueden describir la evolucién de la poblacién de dos especies anima
les en competicién (x e Y son esas poblaciones expresadas en alguna
unidad adecuada). Dibujar en ambos casos el mapa de fases e inter-
pretarlos comparando 1los resultados.

5% Describa el sistema x'-xﬁ?-x-y)

¥'!=y(3-2x~y) la evolucién de una poblacién
de truchas (x) y salmones (y; en un mismo estanque. Dibujar el mapa
de fases e interpretarlo. Si un pescador pesca sblo truchas con una
velocidad groporcional al nimero existente, indicar como influye en
la evolucién de ambas poblaciones su mayor o menor habilidad.

'- —
6. ;._;Eiuzg describe la evolucién de dos poblaciones animales en

relacién predadora (x moscas, y murciélagos, por ejem-
plo). Dibujar e interpretar el mapa de fases. Comprobar que (segin
este modelo) es contraproducente emplear insecticida si mata también
una proporcién fija de los murciélagos existentes.,

i?ﬂ Un punto se mueve en el eje x siguiendo la ecuacién x"-—x'2 .
ibujar el mapa de fases e interpretarlo. 5i el punto se encuentra
inicialmente en reposo a la derecha y a una distancia x, del ori-
gen, calcular el tiempo que tarda en llegar al origen.

58. Un péndulo se desplaza un éngulo «é (0,IT) de su posicién de
’equilibrio estable y se abandona, Hallar el periodo de la osci-
lacién en funcidén de una integral (suponer g/l=1) .

//59. Una particula se mueve por el eje x segun  x" = =x x2+9)—2 A
a) D1buJa; e interpretar el mapa de fases, .i 1a particula pasa
por el origen con velocidad v=1l/3, ¢qué v2locidnd tiene cuando
ggsg pordx-4?. (cudnto tiempo tarda en llegar a x=47
7/ bea v, -x(xa*9)°2.¢A1guna de sus soluciones v(x) es asinté-

ticament¥*estable?;es estable 1a que satisface v(0)=1/3?

‘).60. Sean (E) x"=g(x,x') y (0) vy g(x,v) para las tres funciones
a) g(x,v)=4x-3v ; b) g(x,v)=x(I-vd; c) (x,v)=2x> .
i)Resolver O y dibujar el mapa de fases de %E).
ii) Estudiar existencia ¥y unicidad para (E) y (0). =
iii) Si en t=0 es x=x'=l, sen qué instante es x= 10 ?
iv) Estudisr la estabilidad Je la solucién d~ (0) con v(1)=1.
v) Estudiar le prolongabilidad de ls solucidn x(t) de (E) que satis-

face x(0)=0, x'(0)=2,
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g‘ﬂ Sea %ﬁ- xl/zy’l ; dibujar algunas isoclinas, hallar su solucién

general y dibujar sus curvas integrales. ;Es estable la solucidn que
satisface y(1/9)=2/9 ?

Sea = x1/2 ; hallar la solucién con x(2)=1/9, x'(2)=2/9. ¢Exis-
te més agluna solucién satisfaciendo x(0)=x'(0)=0? Sea X(t) la solu-
cién con X(0)=2, x'(0)=-1, sexiste algin T O tal que X(T)=2? Dibujar
aproximadamente x(t).

;%ﬁ Sea (E) y"=2y'y . Hallar la solucién y, de (E) que satisface
y(0)=0, y'(Og-b . Dibujar el mapa de fases de (E). iPara gué valo-
res de b estéd definida yp en todo [0, ®)? ;Es estable y,

63, Estudiar la estabilidad de la solucién x=0 de i)x"+ax'+eX=1 ,
ii) x" = asenx cosx , iii) x"+axP=0, neIN , segin los valores de a.

;#. Sea x'=ax-2y+x>

y'-2x+ay#2x2y+y3 « Egeribir en polares y clasificar el origen
segin los valores de a. Dibujar el mapa de fases para a=-1 e identi-
ficar las érbitas asociadas a soluciones definidas para todo t.

Elegir a y b (no ambos cero) para
que haya un centro en el orimen y

i gar el mapa de fases., Identificar en é1 érbitas correspon-
dientes a soluciones i) definidas para todo t , ii) inestables,

65. Sea x'=2x-4y+axd+by2
y'=2x-2y .

66+ Sean los sistemas §om

6 (Bg) " n E AReis?
i) Hallar la ecuagién de sus érbitas y determinar la curva del pla-
no xy en la que dichas érbitas poseen puntos de inflexién.

ii) Dibujar los mapas de fases de (Sa) poara a>0, a=0 y a<0 ,
iii) Hallar la solucién de (8a) con x(0)=y(0)=2a .  Es estable?
¢Lo es la 6rb}ta y(x) que define, vista como solucién de la ecua-
cidén difercncial de las érbitas?

67. Sea x'-y: >0
¥'=x . Hallar la ecuacién de las érbitas y dibujarlas

aproximadamente. j;Para que valores de a la solucién del sistema
x?O)-y(O)-l tiende a infinito en tiempo finito? e

$B. ) ea la ecuacién: gi_ 4P Ux?
Resolverla y dibujar las isoclinas y curvas integrales.
b) Sea el sistema: x'= 2xy
7' =4y*-4® ,

- : N Tt 2 15) x(C;-l y(0)=2
Estudiar la prolongabilidad de las soluciones con i1) x(0 -l:y(O)-O

69, Sea x"-x5-7x2+10x . Dibujar su mapa de fases y determinar para
qué valores de a es periddica lea solucidn con x(0)=a, x'(0)=0,

' = z .
70. Sea ;'-Zx(xz#yz) . Hallar la érbita que pasa por (=1,0).

¢Es periddica la solucién del sistema que satisface x(7)=-1,y(M)=0?
71. Clasificar los puntos sinsulares de los sistemas:

x'-xs-y x'=x2-y
y'-x}y3 y':xey
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2. Estudiar para qué valores de A, B y C las siguientes funciones
s $on definidas positivas en un entorno del origen:

UsAx2+Bxy4Cy2  U=Ax*4Bx2y24Cy2  UsAx 4By’  U=Ax24Cy24mx>
73, Estudiar la estabilidad del origen con funciones de Iyapunov:

' 2 3 ' e —xO4x x'= 3&x5—x“ " Y &

74, Considérese el péndulo rotatorio del problema 47 y supongamos
7 ahora que hay rozamiento: . _ senx(—l#wzcosx)- av , 830,

studiar la estabilidad de la solucién x=C (para w=1 hacer uso de
una funcién de Lyapunov para probar que (al menos) es estable).

brbitas de ecuncionen
75, Construir una teoria pars el dibujo ?c or :
agténomas de primer orden y'=f(y) en la "recta de fases".
Estudiar el caso particular en que f es Zv-periodicn! represen-
tando entonces el "mapa de fases" en la circunferencia unidnd.



problemas 3

l. Decir si las siguientes ecuaciones tienen puntos singulares o
no y clasificarlos:

t%y" -2y = 0 (26-£2)y"+(1-3t)y ' -y=0 ty"+2y'+4y=0
(tsent)y"+3y'+ty=0 ty"+ety'+(5coet)y- 0 tay"+2y'+4y- 0

2. Resolver por medio de series en torno a t=0:
(14t2)y" + 2ty' - 2y=0  2t29"4(t3-t)y'4y=0 y'-e’y =0

ty"+ (1-t)y'+y=0 2ty"+y'-y = 0 y"+t2y =0
(1-t2)y" - ty' + 4y =0 £2y" 4 262y ' =2y = O y" + (t-2)y =0
t<y"=5ty' +3(t+3)y= 0 (t°-1)y"+3ty ' +ty=0 y'+ty' +y=0
25"ty ~(t242)y = O 2t2y" -ty ' +(£-5)y=0 y +t¥ = 0

3, Estudiar las soluciones en k=0 de les ecusciones
ty"+(1-t)y'+py= O (Laguerre) (l-tz)y"-ty'+p2y- 0 (Tchebycheff)
y calcular para qué valores de p las soluciones son polinomios.

4, Resolver la ecuacién de Hermite y"-2ty'+2py=0 gor medio de
series. Comprobar que si p es natural existe solucion polinémica.
Se 1lamen polinomios de Hermite Hp(t) a aquellas soluciones poli-
némicas tales que los Rgsminos que contienen la potencia més alta
de t son de la forma 2 . Escribir los 4 primeros Hp y comprobar
que vienen dados por la férmula n t2 a° _ta
; Bn(t)- (-1)" e E-t—n e .

5. Demostrar que (1nt)y“+%y'+y = 0 tiene un punto singular re-
gular en x=1. Calcular los tres primeros términos del desarrollo

en serie correspondiente & la resiz mayor del polinomio indicial.

Indicar donde converge la serie obtenida.

6. Sea tay"4-2t2y'+ (t24-%) ¥y = 0 . Resolver por series en torno
a t=0 . Sumar las series. Conjeturar un cambio de variable que
conduzca 8 una ecuacién de Euler y utilizarlo para comprobar la
solucién,

7. Sean (l#tz)y" -2y =1 tay"-Zty'+(2+t2)y-t3cost

t2yn-t(t42)y' $(£42)y= O t2y"-2ty'+(2-t2)y = 2t7cnt
Hallar la solucién general de la homogénea en forma de series
en torno a t=0, Haller la solucién general en términos de fun-
ciones elementales.

8. Calcular la solucién general en forme de series de y"'-2ty' = 0.
Resolverls por otros métodos y comparar. Estudier ls estabilidad

de la solucidén y=0 .

9. Hallar una solucién lineslmente independiente de P, ¥ P% para
la ecuacién de Legendre con n=0 y n=l, sin recurrir a serigs.

Desarrollsr por Taylor estas soluciones y comprobar que coinci-
den con las series que nos proporciona la férmula genersl de las

soluciones.

10. Comprobar que t=1 y t=-1 son puntos singulares re lares de le
ecuacién de Legendre, encontrar una solucidém por el metodo de Fro-
benius en torno a t=1 e indicar que tipo de perie se probaria para
encontrar la segunda solucién linealmente independiente. Comprobar

que entre las soluciones que satisfacen y(1l)=1 estén Fy, P)y Py
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11. Cualquier polinomio Q (t) de grado n se puede e ibi

combinacién lineal de los n+l primeros polingm os d:cfoge:dngo
Q= ooPot...+c P, i probar que Cp = g%;l 1Qn(t)Pk(t)dt .

Escribir Q,(t) =t™ como combinacién lineal de PoyeeosPy o

12, Deducir de la férmula de Rodrigues para los polinomios de

Legendre:
nP - tP) - Pﬁ-l 3 (n#l)Pn‘l- (2né¢l) ¢ P nPn_l- 0%

13, Comprobar: n
Tp= (1%, 5 ($Pa)teePy (¢7PI) et™Pg

2
Joa4d o, =R L " 3 {
p-17 Yp4l Ip b Jpm HIpy Jpi1) b Iy - arsent

‘(z
J-l/a i cost ., Calcular J5/2 .

14, Obtener la funcién de Bessel J_ sigui
guiendo los pasos H
a) Convertir la ecuacién de Bessel®de orden O-medignto tiggzggg;:-
ggngzogaplaceten una gcuacién %e primer orden para Y(s).
ver esta segunda ecuacién d
sgréelde potengias LS y desarrollar el resultado en
c alcular, término a término, la t
(suponiendo.que R0 K0T y la transformada inversa de Y(s)

15, Cgmprobar que gl cambio y-t'pz transforma ty"
P T"+(2p+l)y'+ty=0
en t%g +tz'+(t¥-p5)z- O . Utilizar dicho cambio pargz o .

i, encontrar la solucién de 1
b i 8 ecuacién de Bessel con p=1/2 sin

ii, resolver ty"4+2y'+ty= 0,

16, Calcular la solucidn de tzy" +ty' + (tz-%) Y = t5/2

y(1)=1, y'(1) = -1/2

17. Bea t2y" 4+ (3t-1)y' 43 = O . i
Comprobar que t=0 es punto singular.  Es regular?

Haller una solucién en forme de serie de ot r 3 n
¥y discutir su significado. R, éant

18, Resolver por medio de series las ecuaciones del problema 10

::ngilza?omprobar luego con el resultado obtenido por métodos ele-

19. Sea (1-t2)y" - ty' 4y = 1-t2 ,

Hallar la solucién general de la homogé

génea por medi
1; solucién general de la no homogénea en términos :od:uzzii;:-’
elementales, Comprobar el resultado haciendo el cambio t= sens .

20, Sea tZU"‘3tY'451- t> . Hallar la solucié
homogénea, Hallar la solucién eneral ; §° Rugsiaral .4e.1a no
series de potencias centradss En %3 t-o? i:)h::gsfuu utilizando

2l. Sea t(t-l)y"+y'-Ay= 0.

a) Determinar para qué valores de A tiene solucién polindmica.,
Probar que todas las soluciones estédn acotadas en t=0,

b) ?robar que para A=2 existen soluciones que tienden a O cuando

t tiendea o i)calculando la soluciédn general, ii)haciendo x= t~1
Yy analizando la ecuacidn resultante en x=0 .,



