5. Caracteristicas. Problemas clasicos en EDPs

En | as EDGCs pl ant eabanps probl enas de val ores iniciales, que
casi sienpre tenian solucién Gnica. Para resolverlos (las pocas
veces que se podia) solianps hallar primero |Ia solucién general e
i nponer despuées una o varias condi ci ones, dependi endo del orden de
| a ecuaci 6n, en un t, dado. En este capitulo intentanos ver cuales
son | os problemas analogos para l|las EDPs. La variedad vy
conpl i caci 6n sera nmucho mayor que en l|las ordinari as.

Conmenzanos en 5.1 tratando las EDPs lineales de priner
orden en dos variables, es decir, ecuaciones del tipo:

[1]  A(X,y) uy + B(x,y) ux = Ax,y) u+ Dx,y) ,

que no tienen nuchas aplicaciones fisicas, pero que plantean de
forma sencilla | os problemas de | as de segundo orden. Verenos que
pueden resol verse si es posible integrar una EDO de priner orden,
cuyas curvas integrales son |lanmadas caracteristicas de [1]. En
| a solucién general de [1] aparecera una funcion p arbitraria
(conb en el sencillo ejenmplo ux=0 , de solucion u(x,y)=p(y),
para cualquier p). Para fijar esta p fijarenos el valor de la
solucién a lo largo de una curva G del plano xy (problem de
Cauchy) y la soluci 6n quedara determ nada de forma Unica si G no
es tangente a las curvas caracteristicas.

En | a secci6n 5.2 se jntentan resolver las EDPs |ineal es de
segundo orden en dos vari abl es:

[2] Auy +Buy + Cuy + Duy + Euy + Fu =G,

con u y los coeficientes funciones de x e y. Tratarenos de
escribirlas, nediante canbios de variables, en la forma mas
sencilla posible (forma candnica). Esto nos Ilevara a la
clasificacion de [2] en hiperbdlicas, parabdlicas y elipticas.
Qras curvas caracteristicas volveran a jugar un papel esencial.
En unos pocos casos, a partir de la forma canénica, se podra
cal cular la solucién general, que dependera de dos funciones
arbitrari as.

Para aislar una unica solucion de [2] podria plantearse un
probl ema de Cauchy analogo a los de [1]. Esto puede servir para
| a ecuaci 6n de ondas, pero carece de sentido fisico y plantea
probl emas matemati cos para las otras ecuaci ones cl asicas. Las
condiciones iniciales y de contorno |ligadas a un problema fisico
real son muy diferentes para cada ecuaci Oon. Incluso a una nmsna
ecuaci 6n apar ecen asoci adas condi ci ones de diferentes tipos. No
exi ste una teoria general de EDPs que pueda abarcar todas |as
posi bi |l i dades. En cada caso habréa que conprobar que el problena
esté "bien planteado", es decir, que tiene solucibn unica que
depende continuamente de los datos (lo que era en |as EDGCs
de conprobaci 6n trivial). La seccion 5.3 se dedica a plantear
di ferentes problemas asociados a |as ecuaciones clasicas y a
estudiar |la unicidad de al gunos de ell os.



5.1. EDPs lineales de primer orden

Sea  [1] | AlXy) uy +B(xy) ue=Cx,y) u+D(x,y) |, u=u(xy)
Para resol verl a consi deranos | a EDO de prinmer orden:

12§ =
dx B( X, y)

ecuaci 6n caracteristica

Suponenbs Ay B regulares y que no se anul an sinultaneanente en
una regi 6n del plano. [2] tendra en ella unas curvas integrales:

[3] | &(x,y) =K curvas caracteristicas de [1]

(se podran hallar explicitamente si [2] es separable, lineal, exacta..)
=c( X, .
Veanos que el canbio de variable @n_i( Y) (o bien n=x)
|l eva [1] a una ecuaci 6n en | as nuevas variables (&n) en la que no
aparece Uu; Yy que es resoluble elenmental mente. En efecto:
E“y:uEEyJ'un
Cuy = Ug &
Cono sobre | as soluciones y(x) definidas por [3] se tiene:
Ux y(x))=k - &+Ey = £ [AL+BE] = 0
Por tanto [1] se convierte en:
[4] | ACEN) up=C(&n) u+D(&n) , u=u(gn)

(si hubi ésemps escogido n=x habrianos |legado a Bu,=Cu+D)

- AU, +A& U +BE&uUs=Cu+D

[4] es una ecuacion lineal ordinaria en n si consideranos la ¢
constante (es resoluble). En su soluci 6n aparecerd una constante
arbitraria para cada ¢ , es decir, una funcion arbitraria de ¢ :

[5] u(&n) =p(R+R[PI  con R(En) =e/9AM  poarbitraria

deshaci endo el canbi o queda resuelta [1] en funcidn de x e vy.

2_
: ) - dy __ R y+x“=K
Eenplo 1 ZXUV Ux = 4xy dx 2x caracteristicas

2
VO . 2xup=axy §oup=2n - u=p(8)+n?=p(y+x?) +y° /\
y
X

2
XL sup=axy =48n-4n° L u=pr(E) +nt 2802 =pr(y+xd) - 2yx3- x*

S BE

[ ambas expresiones con p y p* definen la m sma sol uci 6n general ]



¢,Conmo determ nar de forma Unica una soluci 6n de [1]? Cada sol uci 6n
representa una superficie en el espacio. Ceneralizando el problenma
de valores iniciales para ordinarias defininos:

el problema de Cauchy para [1l] consiste en
hal I ar | a solucién u(x,y) que contenga una curva
[ del espacio, o lo que es o msno, que tone
unos val ores dados en | os puntos de una curva G
del plano xy. Si, en particular, G es una recta
y=cte [por ejenplo, si inponenos u(x 0)=f(x) ],

tendrenos | o que se |lama un probl ena de val ores iniciales.

Un probl ema de Cauchy puede no tener sol uci 6n Unica. Por ejenplo,
si C=D=0, la solucion general es de la forma u(x,y) =p(&xy)), vy
por tanto cada una de sus sol uciones toma un val or constante sobre
cada caracteristica. Si buscanps una sol uci 6n que
contenga una I cuya proyecci 6n G sea una de | as
caracteristicas &(x,y) =k debenbs exigir que I' esté
en un plano horizontal z=K. En ese caso hay
infinitas sol uciones (una para cada funci 6n p con
p(k)=K ). Si T no tiene la z constante, no hay
sol uci 6n que contenga a la curva T. caso C=D=0

En general, suponganps que ' es una curva suave que viene dada
paramétri canente: [(s)=(g(s),h(s),f(s)) . Buscanps |a sol uci 6n de [1]
con u(g(s),h(s)) =f(s) . Sustituyendo en [5] y despejando p se tiene:
p(&(g(s),h(s))) =F(s) , con F conocida. Llanenos v=¢(g(s),h(s)) . Si
podenos expresar de forma Unica s en funcidon de v : s=s(v) , la
p(v) =f(s(v)) queda determ nada y hay una unica soluci én de [1]
conteniendo a I'. El teorema de la funcidén inplicita asegura que
esto se puede hacer en un entorno de cada so para el que:

as LB NN T = & (959, N(59) . (' (s9). 1" (59) # O

El [ es perpendicular a las caracteristicas y (g',h') es tangente
a G Asi pues, henps deducido que si G no es tangente en ninguln
punto a ninguna de |as caracteristicas el problema de Cauchy tiene
sol uci 6n Unica, al nenos | ocal.

Se puede ver si hay esta tangencia sin resol ver (ﬁ) j;_

la EDO[2] a partir de su canpo de direcciones: |~ caract
un vector tangente a |las soluciones de [2] es -
(B(9(se) . h(s)) . A(g(se) ., h(sg))) y, por tanto, /

la curva G es tangente a al guna curva integral ndi dht d

de [2] en un punto (g(Sy),h(sy)) si y solo si:

Asg =g Algh) - Blgh)|_ =0

[y asi, si A#0 Os el problema de Cauchy tiene sol uci 6n Unica].




Ej enpl 0o 1*. | nponenos diferentes datos de Cauchy a \ 2XUy - Uy = 4xy \

u(1,y)=0 | - p(y+1)+y?=0 - p(v) =-(v-1)? - u=2y+2x? 2yx>x*1

[0 bien, p*(y+l1l)-2y-1=0 - p*(v) =2v-1 o ]
[p o p* fijadas OOv. x=1 no es tangente a |las caracteristicas]

u(x,-x2) =0 | - p(0)+x*=0. | nposible, no hay sol uci 6n.

- p(0)=0 . Cada pOC! con p(0)=0 nos da
una sol uci 6n diferente: hay infinitas.

u(x, - x2) =x*

[ datos sobre caracteristicas dan 0 o « sol uci ones]

u(x,0)=0 | - p(x?) =0 .S6l 0 queda determ nada |la p(v)=0 para v=0
pero no tenenbs ni nguna condici 6n sobre p si v<O0.
Podenos el egir cual qui er pOC' que valga 0 para v=0. p(V)

Exi sten infinitas sol uciones en un entorno de (0,0): -
u(x, y)=y? si y=-x?, pero estd indetermnada si y<-x2. p validas

[En (0,0) es y=0 tangente a las caracteristicas. Lo confirma A=12x-0.(-1) ].

u(x, x3)=x® | _ p(x%#x3 =0 - p(v)=0 Ov - u=y?2 para todo (X Y) .
[ A pesar de ser | a curva de datos tangente alas caracteristicas
x2+x3 en dos puntos (0,0) y (-2/3,-8/27) [pues A=12x-3x2(-1)] hay
X sol uci 6n Udnica. La no tangencia es suficiente pero no es
necesariaj .
, u,+xXu,=2u f=y/x
Ej enpl 0 2. Yty X3 ay —y g - nup=2u -
u( x, 1) =x dx  x m=y n NN

_ 2_ 2. _ _y3 1703 . x3 , o
u=p(&) Nn°=p(y/x) y5; u(x, 1) =p(l/x)=x> - p(v)=1/v°® u= y [s6l o si y>0]

i u; +cu, =0 .
Ej enpl 0 3. ut(x O)X:f(x) g—; :% - caracteristicas: x-ct=cte .

Sol uci 6n general : u(x,t)=p(x-ct); u(x,0)=p(x)=f(x) - u(xt)=f(x-ct),
sol uci 6n uni ca del problena de val ores iniciales. t/ X- Ct =Xg

Qbservenns que el valor de u en cada (x,t) depende sdlo

del valor inicial de f en Xxg=x-ct , abscisa del punto

de interseccion de la caracteristica que pasa por (xt) ///
con el eje x. El 'dominio de dependencia' de u de |os <
valores iniciales se limta al punto x5 . La 'influencia' / / /
de los valores iniciales en un punto x, sobre la solucion es precisanente
I a

recta caracteristica que pasa por (Xq,0).

Para dibujar la grafica de u en funcién de ___—/’/’-
X para cada t =T fijo basta trasladar |a de sz
f(x) una distancia cT. Se puede interpretar cT 5

I a soluci6n conmb una onda que viaja (hacia

. . % caracterigticas®
|l a derecha si ¢>0) a lo largo del tienpo. : s %

[Situacion simlar a la verenbs en | a ecuaci 6n de ondas]



5.2. EDPs lineales de segundo orden; clasificacidon

Consi der enos [1] | Auyy +Bu,y +Cuy, +Duy +Euy +Fu=G

con u Yy los coeficientes funciones de (x,y) . Suponenbps que |os
coeficientes son Gy que AL By C no se anul an sinultaneanente en
una regi on Q del plano. Conmp ocurria en |las EDPs de prinmer orden
podenos pensar que un canbi o de vari abl e adecuado haga desapar ecer
al gunos térmnos de [1]. Haganos el canbi o genéri co:

%:E(X’ ) con £y nde C vy con jacobiano no nulo en Q. Entonces:

M=n(x,y)
Uy =Ug & +Upny

x:uEEx"'unnx

_ 2 2

yy = Ugg &+ 2Ugngyny +Upn Ny~ +Ug &y +Upnyy

xy = Ugg Eyfo’ Ugn [ ExnyJ’Eynx]; Unn MyNx+ Ug &xy + Up Nyy

xx:UEEEx +2u£q§xnx+unn Nx +UEExx+unnxx

Con o que [1] queda en funcion de | as nuevas vari abl es:
[AE)’2+BEYEX+ CEXZ] UEE+[2AEyny+B[ Exny"'zynx] +2C2xnx] uEn+
+[Ar]y2+Br]yr]X+Cr]X2] Up+ ... = AUug+B ug+Cupp+... = G

u
u
u
u

donde | os puntos representan |os térmnos en ug, u, y u, vy G
es la funcion G expresada en |as nuevas vari abl es.

I ntentenps hacer A"=C'=0 eligiendo & y n adecuados. Para ello
debe cunplirse la EDP de prinmer orden (no lineal):

[2] AE2+BEE,+CEZ=0 (C'=0 tiene la nisma fornm)

Si consegui nbs encontrar dos sol uciones distintas de [2] podenps
hacer desaparecer los térninos en Ug y Uy, . Pero, si B2- 4AC>0
podenbs separar [2] en dos EDPs de priner orden:

[3] §& = Zl—A [ -BxVE%-4ac] &,
[ suponenos A#0; si A=0 y C#0 despejanos ¢, ; A=C=0 es caso trivial]

Por otra parte, es facil verificar que B*2-4A*C*:[BZ-4AC]J2 , con
J=&ny- &Ny (j acobiano del canbio) y, por tanto, el signo de B2- 4AC
es invariante bajo canbi os de coordenadas. Esto |leva a definir:

Si en todos | os puntos (X,y) de una regi 6n del plano se cunple
gue |a expresion B(x,y)2-4A(x,y)C(x,y) es mayor que 0, igual
a 0 o nenor que O, se dice, respectivanente, que la EDP [1] es
hi perbdlica, parabdlica o eliptica en dicha regién.




Si ganbs con la sinplificacion de [1]. Veanbs cual es el canbio
adecuado a cada tipo y encontrenos la forma mas sencilla en que
podenos escribir |a ecuacion (fornma canoéni ca) en cada caso.

Si [1] es hiperbdlica, [3] nos proporciona dos EDPs diferentes,
cuyas ecuaci ones caracteristicas son:

dx _ 1 rpg Vg% dx _ 1 1 gy E.
[ 4] @'2A[B' B*-4AC | , dy_2A[B+ B- 4AC |

Se |laman curvas caracteristicas de [1] a las curvas integral es de
estas dos ecuaci ones §&(x,y)=cte , n(x,y)=cte (son las caracteristicas
de | as ecuaciones de primer orden [3]). Conob sabenos, §(x,y) y n(x,y) son
soluciones de [3] ( u=p(&Xx,y)) y u=p(n(x,y)) son sus sol uciones
general es) y, por tanto, el canbio ¢{=¢(x,y) , n=n(x,y) transform
[1] en B ug+..=G , y cono B"“>0 podenos escribir:

UEnJ’---:G** forna candéni ca de | as ecuaci ones hi perbdli cas.

Si [1] es parabdlica, [3] proporciona una unica EDP:

dx _ B

B .y . .
+ B —
Ey 2/ Ex =0 cuya ecuacl on caracteristica es dy Y.

Sus curvas integrales ¢&(x,y)=cte son las caracteristicas de [1]
(para |l as parabdlicas sbélo existe una famlia de caracteristicas).
Escogiendo &=§(x,y) tenenos que A"=0 (y cono B*2- 4A"C' =0 tanbi én
es B"'=0). Cono n podenos tomar cual quier funcién de x e y tal que
el jacobiano no sea nulo. Se suele tomar n=y . Dividiendo por C

se obtiene la forma candéni ca de | as parabdli cas: urm+...:G*

Si [1] es eliptica, |os segundos mienbros de [4] no son reales (no
hay pues caracteristicas) sino funciones conpl ej as conjugadas. No
es dificil probar que |as soluciones de [4] son tanbi én conpl ej as

conj ugadas: §&(x,y) =a(x,y) +i B(x,y) =cte, n(x,y) =a(x,y)-iB(x,y) =cte .
Tanbi én es facil ver que el canbio a=a(x,y) , B=B(x,y) Ileva [1]

a la forma candnica de las elipticas | ugg+upg+...=G

En general, [1] puede ser de diferente tipo en diferentes regiones
del plano (y tendra entonces una forma candnica distinta en cada
regi on). Cbservenos tanbi én que |as EDOs de prinmer orden que nos
dan las caracteristicas pueden no ser resolubles. Pero en el caso
de que A, By C sean constantes, B>4AC también o es y asi [1] es
del msnp tipo para todo el plano. Ademas | os canbi os de variable
[ahora validos para todo (x,y)] se hallan féacil nmente:

- 1 2Ax- B
E=x- [ B-VB%aad y —y. B = eX-BY
% 21A[ ] EE X“2nY 0 VaAG B2
BFFX-ZJ B+\_/Bz-4AC] y n=y Hn=y
si [1] hiperbdlica si [1] parabdlica si [1] eliptica




[l as hiperbdlicas tienen dos fanmilias de rectas caracteristicas,
| as parabdlicas una Unica famlia de rectas caracteristicas y |as
elipticas no tienen; |la expresi 6n dada para la eliptica se deduce

_2MAx-By .. VAACB?  _ : _2AX-By L=
de que ¢ oA - y=cte equi vale a ¢ o o2 tiy=cte ]
Ejenplo 1. | 4uy, - 4u, +u,=0| - B?-4AC=0 - parabdlica en todo R

A, By C son constantes y basta copiar el canbio: &=x+Y , o nejor
OE=2x+y Uy =Ug +Uy ”yyf;EE“LJZr;En“LUnn
%r]:y ” UXZZUE 3xy;43€£ Hen
XX 133
LI evandol o a | a ecuaci on y dividiendo por 4 se tiene up,=0 .
Esta forma candnica se resuelve facilnente: u,=p(§ - u=np(&) +q()
Por tanto, |a soluci 6n general de |a ecuaci 6n es:

‘ u(x,y) =yp(2x+y) +q( 2x+y) ‘ con py q funciones C arbitrarias.

Ej enpl o 2. Uy - YUy =0 | (ecuaci én de Tricom ) - B%- 4AC=4y -

hi perbdélica si y>0 y eliptica si y<O0 (sobre y=0 es parabdlica,
pero | as EDPs se pl antean sobre conjuntos abiertos).

y>0: g—; =+yY?2 : caracteristicas xi% y¥2=cte . Hacenps pues:
2 1.
Je=x+3y"? Uy =yM 2 ug- gl Uy =5Y A Ug- Upl +y [ Uge- 2Ugn U]
2 - = =
gn=x-5y¥? Uy =Ug +Up Uxy =Uge +2Ugn +Upy
L2 g4 - 4yug, =0 U - 287U ues &-n=2y3¥2
2Y € Hn yUgn =t - 6 &n » P n=gy -

y<0: g =*i[-y] V2 | g=xxi % [-y]¥?=cte . Hacenps ahora:

_ 1 oq-
@O‘-;( I el 087 V2ys  uyy =3[-y1 M Pug+[ - y] ugg
EB=§ [-V] Uy = Ug Uy = Ugg

1r - 1
~  Ugg*+Upgtil-Y] ¥2u=0 - Ugq *Upp+ 35 Up =0

Cono ocurria en el ejenplo 1, en ocasiones sera posible hallar
el emental nente |la sol uci 6n general de [1] tras escribirla en forma
canoni ca (pero en |la mayoria seguira siendo inposible; conb en |as
dos regiones del ejenplo 2). ldentifiquenps |as formas canoni cas
resolubles (en | os problenmas verenbs que otras pocas ecuaci ones
mas pueden |l evarse a ellas haciendo otros canbi os de variabl e que
hacen desapar ecer al guna derivada de nenor orden):




Si_s6lo hay derivadas respecto a una variable: | up,+E'u,+Fu=G

Esta ecuaci 6n |ineal de segundo orden en n se integra considerando
la otra variable conop un paranetro. Un par de constantes para cada
¢ dan lugar a dos funciones arbitrarias de & en |la solucién. La
ecuaci 6n, conp venos, debe ser parabdlica.

Si_s6lo aparece ug, y una de las derivadas prinmeras: | ug,+D'u;=G

Se resuelve haciendo ug=v: la lineal de primer orden vn+EYv:(§
es integrable viendo & conp paréanetro. La v contiene, pues, una
funci én arbitraria de & Al integrarla para hallar la u aparece
otra funcidn arbitraria (de n). Las cosas serian anal ogas si en

vez de |a ug apareciese la u,. La ecuacién es hiperbolica.

[Al resolver |as EDCs de segundo orden aparecian dos constantes;

aqui hay, en |los dos casos, dos funciones arbitrarias (eval uadas
en las caracteristicas cono en |las EDPs de priner orden)].

Eienplo 3. | uy, +5Uy +4Uy, +u,+U,=2 - B*4AC=9 - hiperbolica

) H )
Haci endo O se obti ene Ugn+ 1'u =- g,_ Hacenos u,=v -
0 3N 9 n

sV- 5 —vEame Y3 2 L uEm =ame Y3 T +p(g)

La sol uci 6n general es, pues:

u(x,y) =Q(X-4Y)e(y'x)/3+%(4y-x) +p(x-y) | qy p arbitrarias.

B2- 4AC=0
parabélica en R

2

Ejenpl o 4. | yZuy, +2XY Uy, + XUy, +YZUy +Xy Uy =0

dx _2xy _x _ HEZY/X

dy ~2y2 "y an=y

Cperando: Ug+ug=0 — U(E ) =p(¥) +a(e "

Es decir, u(x,y) =p(y/ x) +q(y/ x)e¥
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5.3. Los problemas clasicos. Unicidad.

Sea [1] Lu=G una EDP lineal de segundo orden en dos vari abl es.
¢Qué dat os adi ci onal es nos proporci onan probl enas bi en pl ant eados
para [1] ? Para una EDO de segundo orden era necesario fijar el
valor de la solucién y de su derivada en el instante inicial para
tener solucilon Unica. En una EDP |ineal de prinmer orden fijabanos
| os val ores de la solucidén en toda una curva G (no tangente a | as
carecteristicas). Acabanos de ver que en | 0os pocos casos en que [ 1]
era resol ubl e aparecian dos funciones arbitrarias en |a sol uci 6n.
Todo ello nos Ileva a plantear el siguiente problema de Cauchy
para [1]: hallar I a soluciodn que tome unos valores dados de uy u
a lo largo de una curva dada G del plano xy.
(geométricanente, encontrar una superficie
sol uci 6n que contenga una curva dada y tenga
a lo largo de ella una famlia de planos
tangent es tanbi én dados. Alternativanmente se
podrian fijar sobre Glos valores de u, o de
| a derivada normal u, .

Un caso particul ar de este problena de Cauchy seria el obtenido al
tomar conb G el eje y=0: el problena de valores iniciales consiste
en encontrar |a solucion de [1] que cunple u(x, 0)=f(x), uy(x,0)=g(x).

Cono ocurria en |las de priner orden se puede probar que si |os
datos son regulares y G no es tangente a |las caracteristicas en
ni ngun punto entonces el problenma de Cauchy tiene sol uci 6n Unica
en | as proxi mdades de G

y

: 0 YUy +2y Uy +Y U - Uy =0
Elemplo 1. Sea |[F By 2) =x, uy(x 2) =0

B?- 4AC=0, |a ecuaci 6n es parabdlica en todo R
dx _ y2
dy y 2
Como y=2 nunca es tangente a ellas, el problema de Cauchy [P]
ti ene sol uci 6n Unica. Es resol uble y podenos conprobarl o:

2
DE:X- %

in=y

| nponi endo | os dat os de Cauchy (uy:-yp'-y3q+2yq):

-~ las caracteristicas son x- =cte.

2 2
MU= =0 _ = u=p(&) +d(dn’=p(x- 5) +a(x- 5)y?

Euler 6 Un=

u(x, 2) =p(x-2) +4q(x-2) =x 0 p'(x-2) +4q (x-2) =1 O
Uy(x, 2) == 2p' (x-2) - 84 (x-2) +4q(x-2) =05 ~ - P (x-2)- 4q (x-2) +2q(x-2) =0
[p' v g representan |la msma derivada ordinaria en anbas ecuaci ones]

2)=% =2 O 2) =x-2 =v [ =x- Y =
- q(x- )—2 N q(v)—2 V - p(X-2)=x-2 - p(v)=v Ov - u=x-75 5 = X

Sol uci 6n determ nada de fornma Unica por |os cal cul os anteriores.
[Es féacil conprobar que se satisfacen |a ecuaci 6n y | os datos].
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Parece en principio que el problema de Cauchy es un probl ema
adecuado a todas |las EDPs de segundo orden. Pero esto no es
cierto. En el estudio de |os probl emas real es aparecen condi ci ones
mucho mas variadas que |las de Cauchy: en unos casos habréa que
I nponer condiciones iniciales y de contorno al msnp tienpo, en
otro soOl o exigirenps condiciones de contorno .. Ademas un dato de
Cauchy puede origi nar probl emas mal pl anteados para ecuaci ones no
hi perbdlicas. Por ejenplo, el problena para | a ecuaci 6n eliptica:

EUX)("'U O

_ N _ shny sennx
qu(x,0=0 ti ene por solucioén Unica u(x,y) = shn Se””X
senn n
@ uy(x,0) ="

Pero no hay dependencia continua de |los datos: sennx/ n tiende a 0
uni formenmente, pero |la solucién se hace para y#0 tan grande conp
se quiera (por grande que sea n) y se parece poco a |a soluciodn
u=0 correspondiente a los datos u(x,0) =uy(x,0) =0

Veanps ahora | os principales problemas asociados a las tres
ecuaci ones cl asicas [sOlo el (P;) sera un problema de Cauchy].
Para cada uno de ellos habr& que conprobar que tiene sol ucidn
uani ca dependi ente conti nuamente de | os dat os:

Ondas. Un probl ema bien planteado para |la cuerda vibrante es el

.. Dutt'cuxx Hx t), x,tOR
probl ena puro de val ores inciales: (Py) g u(x O)-f(x)

0) =9(x)

gue surge al considerar una cuerda infinita (tiene sentido real si
nos preocupanos por val ores pequefios de t antes de que |as pertur-
baci ones |l eguen a | os extrenos). Fijanos la policiodn inicial de
la cuerda y la distribucién de vel oci dades vertical es iniciales.
Cono fijanps |os datos sobre una recta no caracteristica (estas
son xtct=cte ) tendr& solucion Unica. A partir de | a sol uci 6n del
si gui ente capitul o conprobarenos | a dependenci a conti nua).

Podenos tanbi én consi derar una cuerda acotada con | os extrenos
fijos. Deberenps entonces inponer unas condi ci ones de contorno
adi cionales: u(0,t)=u(L,t)=0 . Mas en general, si |os extrenos se
mueven vertical mente segin hy(t) y h(t) dadas se tiene:

B utt - cPug, =F(x,t), xO[0, L] , tOR
(P2) Du(x,0) =f(x), u(x,0) =g(x)
Hu(0,t) =he(t) , u(L, t) =hy(t)

Denostrenos su uni ci dad (probarenos su exi stencia, conb en otros
probl emas, hallando explicitamente | as soluciones [en el capitulo
6]; la dependencia continua, que se cunple, no |la denostrarenps
[se podria deducir de la del problema (Py)]).
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Sean u; y u, soluciones cualquiera de (Py;) y sea u=u;-u, .
Ent onces u sati sface:

A Ugt - C%U =0, x[ 0, 1], tOR
(Po) Eu(x, 0) =u¢(x,0) =0
u(0,t) =u(L,t) =0
Nuestro objetivo es denostrar que u=0 . Partinos de |la identidad:

0
U [ - U] = 2 Hu2+cud - e 2uuy

I ntegranos respecto a x entre Oy L y respecto at entre Oy T
cual qui era suponi endo que u es soluci6n de (Pp):
(L) 1
J'L[ut2+c u2]( v O - CIO[UtUx] on =§E[Ut(X,D2+CZUX(X,DZ] dx = 0
pues Ui¢- C uXX:ut(x, 0) =uy(x,0) =u,(0,t) =u; (L, t) =0 . Cono el dltino
corchete es 20 y es funcion continua de x debe ser ui(x T)=Uy(x, T)=0
para Os<x<L y para cualquier T. Por tanto u(x,t) es constante y cono
u(x,0) =0 debe ser u=u;—u,=0. Hay uni ci dad.

Calor. Para la varilla infinita se prueba que esta bi en pl ant eado:

(Py) 0 Ut~ KU =F(xt), xOR, t>0
0 u(x,0) =f(x), u acotada

Basta un Unico dato, la distribucidn inicial de tenperaturas, para
fijar las posteriores [no podenos dar arbitrariamente la uy(x,0) pues debe
ser ug(x,0) =Kuyy(x,0) =kf"(x) si u es solucion (t=0 es una caracteristica y (P3)
no es buen problema de valores iniciales)].

Para una varilla acotada hay que afiadir condi ci ones de contorno,
gue pueden ser de varios tipos. Si |os extrenos deben tener a lo
| argo del tienpo unas tenperaturas dadas hg(t) y h(t) se tiene:

ut - kuy, =F(x,t), xO(0, L),t>0
(Ps) Ou(x,0) =f(x)
Hu(0,t) =hy(t) , u(L, t) =hy(t)

Si 1o que fijanos es el flujo de calor en | os extrenos obtenenos:

ut - Kuy, =F(x,t), xO0(0, L),t>0
(Pg) O u(x,0) =f(x)
Ux(0,t) =hg(t) , u,(L, t) =h/(t)

[En particular, si hg(t)=h(t)=0 , |los extrenos estan ai sl ados].

Un tercer tipo de condiciones de contorno conbina la uy la uy
u,(0,t)-au(0,t) =hg(t) 6 uy,(L,t)+bu(L t)=h(t), con a b>0, que expresan
la radiacion |libre de calor hacia un nmedio a tenperatura dada (si
el extreno x=L esta mas (nenos) caliente que h /b entonces irradia
(chupa) cal or ya que u,=-b(u-h/b)<0 (>0) y el flujo de calor es
sienpre en sentido opuesto al gradiente de |as tenperaturas; |o
m sno sucede con el otro extreno).
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Probenos que (P;) 6 (Ps5) (o cualquiera de |os otros 7 probl enas
que aparecen conbinando los 3 tipos de condiciones descritos)
poseen soluci 6n unica. Sean u; y u, soluciones. Entonces u=uj-u,
sati sface el problema con F=f=hy=h =0. Muiltiplicando |a ecuaci6n
por u e integrando respecto a x entre O y L se tiene:

1d (LY) d
J'guutdx- kJ'; Uy, dX = EEJLoude' k[ uud (o) +th u2dx = 0 O Efouzdxso

(si u=0 o u,=0 en los extrenos la ultima inplicacion es clara, ya
que k>0; es tanbi én féacil verlo si u,-au=0, a<0 6 si u,+bu=0, b<O0).
La altima integral es una funcidn Ut) no creciente, que satisface
U(0)=0 (pues u(x,0)=0) y Yt)=0 (integrando positivo). De las tres
cosas se deduce que U(t)=0 0O u=0 . Unicidad.

[ Para otros probl emas parabdlicos |a denostraci 6n de unicidad sera simlar].

Una fornma alternativa de denostrar |a unicidad del al gunos probl e-
mas (que ademas permite atacar |a dependencia continua) es usando
un principio del naxi no que se ajuste al probl ema consi derado. Por
ejenplo, es cierto el siguiente principio que no denostranos:

Si u es continua en [0, T]x[0,L] y satisface ut-Kkuy,=0
en (0, T)x(0,L) , los valores méxino y mnino de u se
al canzan o bien en t=0 o bien en x=0 6 en x=L .

[si la temperatura inicial en la varilla no supera un valor My la de |os
extrenps tampoco, no se puede crear en su interior una tenperatura nayor que
M (si no hay fuentes externas); |la prueba a partir de esto de la unicidad y
| a dependencia continua de (P4) seria nmuy parecida a |la que verenps para
Lapl ace y por eso no |la hacenps; si quisiéranmps denpstrar |a unicidad para
|l os otros problemas citados para |a ecuaci 6n del calor, necesitarianos otros
princi pios del maxino |igeramente diferentes].

Lapl ace. Los problemas clasicos son de contorno (la ecuaciodn
descri be procesos estacionarios). Los dos mas inportantes son:

Probl ema de Dirichlet: | (py gou=r en D
roblema de Dirichlet: | (Pp Uu=f en aD
gAu=F en D

Probema de Neunann: (PN %U —f en 9D
=

Donde D es un abierto conexo acotado de R?, dD es su frontera y up,
es la derivada en | a direcci 6n del vector normal unitario exterior
n. Si venos |a ecuaci 6n describi endo una distribuci 6n estacionaria
de tenperaturas en una placa, en (Pp fijanps |as tenperaturas en
el borde y en (Py el flujo de calor en direccion normal al borde.

Si F, f y oD son suficientenente regulares, el (Pp es un problenma
bi en pl anteado. Hal |l arenpos su sol uci 6n en recintos sencillos en el
capitulo 8 y en 9.1. Probenos ahora su unicidad por dos cani nos.
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El prinmero esta basado en la fornula de G een (que generaliza |la
i ntegraci 6n por partes a R):

Sea uCX(D)nCY{ D). Entonces [[o ubudxdy = §uup ds - ([ ||Cul)? dxdy

Basta aplicar el teorenma de |a divergencia a una identidad:
: _ - 2
.UD divf dxdy = Tan nds , uAu=divfuOu] - ||Oul* .
Si u; y u, son soluciones de (Pp), u=u;—u, verifica el problema con
F=f=0. La formula de Green dice entonces que:
1 |Cu|l?dxdy =0 O Ou=0 0 u=cte 0O u=0 (pues u=0 en D)

Utilizarenos ahora el siguiente principio del naxi nb para Lapl ace
que no denostranos (intuitivanente es claro):

Si u satisface Au=0 en un domnio acotado Dy es continua
en D entonces u alcanza su maxinmo y su mininmo en la oD .

[la tenperatura de una placa no supera |la méxi ma de su borde]

Denos a partir de €l otra denpbstraci on de |la unicidad de (Pp) vy
conpr obenos tanbi én | a dependenci a conti nua:

_ . R Au=0 en D . .
Cono u=u;-uU, , Uq, U, soluciones, verifica { U=0 en aD se tiene:
O=nmnu<nnu<nmxu<mxu=2~0 O u=0
aD D D D

Sea ahora u* solucién de (Pp con u=f* en oDy sea |f-f"| <e en oD

Av=0 en D

Entonces v=u-u" satisface { v=f-f* en aD

O —€< nmnyVv £V £ max V <g
oD oD

Por tanto, |u-u'|<e O(x,y)OD. Si la diferencia entre |os datos es
pequefia, tanbi én es pequefa | a diferencia entre sol uci ones.

Para el problema de Neumann (P, |a situaci on es mas conpli cada.
En primer lugar, para que (P, pueda tener solucio6n es necesario
que Fy f satisfagan |a rel aci on:

J]D Fdxdy = fan ds

[ basta aplicar el teorema de |a divergencia a Ou para verlo].

Ademas, en el caso de que (P, tenga solucio6n, esta contiene una
constante arbitraria [l o que era esperable, ya que |a ecuacion y
|l a condici 6n de contorno s6l o contienen derivadas]. Tanbi én se ve
que si querenos repetir la prueba de |la unicidad de (Py a partir
de la férnula de Green, podenps dar todos |os pasos excepto la
altima inplicaci on. Se suele decir que (Py tiene unicidad salvo
const ant e.
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A |l a ecuaci 6n de Lapl ace se | e pueden inponer tanbi én condi ci ones
de contorno mxtas del tipo up+tau=f , a>0, y tanbién tienen
significado fisico | os problemas en que en parte de la frontera se
I nponen condi ciones tipo Dirichlet, en otra tipo Neumann...(todos
el | os son probl emas bi en pl ant eados) .

Por altinb, en ocasiones hay que estudiar probl enmas para Lapl ace
en recintos D no acotados. Para conseguir |la unicidad, ademas de
fijar datos en 0D hay que exigir acotacion en el infinito (si el
probl ema no es en el plano, sino en el espacio, esto no basta y
hay que pedir que la solucién tienda a 0 en el infinito).
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