6. La ecuacion de ondas

Las técnicas de la seccidén 5.2 so6lo permten hallar Ia solucidn
general de una de las tres ecuaciones clasicas: |a ecuaci 6n de
ondas uni di nensional. En 6.1 obtendrenps prinero |a sol uci on del
problema puro de valores iniciales para una cuerda infinita
(formula de D Alenbert). Verenps que l|la solucidn u(x,t) resulta
ser la suma de dos ondas que se nueven en sentido opuesto
bservarenos que |la informaci 6n contenida en | os datos iniciales
"viaja por las caracteristicas" y definirenps |os conceptos de
dom ni o de dependencia y dom nio de influencia. Darenps tanbién
una formul a para | as sol uciones en el caso de que |a ecuaci 6n sea
no honogénea (que existan fuerzas externas).

Pasar enbs después a resolver el problema nas real de |a cuerda
acotada y fija en sus extrenos. Lo reducirenpos al problenma de |a
cuerda infinita extendi endo de fornma adecuada | os datos iniciales
a todo R Al estar nanejando funci ones con expresiones diferentes
en diferentes interval os, sera conplicado escribir explicitanmente
| a sol uci 6n. Nos confornmarenbps por eso en nuchos casos con hall ar
Su expresi 6n para valores det o de x fijos o con hacer dibujos de
| as sol uci ones. Acabarenps |a seccion indicando conmo tratar el
probl ema con condici ones de contorno no honpbgéneas.

En la seccion 6.2 conenzarenos dando sin denostracion |a
sol uci 6n del problema puro de valores iniciales para |a ecuaci on
de ondas honpbgénea en el espacio (fornmula de Poisson-Kirchoff).
De ella deduciremps la fornula para el caso bidi mensional.
Estudi arenos | as diferencias entre | a propagaci 6n de | as ondas en
una, dos y tres dinensiones espaciales. Conprobarenos que |as
ondas en el espacio "pasan" (conpb ocurre con el sonido), mentras
que en el plano la influencia de |los datos iniciales se deja
sentir, aunque anortiguandose, a lo largo del tienpo (en la recta
depende de si la perturbacion inicial se da en |a posicidén o en |la
vel oci dad). Estudi arenps tanbi én | as ondas que se propagan en el
espaci o con sinetria esférica que son de tratamento sencillo, por
ser esenci al ment e uni di nensi onal es.
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6.1. Ecuacidon de la cuerda vibrante

Conmencenos con el problema puro de val ores inicial es:
u(x, 0)

H utt-c2uXX:O, X, t R y\
(Pl) Eu(xyo) :f_(X) ~— f(X)

ug (x, 0) =g(x)

X

L . & =x+ct QUxx=Ugg+2Ugn+u
Para esta ecuaci 6n hi perbdlica ]E - Q4 XX_ § e
n=x- ct Uit =C ( UEE- 2U2n+urm)

y, por tanto, en |as nuevas vari abl es:

-4c?ug =0 - ug,=0 - ug=p*(&) - u=p(&) +q(n)
Luego | a sol uci 6n general de |a ecuaci 6n es:

u(x,t) =p(x+ct)+g(x-ct) | , py qgq funciones arbitrarias de c?

I nponi endo | as condi ci ones i ni ci al es:

op(x) +q(x) =f (x) gp'(X) +q'( x) =f '(x) | i
Hep(x)-cq(x)=g(x) ~ gp.(x)_q.(x)zm L 2pi(x) =f(x) +9C

- p(x) ‘44+1 j;g(s)ds+k -~ q(x) = X J;g(s)ds K

S u(x,t) = 1[f(x+ct)+f(x ct)] + o Ji . 9(s)ds (1)

formula de D Al enbert que da | a solucién de (P1) de forma Unica a
partir de los datos f y g. Para que |a u sea de Cc?, f debe ser C?
y g debe ser ct (entonces sera una solucion clasica o regular). La
sol uci 6n de (P1) es la suma de dos ondas que viajan a velocidad c,
una hacia las x crecientes y otra hacia | as decrecientes.

[S  JXx) Ei J’Sg(s)ds , %f(x)-G(x) se mueve haci a

| a derecha y hacia la izquierda va %f(x)+G{x)].

Veanos a partir de (1) |la dependencia continua (a datos ini-
ci al es proxi mos corresponden sol uci ones proximas en interval os de
tienmpo finitos): sea |f(x)-f*(x)|<dy |g(x)-g*(x)|<d para todo x;
entonces para t{ 0, T] se tiene:

| U(x, 1) - U (x, 1) | € LI (crct) - F(xvet) | +2 ] (x-ct)-F*(x-ct) | +
et +cT
+ [ la(9)-gr(s)|ds < &+ 2 [ ds = §1+7)

Por tanto, si 5<1;f es |u(x,t)-u*(x,t)|<e Ox y OtO[0, T].
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bservenobs que Uu(Xg,tg) esta determ nado solo por |os valores
de f en I os puntos Xp-Ctg Yy XotCto [puntos de corte con el eje x de
| as caracteristicas que pasan por (Xg,to)]
y los de g en el interval o [Xg-Ctg, XgtCt o] .

(%o, to) . ..
- ot s ct A A este intervalo se le |Ilama dom nio de
Y Nxtct=xgret, dependencia de la solucidén en (Xxqo,tg) de
7 \ | os valores iniciales f y g [el dom nio de
— | & »—~ dependencia de |los valores de f se reduce
Xg Cto X0+Cto

a los extrenos del intervalo].

Reci procanente, el valor de la f inicia
en X=Xo influye so6lo en los valores de |a

- soluci 6n u sobre |las dos caracteristicas
dominio de .. . .
influencia = gue pasan por (Xo, 0) [dom nio de influencia
de la f], pues este punto no pertenece al
dom ni o de dependencia de |os puntos que
no estén en esas carcteristicas. Por |a
m sma razon el domnio de influencia de |a
g en Xo consiste en el triangulo infinito
limtado por dichas caracteristicas.

Ej enpl o 1. Suponganbs que f=0 sal vo una perturbaci 6n
en forma de triangulo en torno a O y que soltanmps la %N

cuerda sin inpulso (g=0). Dibujenos |a solucién para b o b
diferentes instantes. Basta trasladar |as dos ondas que viajan en
senti dos opuestos (en este caso anbas son f(x)/2):

t =3b/ 2c hi/ 2

t=b/ 2¢c h/ 2

Veanos que nos dice el dom nio de influencia. P e
El conjunto de puntos de [-b,b] nodifican |a
sol uci 6n en | as dos bandas dibujadas (cada
uno i nfluye en dos caracteristicas). Fuera de

x=3b sOl o se novera si t{f2b/c,4b/c] y después NI
per manecer en reposo. —3b

el las seguro que es u=0. Por ejenplo, para B Vzb gy
t=2b/c venps que sbélo puede ser no nula la i \§§§//
solucion en [-3b,-b] y en [b,3b]. Un punto cono \/
R

En este ejenpl o henos considerado una f que ni siquiera es Cg, por | o que
[f(x+ct)+f(x-ct)]/2 no es estrictanmente una solucid6n (no es "cléasica"). Se
Il ama sol uci 6n débil o generalizada a una u continua de la forma (2) aunque
no sea C2 (se puede considerar cono limte unifornme de sol uciones cl asicas).
El concepto de soluci 6n débil aparece muchas veces en EDPs. En cada caso hay
que precisar que se entiende por solucién débil y conprobar que | os probl emas
siguen bien planteados (por ejenplo, si anplianps el conjunto de funciones
entre |las que buscanpbs sol uci ones, ¢seguira habiendo unicidad?). El ejenplo 1
nmuestra tanbi én que |as "discontinui dades" de | os datos iniciales se propagan
alo largo de |as caracteristicas.
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Ejenplo 2. Sea | f(x)=0, g(x)=x | - u(x,t) = if:ztt sds = tx .

[la cuerda infinita se va inclinando u(x,t)

. . . t=0
progresivamente; no es una situacion | A 1 1
fisica muy real: la ecuaciédn es solo J v

un nodel o sinplificado de | a realidad] J |

Suponganos ahora que hay fuerzas externas. El probl ema es:

H ugi- c2ug=F(x,t), x,tOR
(P2) O u(x,0)=f(x)
H ut (x, 0) =g(x)

Para resolverl o nos basta hallar una soluci 6n ug del problem
en el caso de que f y g sean 0, pues entonces si u; es |la solucion
del problema (Py) anterior [dada por (1)] se tiene que uj+ur es | a
sol uci 6n buscada de (Py) [gracias a la linealidad de |a ecuacion vy
de las condiciones iniciales]. Conb no es dificil conprobar que

B Ugg- C2Uyy=F(X, t)

Up(x, t) —L‘rrﬂ[t-ﬂ Hs, 1) dsdt satisface u(x, 0) =0
! 2c JAx-c[t-T] ' gut()’(,o)zo

concl uimos que | a soluci 6n de (P;) es:

+c[t-T1]

e[t Hs,T)dsdt | (2)

u(x, t) = %[f (x+ct )+ (x-ct)]+ iﬁiﬂ;tt 4(6)ds + iﬁ,f

X

[ Coservenos que el recinto descrito por la integral t
doble es el triangulo del plano st |imtado por el _
eje =0y las caracteristicas que pasan por (Xx,t)] X_Ct/-'- e

En ocasiones es fécil encontrar una solucion particular v de |la
ecuaci 6n no honogénea (por ejenplo si f depende s6lo de x ot se
pueden buscar sol uci ones que dependan sélo de esa variable). En
esos casos podenps evitar el céalculo de la integral doble, ya que
haci endo w=u-v, la w satisface (por la linealidad) un probl ema mas
sencillo (con F=0) resoluble por la férmula (1).

- § Ut ¢ - Uxx=2
EI ellEl 0 3 E U(X, O) =X ' . .
us (x, 0) =3 Utilizando directanmente (2):

_1 1 1 tlt-d - 2
u(x, t) = 2Ox+t) +(x-1) 1+ L[ 3ds +5J‘0fx_[t_r] 2dsdt = .= x+3t+t
Podenos tanbi én encontrar una v(x) o una v(t) y hacer w=u-v:
_ .2 . _ .2 |:l\,\'l['[-\NXXZO
-Vyx=2 - V=-X+CXx+K - si v=-x4, wcunple S (X, 0) =x+x2, W (x, 0)=3

- W= %[(XH) +(XH ) 2+(X-1) +(x-t)2]+%_r::t 3ds = x+x%+t 243t - u=x+3t +t 2

_ ) OW t - Wyx =0 _ 2
Vit=2 - V=t “+3t, D w(x, 0) =x, w(x,00=0 ~ WX - u=x+3t +t
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Consi derenpos ahora | a cuerda acotada y fija en | os extrenos:

H ugi- c?uyy=0, x0[0, L], tOR
(P3) O u(x,0)=f(x), ug(x, 0)=g(x) /\'
Hu(0,t) =u(L, t)=0

0 L

(observenos que debe ser f(0)=f(L)=0).

Para resolverla utilizando (1) necesitanbs unos datos iniciales
defi nidos Ox. Extendenos f y g a [-L,L] de fornma inpar respecto a 0
y luego de forma 2L-peri odica a
todo R, es decir, si |lamanos
f* y g* a estas extensiones:

fr(-x)=-f*(x); f*(x+2L)=f*(x)
g*(-x)=-g*(x); g*(x+2L)=g*(x)
(se tiene entonces que f* y g* son tanbi én inpares respecto a L).
Resol vi endo el siguiente problema con la fornula de D Al enbert:

Eutt' CZUXXZO, X, t UR 1 1 +ct
Fu(x, 0) =f *(x) LUl )= R et et E [0 gt (s)ds | (3)
Hu (x, 0) =g* (x)

obt enenps | a sol uci 6n Unica de (P3), ya que u cunple | a ecuacién,
| as condiciones iniciales para xJO,L] y, por la inparidad de |os
dat os, tamnbi én | as de contorno:

00, t)=2[f*(ct )+ * (- ct) L [ g*(s)ds =0

UL, )= 2 (Lret ) * (L- el 2[5 g% (s)ds =0

Para que |la u dada por (3) sea regular deben ser fDCZ[O, L] vy gl]Cl[O, L] vy
ademas: f(0)=f(L)=f"(0)=f"(L)=g(0)=g(L)=0 [f' y @' existen en O y L por la
inparidad]. Si falla alguna de estas hipotesis la u no sera C? en todo punt o.

Hal | enbos | os dom ni os de influencia
de (P3). Suponganps que g=0 y f=0 sal vo
una perturbacién en torno a Xo . f*
serd no nula cerca de - - -, Xg-2L, - Xg, Xo,
-Xo+t2L,---. Cada punto influirad en dos
caracteristicas. Veanps que pasa en *
[O,L]. Al principio |la perturbacion va e
por |las caracteristicas. Para t=xqo/c la ~
de la izquierda se cruza en x=0 con | a
gue viene de -Xo (canbi ada de signo),
gue sigue esta caracteristica hasta x=L
donde se encuentra otra que procede de -
Xo+2L y asi sucesivanmente. A |la que
parte inicialmente hacia | a derecha | e *
ocurrirrd algo simlar. El dominio de =M=t
influencia de la f consiste, pues, en este par de caracteristicas
reflejadas en x=0 y x=L. Es facil ver que el de la g son todos |os
par al el ogranos rayados.
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Ut¢- U, =0, xO[0,1],t0OR
|:| XX

Bemplo 4 | Luex, 0= 1,095

ug(x,0)=u(0,t)=u(1,t)=0
(puede representar idealizadanente |a pul saci 6n de | a cuerda de una guitarra)

Con la formula (3) es, en general, conplicado hallar expresiones
anal iticas de soluciones para todo x y todo t, pues f* y g* tienen

@ilx, -3/2<x<- U2
* — X, -12<x<1/2
fr(x) = ﬂ-x, 12<x<3/2
-2, 3/2<x<h/2

Para hal | ar u(x,t)=[f*(x+t)+f*(x-t)]/2 tendrianmps que discutir seguln
|l os valores de x y t los interval os en que se nmueven X+t y x-t, lo
gue nos |levaria a un nunero excesivo de casos (para estas discu-
siones conviene utilizar |os dom nios de dependencia). Ms féacil
es dar analiticanmente la forna de |a cuerda para un t dado o ver
| a evolucién de un x a lo largo del tienpo. Hallenbs u para t=1/4:

U(x, 1/ 4)=3[f * (x+1/ 4)+f * (x- 1/ 4)] =

1 X+l 4+x- 14, 0=x<1/4 X, 0x<l/4
== [B4-x+x-14, 1/4<x<3/4 =14, 1/4<x<3/4
2 [B/4-x+5/4-x, 3/4sx<l -x, 3/4sx<1

-1/2 0 14 12 3j4 1

Lo que si es facil es calcular la u para un x y un t dados. No es
si qui era necesari o conocer |la expresion de la f*. Por ejenplo:
U(l/ 4, 3)=3[f * 13/ 4)+f * (- 11/ 4)] =2 [f * (- 3/ 4)+f * (- 3/ 4)]=-1(3/4) =-1/ 4
f* es 2-periaddica f* es inpar
Tanmpoco es necesaria |la expresion de la f* para hacer di bujos:

basta trasladar ondas y sumar. Dibujenos |la u para diferentes t:
U(X,1/4) e U(X,3/4) e

Conmo venos, la grafica se repite con periodo 2. Esto es general:
por |as propiedades f* y g* la u dada por (3) es 2L/c-peri odi ca.
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Por altino, tratanos el problema mas general en el que existen
fuerzas externas y novenos | os extrenbs de | a cuerda:

B upg- Clug=F(x,t), x0,L,tOR
(Pg) Ou(x, 0)=f(x), u(x, 0)=9g(x)
Hu(0,t)=ho(t), u(L, t)=h(t)

Lo prinmero que hay que hacer es convertirlo en uno con condi ci ones
de contorno honogéneas. Para ello hay que encontrar una v que |as
satisfaga y hacer w=u-v. Un ejenplo de tal v puede ser:

v(Xx,t) :ﬁ h(t) +[ 1- E] ho(t) [a veces sera nejor buscar otra]

La soluci 6n del problema resultante en w viene dada por (2) si
sustuinos f, gy F por f*, g* y F*, siendo ésta | a extensi én inpar
y 2L-peri 6di ca de F consi derandol a cono funci 6n de x.

FUtt-Uy=0, XC[0,1], tOR

E enpl o 5. Eu(x, 0) =u¢(x, 0) =0
u(0,t)=0,u(l,t)=sent

Hal l enos u(1/2,1/2) y u(l1/2,3/2). La v de arriba es v=xsent.
BWt- Wy=X sent
W=U-V -~ WX, 0) =0, w(x,0)=-x . Sea f*(x) -
WO, t)=w(1,t)=0
V- Wy =F*(X) sent
-~ wes |la soluci6n de Owx, 0)=0
W (X, 0) =-f*(x)

/2 A-T
u(%, %) :%J;-sds+%ﬁ) IlT ssenrdsdr+%sen%:o

[un punto a distancia 1/2 de donde novenps | a cuerda
era de esperar que para t=1/2 todavia esté parado]

2 2 2-1
U0 3 =3 (S ase 3o sent [, 17(9) aaresens -

_1 1 T 1J32 2t 1eon3 =sen1
=4+ fosent[ |, sdasdr+; [ “sent[  sdsdt+;sen; =sen

Basandose en el capitulo 8 se puede encontrar una v nejor:

1
senl

V= sent senx satisface las c.c. y tanbi én | a ecuaci on.
Wt - Wy =0
Ahora wsu-v - OWX, 0)=0, w(x, 0)=-
Hw0,t)=w(1,t)=0

2
Por tanto: u( % %) =sen(V/2) +1f SeNs 4s =0,

senx
senl

—

senl 2Jo” sen1
1 3, _sen(¥2)sen(3/2) ,1 0_ sens _
u( 2’ 2) - senl +2 -1 senlds_ senl.

Para di bujar hallarianops | as ondas vi aj eras
de este problema: @x)=3[og* [-] y -QX) [-]
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Para acabar haganbs unas cuantas refl exi ones sobre canbi os de
vari abl e y desconposici 6n en subprobl emas que generalicen |as
i deas que henps utilizado en esta secci 6n. Los probl emas cl asi cos
gue presentanos en 5.3 estan fornmados por una ecuaci 6n |ineal [que
podenpbs representar por Lu=F, con L lineal] y unas condiciones
adi ci onal es tanbi én lineales [ Mu=fy, unas iniciales, otras de
contorno]. Suponganos, por ejenplo, que son 3 |as condiciones.

Lu=F

u=f
Nuestro probl ema es entonces (P) []R%u:f;
CIvpus=f 5

El problema de resol ver (P) puede ser reducido a resol ver otros
mas sencillos. Por ejenplo, si ui, Uz, uz Yy usg son soluciones de

[]Lu:F Lu:% []LUZO []Lu:O
=0 = =0 =0
(P1) []k%ﬂ:o (P2) []k%ﬂ:ol (Ps3) []k%ﬂ:fz (P4) []k%ﬂ:o
[Ivgu=0 [Ivpu=0 [Ivgu=0 HIVE

esta claro que u=uj+us+uz+us es solucién de (P) [pero otras veces
nos convendra desconponer (P) en nenos subprobl emas].

En otros casos | o que puede interesar es convertir |a ecuaci6n
o algunas de |l as condiciones adicionales (sobre todo si son de
contorno) en honogéneas. Por ejenplo, y cono henbs visto para |la
ecuaci 6n de ondas, si conocenps una soluci 6n particular v de |a
ecuaci 6n el canbi o w=u-v convierte (P) en
|:| Lw=0
[]N@m:fl-hﬁv
MW=T 5 - Mpv
[]N@m:fg-h@v
si 1o que tenenps es una v que satisfaga, por ejenplo, Mv=f, vy
Myv=f 3, haci endo w=u-v acabarianbs en

8 Lw=F-Lv
MW=f 1 - Mv
Mpw=Mw=0

(lo que ya es un lujo es tener una v que satisfaga |a ecuaci 6n vy
dos condi ciones conb en el ejenplo 5 de antes). Conpb venobs, hay
mucha variead en | os posi bl es canbi os. En cada caso habra que ver
cual es nos |l evan a probl enas nas asequi bl es. Si inicial mente hay
condi ci ones honbgéneas i ntentarenps que | os canbi os no nos estro-
peen esas condi ci ones, aunque a veces no tendrenps mas renedio.

Por altino, observenos que si ug, ..U, satisfacen al gunas condi -
ci ones honbgéneas, entonces cual qui er conbi naci 6n |ineal de ellas
u=Cciuj+..+CchuU, Sigue satisfaciendo esas m snmas condi ciones. Si son
infinitas |as ux tanbi én satisfara esas condi ci ones honbgéneas (si
| as cuestiones de convergencia van bien) la serie infinita 2chup
[esto | o utilizarenos en separaci 6n de variables en el capitulo 8]
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6.2. Ondas en tres y dos dimensiones.

Consi derenos el problema de valores iniciales para | a ecuaci 6n
de ondas en 3 di nensi ones espaci al es:

H upy - %[ Uyx+ Uyy+Uz,] =0, (X,y,2)OR%, tOR
(P3) Ou(x,y,z0=f(xY,2)
E ut(X7 y,Z,O):g(X, Y, Z)

Se puede deducir una fornula para |la solucion de (P3) anadloga a | a
de D Al enbert para la cuerda vibrante. Aceptenps que, si fOC vy
gOC?, esa sol uci 6n vi ene dada por |a férmul a de Poi sson o Kirchoff:

u(x.y.z,t) = gf[mé%.ﬂéfds]+'mé%.ﬁégds

siendo C la superficie de |la bola de centro (x,y,z) y radio ct.

(1)

(en otras pal abras, si wf y wg representan |os valores nedios de f vy
g sobre la superficie esférica Cla solucién es u=0[tws]/ot +toog).

La forma més natural de parametrizar esta superficie
es nmediante los angulos ey ¢ de |as coordenadas
esféricas centradas en el punto (x,y,z) del dibujo -
Desarrollando | as integrales de (1) se obtiene:

(XYyYZ)

/

e

L

S

0 t T
u(x,y,z,t) = 3 [Rﬁ) Jg f(x+ct senBcos @, y+ct senBsenq, z +ct cos 0) seneded(p] +

t Tt
+ E_[Jf) Jg g(x +ct senBcos @, y+ct senBsen, z+ct cos8) send dodp

Interpretenos (1). Los val ores de | a solucién so6l o dependen de | os
valores de f y g sobre el borde de |a esfera B((x,y,z),ct). Asi, si
i ni ci al mente hay una perturbaci 6n concentrada en un punto P, en el
instante t sé6lo estan perturbados |os puntos de la superficie
esférica de centro Py radio ct, ya que para |os denas puntos es
f=g=0 sobre |la superficie Cde (1). Si inicialnmente es perturbado
todo un conjunto R, en cada instante t |os puntos afectados por
esa perturbaci on constituyen una regi on R del espacio fornada por
l a uni 6n de todas superficies esféricas de radio ct y centro POR
La superficie exterior de R se Ilama frente delantero de | a onda y
la interior frente trasero. En el dibujo
est an esquemati zados anbos frentes para
el caso de una perturbaci én inicial de
una esfera de radio a. Los puntos que
al canza el frente delantero, antes en
reposo, conenzaran a oscilar. Los puntos
sobrepasados por el frente trasero
trasero  per manecer an en r eposo.

frente
delantero
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Est udi enos ahora | a propagaci 6n de ondas en 2 di nensi ones:

H upy - €[ ugy+ uyy] =0, (x,y) OR, tOR
(P2) Ou(x,y,0)=f(x,y)
H u(X,y, 0)=g(x,y)

Podenos mrar (P,) cono un caso particular de (P;) en que |os datos
(y por tanto | as soluciones) no dependen de z. Las coordenadas
adecuadas ahora para paranetrizar C son las cartesianas (o |as
cilindricas). Expresando (1) en cartesianas se obtiene:

_ 1 170 f (& n) dédn g(&, n) dédn
w030 = ome Lot flo vemzresge. -z * o vermmresr. (noy2 |

donde B es todo el circulo de centro (x,y) y radio ct.
La formula anterior escrita en polares centradas en (X,y) queda:

y 0 = [ JZJ-CI r f (x+rcos@, y+rsend) dr do JZJ-C rgdrde
0030 = r Lo VT2 12 0 Yoo 2 |

Suponganos una perturbaci 6n |ocalizada en un punto P del plano.
Oro punto M situado a una distancia d de P, pernanecera en
reposo hasta el instante t,=d/c. Si t=t,, POBMct) y por tanto es
u(Mt)#0: a partir del instante t, el punto M pernanece perturbado
I ndefini danente (aunque tienda a pararse cuando t -, cono | as
ondas produci das por una piedra en un estanque). Esta situaci 6n no
contradice | os resultados para n=3: l|la perturbaci 6n de P, vista
conp una perturbaci é6n en el espacio independiente de z, consiste
de hecho en un cilindro vertical infinito sobre P, con o que al M
iran |l egando | as perturbaci ones provinientes de puntos cada vez
mas | ejanos del cilindro. Las ondas que se propagan constituyen
ondas cilindricas en el espacio: en cada cilindro paralelo al
inicial la solucion toma un val or constante.
[ Las ondas pasan en el espacio y pernanecen en el plano].

Si descendi ésenps desde n=3 hasta n=1, considerando que la f vy
la g de (1) so6l o dependen de x, llegarianps a |la conocida formula
de D Alenbert. Si se contenpla esta solucién sumergida en R® se
puede interpretar cono |a suma de dos ondas pl anas avanzando por
pl anos perpendiculares al eje x a velocidad xc. Todos | os puntos
de cada plano estan igual nente perturbados. El caso n=1 presenta
un conportamento internedio entre n=2 y n=3: l|la influencia del
desplazam ento inicial f desaparece, pero la de |la velocidad g
inicial se deja sentir permnmanentenente.

Para n=2, el doninio de dependencia de u(xy,t)
de los datos inciales es todo el circulo
B((x,y),ct) y el de influencia de la f y g
iniciales en un punto (XgY,0) es todo el cono
(X-Xg) 2+(y-yo) 2<c?t2. Para n=3 la influencia de
(Xe Yo 2o 0) es solo la superficie de un cono tetradimensional (no dibujable).
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Consi derenps ahora ondas en el espacio con sinetria radial. Si
suponenps que las f y g iniciales s6l o dependen de r (distancia al
origen), la soluciodn entonces dependera sélo de r y t. Escribi endo
el | aplaciano en esféricas y quitando |os térm nos con derivadas
respecto a los angulos 6y ¢ Il eganos a nuestro probl ena:

(P %utt-cz[urﬁ%ur] =0, r=0, tOR
" 0u(r,0)=f(r) . u(r,0)=g(r)
Haciendo | v=ur |, la ecuaci6n se transforma en: vi;-c?v,,=0.

Si u es acotada, aparece |la condicién de contorno: v(0,t)=0.
Por tanto, el problema en | as nuevas vari abl es es:

H V- c?v,, =0, r=0, tOR
(Py) Ov(r,0)=rf(r), v¢(r,0)=rg(r)
Hv(0,t)=0

que es | a ecuaci 6n de | as oscil aciones de una cuerda seni acot ada
con extreno fijo, resoluble por D Al enbert tras extender de forma
i mpar respecto a 0 las funciones Kr)=rf(r) y Qr)=rg(r), es decir,
si |lamanos F* y & a | as extensiones, |a solucion de (P,) es:

u(r,t) =5 [F*(r+ct)+F*(rct)] 2cr rCtG*(s)ds (2)

sol uci 6n que podenos escribir en la forma u(r,t)=p(r+ct)/r+q(r-ct)/r
e interpretar conp |la suma de dos ondas esféricas cuyos radios
di sm nuyen o crecen a velocidad c. La nagnitud de |a perturbaci on
propagada, a diferencia de |a cuerda, es inversanmente proporcional
al radio. Se ve que la fornula (2) da problemas en el origen, pero
aplicando L' Hopital y el teorema fundanmental del cal cul o tenenos:

u(r,t) - [P (ct)+P " (~ct)] + 5 [G(ct)- G (-ct)] =P (ct) + -G (ct)

[u(0,t) podria ser discontinua aunque |a f sea continua (si P no es Cl)]
[ Las ondas para n=2 sienpre dan mas probl emas de calcul o que |as de n=3; por
ej empl o, no hay canbi os conb el v=ur que Ileven a |la ecuaci6n de |a cuerda
| a ecuaci 6n de ondas en el plano con sinetria radial: u;;-c?[u,, +u/r] =0 1].

Ej enpl o 1. Resolvanos: | HUtt- [Uxx"'u ytUzz] =0, (XY, z, t) OR?
gu(x,y,z,0)=z, u/(x,Y, z, 0) = x>+y?

u= a% [j—njﬁ“;g (z+t cos6) sen 6dBdo] + ,— Ié J’O (x +y , sen29+2t[xsenecoscp+ysen€lsen(p]) sen 0d8de

=5 [ZIO (z+t cosf) sen6do] + 2.[0 (x%+y %+ %sen0) sen 600 —g [tz] +t ( x +y2+ 2t 2 2%y =4t x2+ty2 28

Tanbi én podenps desconponer el problema en 2. El de f=z,g=0 se puede ver

conp uno para n=1: uf%[(zﬂ )+(z-t)]=z. E de f=0, g=x*y2 conp uno de n=2:

_LJZTIJJ r (x2+y2+r 2+2r[ xcosB+ysen6]) dr do :JI r (x2+y2+r2) dr
Vt2-r2 0 Vt2-r2

= —tx2+ty2+2t3
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Hug - Au=0, 120, tOR
1, r<1
Hu(r.0)=0, ut(r,O):{ o 11

Comencenps suponi endo que n=3. Sabenobs que su sol uci 6n es u=v/r,
si v es la solucion del problenma para |la cuerda infinita:

EV“-V”:O, r,tDR

Ej enpl o 2.

+
0 oL irist ov(r, )=t [ &
gv(r,0=0, vt(r,O):G*(r):%),|r|>1 2 Jr-t

Est udi enos | a oscilaci 6n para t=0 de un punto Regl '

M del espaci o situado a una distancia R>1 del ,
origen. Si t<R1 o si t>R+tl es claro que v=0. .
S tR1Rtl], la integral se reduce a: ¢ /

/

1 1-[Rt]? R
Jrisds - u(Rt) ==",2 . }/‘/i \r
——ninnmmnguannge—
-1 1 R

Se ve que el punto Moscila s6lo durante y
un determ nado interval o de tienpo. Se

ve tanbi én que la anplitud maxima de la 14R
oscil aci 6n es i nversanente proporcional | S )
a la distancia que separa Mdel origen.

Ll egar a la solucién utilizando la fornula
de Poi sson es conplicado. Es evidente cono
antes que u=0 si tO(R1,R*]) [Cn{r<l}=0].
En (R1,Rtl) el valor de u viene dado por:

1 drea de D
UM = g Jfpd95= " am
siendo D la intersecci6n de |a superficie esférica C de centro My
radio t con |la esfera unidad. Buscando en |ibros de geonetria:
R2+t 2-1

area de D = 2m[1-cosa]t? = 2n[1- ~, =~ ]t?

que lleva a lo misno. Si es facil con Poisson hallar u(0,00,t):

u(o,o,o,t):ﬁﬂclds: %T:ec:t si t<l, u(o,o,o,t):ﬁﬂ'COds:O si t>1

(que coincide con la expresion u(0,t)=C(t) deducida por L' Hopital; conmo era
previsible, por la discontinuidad de |a G aparecen sol uciones discontinuas;
pero u(Mt) era continua; en el origen se concentran |as discontinuidades).

M renos ahora el problena cono si fuese para n=2. Los cal cul os son
sienpre mas dificiles, asi que nos limtanmps a hallar u(0,0,t):

1 ndt rgdrdo rgdr
u(O,O,t)=Z_[J'(Z)J‘:) 9 = aar - - | s

ViZ-r2 JOyrZ. 2
o r[t2-r2]-Y2gr =t, t<1
o r[t2-r2]"V2¢r =t-Vt2-1,t21

Cono debia suceder, t-Vi2-1=1[t+Vt2-1] - 0.
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