7. Problemas de contorno para EDOs

Un problema de val ores iniciales para una ecuaci 6n ordinaria
con coeficientes continuos tenia solucion Gnica. En concreto, la
sol uci 6n de una ecuaci 6n |ineal de segundo orden queda determ nada
fijando el valor de la solucién y de su derivada en un punto dado.
Las cosas canbi an si inponenos |as condiciones en | os dos extrenos
de un intervalo [a,b]. Estos problems de contorno presentan
propi edades nuy diferentes. Por ejenplo, un problema tan sencillo
y regul ar cono

y"+y =0
y(0) =0, y(m) =0
tiene infinitas soluciones: y=Csent, con C constante arbitrari a.

Los probl emas de contorno que apareceréan al utilizar el método
de separaci 6n de variabl es del siguiente capitul o dependeran de un
paranmetro A. Convendra escribirlos de la siguiente fornma:

(py')' -qy+Ary =0
(P) ay(a)+a'y' (a) =0
By(b)+B" y' (b) =0

Ante un problema de este tipo nuestro objetivo sera hallar |os
val ores del paranetro A para |os que hay soluciones no triviales
(autoval ores de (P)) y esas soluciones no triviales correspon-
di entes a cada A (autofunciones de (P) asociadas a A). Qbservenps
que y=0 es sienpre solucion trivial de (P) y que, por |a honoge-
nei dad de | a ecuaci 6n y de | as condi ci ones de contorno, si y(t) es
soluci 6n de (P) tanbién o es Cy(t) para cual quier C

Conenzarenps en 7.1 estudi ando vari os ejenplos. Verenos que
aparecen infinitos autoval ores y que | as autofunci ones asoci adas a
A distintos son ortogonales entre si. En 7.2 precisarenps para qué
ti po de probl enmas de contorno se manti enen esas propi edades. Seréan
| os que se |laman problemas de SturmLiouville

En | a seccion 7.3 verenpos que cual quier funcidon f continua y
derivable a trozos se puede desarrollar en serie de autofuncio-
nes de un problema de SturmLiouville, 1o que sera nmuy util en la
resol uci 6n de EDPs. Este resultado generaliza |os desarrollos de
Fourier en series de senos y cosenos, cuyas propi edades basicas
tanbi én verenps. Aunque | a convergencia natural de estas series
sea la de L2, nosotros nos limtarenns a hablar de convergencia
puntual y uniforne.

Por altinmo, en 7.4, estudiarenos problemas en que |a ecuaci 6n
(o al guna condi ci 6n de contorno) sea no honbgénea. Para ellos, ni
y=0 es solucién, ni lo son los nultiplos de una sol uci 6n dada. La
exi stenci a de sol uci ones dependera de si existen o no sol uci ones
no triviales del honbgéneo. Cuando haya sol uci 6n uni ca darenos una
formul a para | as soluciones del no honpbgéneo en térm nos de |la
|  amada funci 6n de G een.
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7.1. Algunos ejemplos

Veanpos unos ej enpl os de probl enas de contorno honogéneos ' buenos'
(1, 2y 3) vy 'malos' (el 4). El 5 es problenma no honogéneo.

. Ov" +\v = 0
E enpl o 1. P.) oY y 24A=0 - p=+V-A
Bemplo 1.1 (P 8 =0, y(=0 | M H

Busquenbs sus autoval ores y aut of unci ones.
A<0: la solucioén general de |a ecuaci6n es y=c.ePt+c,e Pt p=vV.A>0

| nponi endo | as condi ci ones de cont or no: 0
y(0) =c;+c,=0 0 ;
=- N P.a-P - &
y(1) =c,eP+c,e P=0 %* Cy=-C; - Cq[eP-e P]=0 | :

Por tanto c,;=c,=0 (pues eP-e P20 si p>0). N ngln A<O es autoval or.

o y(0)=c,=0 O 3 B
A=0: y=c +cot - y(1) =c,=0 - y=0 . A=0 tanpoco es autoval or.

l ..... T TTLTTT T e

y(0) =c4=0 0

A>0: y=c,coswt +c,senwt , w=VA>0 - y(1) =c,senw=0 -

Para tener solucién no trivial debe ser c,Z0.

Por tant 0, W=V7\ =nT, )\nznZT[Z’ n=1' 2’ Lo NS
Para cada uno de estos A, hay soluciones no tiviales y,=c,sennrtt .

Cbservenos que se cunpl e: J’ésen ntt senntt dt = 0, si n¥n.

Resumi endo: (P;) tiene una sucesién infinita de autoval ores A,=n’m,
n=1, 2, ...Para cada A, | as autof unci ones asoci adas forman un espaci o
vectorial de dinmension 1: y,={sennmt}. La n-sina autofunci 6n posee
n-1 ceros en (0,1). Las autofunciones son ortogonales en [0, 1]

[respecto del producto escal ar (u,vV) :J’éuvdt ].

, Oy"+Ay =0
Ej enpl 0 2. P,) oY
(P2 By (9=0,y (1)=0
y' (0)=p[c;-c,] =0 O
=- P.a P = =
A<O - v (1) =p[ ¢ 1eP- ¢ e P] =0 %q Cr=-C; - Cq[eF-eF]=0 - y=0.
y' (0)=c,=0 O

A=0 - y' (1) =c,=0 % -~ A=0 autoval or con autofunci 6n yg=cy .

y' (0) =wc,=0 0 2 1
— ] — O — = = .
A>0 y' (1) =weysenw=0 = Aa=n ™ con y,=C,Cos Nt §< L ;

0 T
Los A\,=n’? y las y,={cosnmt}, n=0,1,2,..tienen |las &
m smas propi edades subrayadas del ejenplo anterior. cos2
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D n +)\y — 0
(Pg) 0 ) =
¥ 0y(0=y(1),y' (9 =y" (1)
cy[1-ePl+c,[1-eP1=0 O _ [L-eP 1.e°P
A0~ l1-ePl-co[1-e P =0 %Com) el determnante 5 e_p_l%t :
el sistema s6lo tiene la solucion trivial c;=c,=0. No autoval ores.

E enpl o 3.

B c,=C,%C, O . _ : . —
A=0 - Co=C, Jse satisface para c,=0 y cualquier cq: yg=cC;y.
Ci[1-cosw -cy[senw=0 O [f-cosw -senw ]_ B
A0 - cil senw] +c [ 1-coswW =0 §° O senw 1-coswd™ 2(1-cosw) =0 -

A=4nT2, n=1,2, ...

Para esos A |las condiciones de contorno se satisfacen para cual -
qui er cq y cual quier c,. Autofunciones: y,=c;C0S2nT1t +C,Sen2nTt

Las propi edades de (P3) son, pues, ligeranente diferentes:

Hay una sucesién infinita de autoval ores A\,=4n’rm?, n=0, 1,2, ... Ahora
| as aut of unci ones y,={1}, y,={cos2nmt,sen2nmt} forman, si n>0, un
espaci o vectorial de dinensién 2, pero sigue siendo cierto que |as
aut of unci ones asoci adas a di stintos autoval ores son ortogonal es.

D n +)\y — 0
P, oY . .
(P By =y (0, y(n =y (1
Operando cono en | os otros ejenplos es facil ver que |as cosas son

muy diferentes: todo A es autovalor y en general no es cierto que
| as aut of unci ones asoci adas a A distintos sean ortogonal es.

Ef enpl 0 4.

i Jy" +Ay = (1)
Eienplo 5. | (Ps) 19(0) =0, y(1) =0

La formul a de variaci 6n de |as constantes da | a sol uci 6n general:

Lo estudi anbs sél o si A>0.

y = C,COSW +C,senwt + Vlv_rof(s) senw(t-s) ds , w=v
| nponi endo | as condi ci ones de contorno se obtiene:
c;=0, c,senw+ Vlvj'cl)f(s) senw(1-s) ds=0
Podenos despejar c, de forna Gnica si senwO, es decir, si MEN2TE.
Si A=n?m?, soélo hay sol uci 6n si ademas se cunpl e:
J'(l)f(s) sennm( 1-s) ds:[-l]”j(l)f(s) sennmsds =0
En caso contrario | as condi ci ones no se cunplen para ni ngun c,

Si_ A no es autoval or del problenma honogéneo asociado (P;), el
probl ema_no honogéno (Ps) tiene solucidn unica. Si_ A es autoval or,
el no honbgéno puede tener infinitas sol uci ones o no tener ninguna.

[ segun sea I(ljf sennts igual o distinto de cero]
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7.2. Problemas de Sturm-Liouville homogéneos

Ceneralicenps |os ejenplos de 7.1. Sea |la ecuaci 6n lineal de
segundo orden dependi ente de un paranetro real A:
y"+a(t)y' +b(t)y+Ac(t)y =0, con a,b,cl0(a,b], c(t)>0 en [a,b]
Convi ene escribirla de otra forma: multiplicando por e/ se tiene
[Py ] +befPy+rcelPy =[py'] - qy+Ary =0, con pOC, qrOCy p,r>0

Las condi ci ones que inponenps son o separadas (si cada una afecta
a los valores de y o de y' en uno de | os extrenos del intervalo) o
peri odi cas (ligadas a | a periodicidad de |as sol uci ones):

Se |l aman problenas de SturmLiouville regul ares
a cual quiera de | os dos tipos siguientes:

O[py'] -ay+Ary =0 ol
(Ps) %ay(a) ray' (2) =0, py(b) +B " (b) =0 (condi ci ones separ adas)

O[py'] - ay+Ary = 0, p(a) =p(b) -
(Pp) By(a) Zy(b).y' (8) =y" (b) ( condi ci ones peri 6di cas)

mmdede{am, g, rddab], p,r>0 en [a,b], |afHa],|d HB|#0

Los ejenplos 1y 2 de 7.1 eran (Ps) y el 3 era (Py). El siguiente
teorema generaliza sus propi edades a estos problenas de S-L que,
en general, ya no seran resol ubles:

Teor 1. |Los autoval ores de un problema de SturmLiouville regul ar
forman una sucesion infinita A <Aa<--<A;<-:-que tiende a oo,
Las aut of unci ones asoci adas a autoval ores diferentes son
ortogonal es en [a,b] respecto al peso r, es decir:

ol YnYmdt =0, si y,,y, estan asociadas a A,#Ay

Las autofunciones {y,} de (Ps) son un espacio vectorial de
dimensi 6n 1 y cada y, posee exactanente n-1 ceros en (ab).

La prinmera afirmacion y la relativa a los ceros son dificiles de
denostrar. Probanos |as otras dos. Sean y,,Y,, asoci adas a A #Ay,

Al Yo=-[pyn'] +ay, O

U - (multiplicando por y, e y, restando e integrando)

Al Yo [ PYm] +ay m O
N N , , b
[An-An]JZr Yn Ymct =JZ[yn( pYm) - el PYn') 1 ot =(partes)=[ p(ynym-ywa)] ,

| nponi endo | as condi ci ones de contorno, es facil conprobar para
(Ps) que el wonskiano [W(y, y,) se anula en ay en b. Para (P, es
claro que [](b)=[](a). Por tanto, si A,#Z\, se tiene | a ortogonal i dad.
Si Yy, Ys* estan asoci adas a A,, se deduce para (Ps) que |W(y,, y,*)=0
en a (o en b), con lo que |as dos sol uci ones dependen |i neal nente.
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[ Los problemas de SturmLiouville pueden generalizarse: en |a denpstraci 6n
anterior se aprecia que | o esencial para |la existencia de ortogonalidad es e
hecho de que [p|WKyn,yn)]2:0; esto sucede para otros tipos de condiciones de
contorno ademas de |as separadas y las periédicas (y para otras nuchas no
sucede); se |laman probl enas autoadjuntos aquellos tales que [p|WKu,v)]2:0
para todo par de funciones u,v que satisfacen sus condiciones de contorno;
| as aut of unci ones de estos probl emas mas general es son, pues, ortogonales; el
térm no 'autoadjunto' responde al hecho de que si || amanps Ly:[py']'-qy y
(u,v) =|quvdt, entonces para todo par de funciones que cunplen |as condiciones
de contorno se tiene que (Lu,v)=(u,Lv): el operador L es autoadjunto].

En los ejenplos de 7.1 todos | os autoval ores eran =0. Esto no es
cierto en general, pero el siguiente teorema nos da condici ones
suficientes para que esto suceda (lo que nos ahorrara cal cul 0s):

Teor 2.1 G o.a'<0, BR=0y q(t)=0 para tO[a, b] entonces todos |os
aut oval ores de (Ps) son mayores o iguales que 0. En parti -
cular, si a'=p'=0 [y(a) =y(b)=0] son estrictanente positivos.

[en el ejenplo 1 de 7.1 nos ahorraria analizar los A<O, y en el 2 |os A<Q]

Si y es la autofuncion asociada a A y a.a'<0, Bp'=0 entonces:
MoryZat = o[-y(py') +ayZdt = B[ p(y')2+aqy?ldt - [ pyy'] 220

pues

falp(y)ay’20 (p.620), -[pyy']13=p(b) o [¥(B]>p(a) o [¥(@)° 20 si o, B0,

[pyy'1(2)=0 si a'=0 'y [pyy'](b)=0 si p'=0.

Conmo r>0 es Jgry2>0 y por tanto A=0.
Si y(a)=y(b)=0, y=cte no es autofuncién O y'EO0 O Jgp(y')2>0 O A>0.

- oy" -2y +Ay =0 2t 1! 2ty —
E enplo 1. (Py) Hy'(O):O,y'(l):O ~ [ecy'] +Aecy =0

[El teor. 2 nos asegura que |los A0, pero aqui es poco Gtil, pues no nos

ahora ni ngun caso, ya que u2-2p+A:0 - uzlizﬁsx y hay que mirar A<, =, >1]
A<l y=ce(M*P el y=c (1+p) e(1*P4cy(1-p) el P, p=V1-)
C1(1+p) +Cx( 1-p) =0 0 )
cy(1+p) e *P4c(1-p) et P=0 5 ~ co(1l-p)e[eP-ef =0 - p=1 (A=0), yo={1}

A _ t Cl+02:O O
A=1: y=[cytcrt]e - c,+2c,=0 g ~ Y

=0 . »=1 no autoval or.
A>1: y=[c;coswt +c,senwt]e', w=Vxr-1 ~ y'(0)=c;+c,w=0 -

y' (1) =- c,aesenw=0 - A;=1+nZ®, n=1,2, .., y,={e'[sennTt-nmcosnmt]}
Las aut of unci ones son ortogonal es respecto al peso r(t)=e?':

J‘ée't[sennnt-nrrcosnnt] =J’(1)[sennnt-nncosnnt] [sennmt - nTcosnmt | =0 ( nen)
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La deterni naci 6n exacta de | os autoval ores so6lo sera posible
(y no sienpre) si tenenps resuelta |la ecuaci 6n. Sin enbargo, se
puede obtener informaci 6n sobre su |ocalizaci 6n conparando el
probl ema con otros resolubles. Por ejenplo, el siguiente teorenma
(que no denobstranos) generaliza | o que ocurre con el problenma:

Opy"-qgy+Ary =0 :}anﬂl
Hy( 0) :O’ y(l) =0 v Pqr constantes - )\n .

Teor 3.1 Aumentando p o g o dismnuyendo r aunentan todos | os

it Olpy'] -ay+ary=0
aut oval ores positivos del robl ema 0 )
P P Jy(a) =0, y(b) =0

21! 2\ =

0y(0) =0, y(1) =0

Ej enpl 0 2.

Conparando con | as ecuaci ones: y"+y+2Ay=0 , 2y"+Ay=0 ,

se tiene que sus autoval ores satisfacen: %'[n2ﬂ3-1]<An<2n2ﬂF.

En el estudio de al gunos probl emas de EDPs aparecen probl emas
singul ares de SturmLiouville que no reunen todas | as condici ones
de los regulares: p o r se anulan o son discontinuas en al glun
extreno del intervalo, el intervalo es infinito... Vanbs a resol ver
tres de ellos (el 3 surge, por ejenplo, tratando ondas o cal or en
el espacio, el 4 si esas ecuaciones son en el plano y el 5 para
Lapl ace en la esfera), en los que en uno o | os dos extrenps es
p=0. En esos extrenos |as condiciones de contorno de un (Pg) son
demasi ado fuertes para tener autoval ores y autofunciones cono | as
de los regulares y en vez de ellas se pide acotaci 6n (que basta
para garantizar |a ortogonalidad, o sea, que [p(ynya-yhyg)]gzo ).

, Oty"+2y' +Aty =0 201" 2y, =
Eienplo 3. | (Ps3) "y acotada en t=0,y(1)=0 | [tey'] +At°y=0.

Haci endo el canbio x=ty |la ecuaci 6n se convierte en x"+Ax=0 -

. L cos wt senwt
| a solucion general de la inicial para A>0 es y=c; +Cor |

t
sen nttt
BT

y acotada - ¢;=0 ; y(1)=0 - senw=0 - A,=n°T?, n=1,2, .., y,={
[cl arament e ortogonal es respecto al peso r (t)=t?]

Es facil ver directamente que ningun A<O es autoval or o podenos
evitar las cuentas ya que |a denostraci 6n del teorena 2 es valida
tanbi én para este tipo de probl emas singulares, con | o que A>O0.
[ Si hubi ésenps inmpuesto y(0)=y(1)=0 | a Gnica sol uci 6n seria
y=0 X : |l as condiciones habrian sido demasiado fuertes]
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gty"+y' +Aty =0

Oy acotada en t=0, y(1) =0 - [ty'] +Aty=o0.

E enpl o 4. (Py)

Haci endo el canbi o de variabl e i ndependi ente s=vxt (para A>0),
| a ecuaci 6n se convierte en |la de Bessel de orden O:

2 - -
sIY + W asy=0 -y = cdy(s) +CoKy(S) = CI(Vat) +CoKg(Vat)

d
La primera condicién de contorno inpone que c,=0 (K, no acotada en
t=0). De | a segunda obt enenos ClJo(\/)\):O. Asi, |l os autoval ores son

| 0 A <A,<A3<--- cuyas raices son |los
infinitos ceros de J, [sabenps que
estan tabul ados y que para n grande
es Va=(n-14)m]. Las autofunciones
asoci adas son y,={Jyo(Vat)}, que son
ortogonal es respecto al peso t.

o o © [=]

0[(1-t?y'] +ay=0

Eenplo 5. | (Ps) Oy acotada en t =+1

La ecuaci 6n es |l a de Legendre con A=p(p+l) .
Comb se sabe, sus unicas sol uciones acotadas en 1 y -1 son |os
pol i nom os de Legendre P, que aparecen cuando p=n, n=0,1,2, ...

Los autoval ores son a=n(n+l), n=0,1,2,...y | as autofunciones son | os
P, , que cunpl en cono sabi anos j_ll PPyt =0 si men [r(t)=1].

35



7.3.Series de Fourier

Consi derenos el problema de SturmLiouville separado regul ar:

(py Blpyl -ay+iry =0
' Day(a) +a' y' (a) =0, py(b) +B y' (b) =0

y sean yq,Ys, ...Yy --- SUS aut of unci ones asoci adas a | os autoval ores
A, Ay, .y Ay, ... La inportante propiedad que estudi arenps en esta
secci 6n es que cual quier funcién f suficientemente regular en [a, b]
(luego precisarenps esta regul ari dad) puede ser desarrollada en
seri e de dichas autofunciones, es decir:

f(1) = 3 covilt)

Suponganps que este desarrollo es valido y que |la serie puede ser
integrada térmno a térm no. Entonces, por ser las y, ortogonal es:

J'Zr fynd = nzlcnjz ryoYmdt = CmJl; Y Ymdt

Es decir, si representanos el producto escal ar respecto al peso r:

@, y,0
Ch=—
Mns YnU

El problema (nada el enental) reside en precisar para qué funciones
f la serie de coeficientes asi definidos (serie de Fourier de f)
converge realnente hacia la funcién en el intervalo [ab]. Aunque
se pueden exigir condiciones mas débiles a f nosotros pedirenos
que f sea C' a trozos, condicién que serd satisfecha por la gran
mayoria de | as funciones que apareceran en probl enas practi cos.

b
W, vO= Ia ruvd | debe ser n=1, 2, ...

[ Recor danps que f(t) es C' a trozos en [ab] si podenps dividir el
interval o en subintervalos [aDb]=[atq Oty to] U..0[t, b] de nodo que:
i. f y f' son continuas en cada (ty,ty+), | 0—\;\:

ii. los limtes laterales de f y f' en Y
cada ty existen y son finitos ]. [ & ¢ i th b

Teor 1.| S f es C' a trozos en [ab] entonces su serie de Fourier:
o M,y,0
n= |3n’yl’][|

converge hacia f(t) en los t(a b) en que f es continua y
haci a %[f(t')+f(t+)] en los tO(a,b) en que es discontinua.

yn(t)

[la denostraci 6n es dificil y no | a hacenos]
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Caso particul ar de estos desarrollos en serie de autofunciones
son | os desarrollos en series trigonongetricas, que, porque son |as
que mas a nmenudo nos apareceran, estudi anbs con nas detall e.

) Oy" +Ay =0
Los aut oval ores aut of unci ones del probl emn oY

Y P (P 53(0) =y(1) =0
n2ré nTt

2 n=1,2,.. e y,={sen

La serie de Fourier en senos de una funci 6n dada f es entonces:

son A=

f(1) = Z bysen™ | con by=2 [ f(t)sen"™ &, n=12,.. [1]

Ya que el peso es r(t)=1 y se tiene que @n,ynl]:'[t[sen%]zdt ==

[ Henps escrito inpropi anente f=%; sabenps que | a igualdad sélo se da
en los puntos de (O,L) en que f es continua; en 0 y L adn no sabenos]

Oy +hy =0 L NN S _
Para | (P,) 0y (0zy (=0 | 5O M="2 Yn={cosT "}, n=0,1, ..[yo={1}]

Por tanto, |la serie de Fourier en cosenos de una f dada es:

f(t) = 2°+ za cosrTt , con a—zrf(t)cos dt, n=0,1,2, .| [2]

Pues @ro,yoD:Jtlzdt:L e @n,ynD:Jt[cos%]zdt:%, si nxL1.

[escribims agy/2 para que la fornula del a, valga tambi én para ag]

1
Elenplo 1. Sea | f(t)=t,t[O0,1]

Hal | enbs sus series en sSenos y en c0oSenos: 0 1
00 _ n+1 1
f(t) = 2 Z 17 sennmt , pues bn=ZI t senntt dt =- -2 cos ntt, n=1, 2, ...
T & n 0 nt
_ 1 [- | _ cos (2m 1)t
f =3 n >
(t) =35 - n2 nzl L cosnmt = n;l [2m 1] 2

_ — — -2 -
ya que ao—zj'otdt =1, an—ZIOtcosnnt dt = S[cosnm1], n=1,2,..

Anbas series, segun el teorenma 1, convergen hacia f(t) para todo
td(0,1). Mas adel ante sabrenos | o que ocurre en | os extrenos.

[ras dos famlias de autofunciones en | as que hay que desarrollar funciones
bast antes veces en situaciones reales son |las de | os siguientes probl emas:

22
"+Ay =0 _[2n-1]°rt _ 2n-1] 1t L
{ ));(0) :i//' ()=o0 °on Ap = [?_]2—, yn—{sen[—]* } v Opyn=5 . n=1,2, ..
" — 22
;/. (B))\ZyzL()):O con An:%’ yn={cosM} ¥ Yn = L n=1,2, ... ]
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La teoria de series de Fourier puede ser extendida para incluir

aut of unci ones de probl emas con condi ci ones peri 6di cas. Asi para:

gy" +Ay =0 2.2
(P3) ay(lg =y(L) , An:DE§: n=0, 1, .. Yo={1}, yn:{costL,senﬂfL
- =y' ()

se deduce la siguiente serie de Fourier en senos y c0Senos:

[3] | f(t) = Ef-+ Z [ a, cos " L +b senmLTt , con coeficientes:
_ 1t nTt _1ct nrt
[4] an—i:J:Lf(t)cos—Ef, n=0,1,..| Yy [5] bn—‘EJiLf(t)sen—Ef, n=1,2, ...
ya que se cunpl e: IL_COS——*Sen——fm =0 paratodo my n.
_Jd 0 nm#n ) _fJ 0 nen
Il_cos——fcos——fdt = L men IL_sen——fsen——fdt =1 | men

[las formulas [3]-[5] tanbién son validas para el desarrollo de una f
definida inicialmente en cualquier intervalo de la forma [a,a+2L] (sin

. . Lo . +2L +2L
mas que canbiar los linmites a la integral) pues |4 0052:=IZ sen2::L]

Cono en el teorema 1 |la serie [3] converge hacia f(t) en | os puntos
de continuidad de f . AdemAds se puede decir | o que sucede en |os
extrenos -L y L (observando que | a [3] define de hecho una funcién
en todo R que es 2L-periddica). Podenos hablar tanbi én sobre |a

convergencia uniforne de [3] (sin denostrar |a afirnaci én):

Teor 2.|Suponganps que f es C' a trozos en [-L L] y extendamps f(t)
fuera de [-L, L] de forma 2L-peri 6dica. Entonces la serie
[3] con coeficientes dados por [4] y [5] converge hacia
f(t) en todos | os puntos en que su extenS|on es continua (y
haci a —{f(t ) +f(t")] en los puntos de discontinuidad).
Ademas f converge unifornmenente en todo interval o cerrado
gque no contenga discontinuidades de |la f extendida. Por
tanto, si f es continua y f(-L)=f(L) entonces [3] converge
uni formenente hacia f en todo el intervalo [-L,L].

, , -Lst<0
Ejenplo 2. Sea f(t)—{L 0<t <L
Cal cul ando su serie en senos y cO0Senos:

1 1
L, 2L 2 sen[(2m1)mt/L] ¢ ¢
2 %g 2m 1 &b

La suna de esta serie es 0 en (-L,0), L
en (O,L) y Y2 en -L, Oy L. En todo
cerrado que no contenga estos puntos |la
convergencia es uniforme. Cerca de

ellos |l a convergencia es nala y lenta.
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Las fornmulas [1] y [2] obtenidas para | os coeficientes de |as
series de senos y series de cosenos se pueden deducir conp casos
particulares de [4] y [5]. Dada una f inicialnmente definida en
[0,L] podenps extenderla de fornma inpar o de fornma par a [-L,L].
En el prinmer caso f(t)cos[nmt/L] es inpar y f(t)sen[nmt/L] es par.
En el segundo f(t)cos[nmt/L] es par y f(t)sen[nmt/L] es inpar.
Por tanto [4] se hace O y [5] se convierte en [1] en el priner
caso, y en el segundo [5] se hace O y [4] se convierte en [2].

[ Si definiésenps Ia f de cualquier otra forma en [-L,0), la serie en senos y
cosenos tanbi én convergeria hacia f en los t de (0O,L) en que fuese continual.

Cono consecuencia de lo anterior y del teorema 2 se tiene que:

La serie de cosenos de una f continua en [0O,L], con f' continua
a trozos, converge unifornmenente hacia f todo el intervalo.
Si f ademds satisface que f(0)=f(L)=0 la serie en senos de f
t anbi én converge uni formenente hacia f en todo [O,L].

(si no fuese f(0)=0 6 f(L)=0 la f extendida de forma inpar a [-L, L]

y luego de forma 2L-periodica no seria continua en O o en L).
En particular, |la serie en senos del
ejenplo 1 no converge unifornmenente
hacia f en [0,1] (aunque si |o hace
en cualquier intervalo de la form
[O,b] con b<l). La serie en cosenos
si converge unifornenente en [0,1].

[ aunque 1 as series en cosenos se conporten
mej or, resolviendo EDPs no podrenos elegir
el tipo de series a utilizar: nos lo inpondran |as condiciones del problena].

Gbservenps para acabar que tanbi én se pueden hacer desarroll os
de Fourier en serie de autofunciones de diversos problemas de
SturmLiouville singulares, en particular en las de |los tres que
vinos en | a seccioén 2. Por ejenplo, podenps desarrollar una f (C
a trozos) en |as autofunciones del (P,) de aquella seccion:

Dty"+y +Aty =0 _ o _
(Pa) B 0y acotada en t=0,y(1)=0 F(t) rgiCnJO(V}nt) , peso r(t)=t

_ Jé tf(t) I(Vant) dt 5
J’é t J2(Vant) dt 32(Vn)

Jétf(t) Jo(Vant) dt
pues
2
1 1 3°(Vn)
Jot IG(Vant) dt = A 2 ud o (W) du = 5y [u(Ig(u) +312(u))]73n = S
ya que las J, satisfacen [t"J]'=t"J,; - [tJ{]'=tdy, Jo'=-J;

2 2
— _ 1
- Judf = S H[udgudy = S0+ [udg)?
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7.4.Problemas no homogéneos. Funcién de Green.

Sea el problema no honogéneo con condi ci ones separ adas:

O[p(t)y' 1" +g(t) y = f(t) ]

P.) O . . , pOC, g,fOC p>0 en [ab
(Pun) Bay(a) +a'y (2) =0, py(b) +p y' (=0 P @ THGP>0 en [a b
y Ilanmenos (P,) al problena honogéneo asoci ado (f=0). Mas adel ante
consi derarenos condi ci ones de contorno no honogéneas y el caso en
gue | a ecuaci 6n depende de un paranetro. El siguiente teoremm
generaliza |l o que ocurria en el ejenplo 5 de 7. 1:

Teor 1. El problema (P,,) tiene solucio6n Unica si y s6lo si (P,)
ti ene unicanente |a solucion y=0. Si (P,) tiene sol uci ones
no triviales {y,} entonces (P,,) tiene infinitas sol uciones
0 no tiene soluci6n segln sea, respectivanente, igual o
distinta de cero la integral: Jﬁf(t) y(t) at

| nponi endo | as condi ci ones de contorno a | a soluci én general de |la
no honogeénea y=c,y +Cyy,+y, y utilizando |as propiedades de |os
si stemas al gebrai cos de ecuaci ones se denuestra gran parte del
teorema. Ademas si hay sol uciones y de (P,, debe ser:

] ! 1 1 b ] '
ofyn =[oLIPY' 1 +ayl Yo = [PCYRy' -yYe )] o+ o lIpyn 1 +ayd y =0
y se prueba que esta condici 6n necesaria es tanbi én suficiente.

Veanos ahora una foérmula que para cualquier f(t) nos da la
sol uci 6n de (P,,) (en el caso de que ésta sea Unica), conocidas |as
sol uci ones de | a ecuaci 6n honbgénea (al go parecido a la fornula de
vari aci 6n de | as constantes para probl emas de val ores iniciales):

Teor 2.1 Suponganos que (P,) tiene s6lo Ia solucidén y=0 y sean y;
e y, dos soluciones no triviales de |a ecuaci 6n honogénea
[py'] +gy =0 sati sfaci endo, respectivanmente, ay(a)+ay' (a)=0
y By(b)+py'(b)=0. Entonces |a solucio6n anica de (P,,) es:

Ya(s)ya(t)
pIW(yp,yy) @ <5<t

y(t) =JZG(t,S)f(S) ds, con Qt,s) = DM
, t<s<b

PIW(Y1,Y2)

Ala qt,s) se le Ilama funci 6n de G een del problena.

[ Conocida la G dada cual quier f, basta realizar un par de integraci ones para
encontrar |a solucion del (Pyn); la idea de la funcidn de Green se generaliza
a otros problemas de ecuaciones ordinarias y en derivadas parcial es].

[ Coservenos que el denom nador que aparece en |la G es constante:

[p(y1y2 -yay1)] =yilp(y2')] - yalp(yi')]" =-0gy1yo+09ysy1=0 ]
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Conpr obenos que | a soluci6n de (P,,) Vviene dada por |a expresion
del teorema. Desarrollando |a integral:

_ y2(s) f(s) y1(s) f(s) yo(s) f(s) , _
y(t) —yl(t) alW(s) p(s) Cb+y2(t) alW(s) p(s) ds'yl(t) alW(s) p(s) CB_Cyl"'yp

f
o

. : LY f C Y f L Y2 f . _
Ademas conp  y'(t) =y, J’Zﬁﬁ +y, raﬁﬁ'yl J'taﬁﬁ se tiene que:

. : yaf yof
y(a) =cyy(a) ¥’ (8) =cyy(a) , y(b) =ky(b) , ¥’ (b) =ky(b) con c=[a o\ k=[ajin
Cono y4, Y, cunpl en cada condici 6n de contorno, tanbién |lo hace la vy.

Por tanto y(t) es solucién de |a no honogénea y"+%y' +%y:

, oy" =f(t) oy" =0 i _
E enplo 1. | (Py) Ey(O):y(l):O Ey(O)zy(l):O solo | o satisface y=0.

Por tanto, (P;) tiene solucion unica. Hallenos su funcion de G een:
La sol uci 6n general de |a ecuaci 6n honbgénea es y=cq+Cot .
De | a prinera condicion de contorno y(0)=c,=0. Podenos tomar y;=t.

De | a segunda, y(1)=c,;+c,=0. El egi nos y,=t-1. Entonces:
ot-1 _ _ DOs(t-1) , Ossst n

|W(t) _D]. 1 D_l’ p(t)_ll qtas) - Et(s-l) , tss<i (t-1)

Si, por ejenplo, f(t)=1, la solucion de (P;) viene dada por:

y(t) = [;Qt,s) 1ds = (t-1) [y sds +t [ (s-1) ds = L [t2t]

Para resol ver un problema con una f dada, calcular |a G puede ser
un rodeo inatil. Por ejenplo, la ultinma soluci6on se podria obtener:
. _ 1.2 Y(0) =c,=0
y" =1 - y=cytcyt +§t - %y(l):cl+02+%:0
Pero para cada nueva f habria que hallar la y, e inponer y(0)=y(1)=0.
bservenps que la Gde arriba parat fijo (o para s fijo, pues G
es simétrica) es continua pero no derivable en s=t y su 'derivada’
segunda es &(s-t) . De hecho, esto es | o que sucede en general:

0

G(t,9), t fijo

~ y=3[t?%t] cono antes.

Teor 3.1 Qt,s) es la solucion para tO(ab) fijo del problena:
O[p(s)y'] +g(s)y = 3(s-t)
Doay(a) +a'y' (&) =0, py(b) +g y' (b) =0

[La prueba es trivial: jéG(s,u) u-t) ds =@ds,t) =Qt,s) ].
Podenos hallar la G del (P;) siguiendo este camino mas |argo [pero

que es el que se generaliza a |as EDPs; adenmds da una forma de hallar la G en
probl emas aut oadj untos para los que no es valida la férnula del teorema 1]:

_ B c1+Css, Y(0)=c1=0 - y=c,s, s<t By(t') =cot =k [t-1] =y(t¥ E Co=t-1
qs) T okitkos, y(1) =kq+ko=0 - y=k,[s-1] , st T gy (t) -y (t7)=ky-co=1 T gkp=t

Por Laplace: si L[@s)]=Hp) y G (0)=a, p’Ha=e ‘P . qs)=as+u(s)(s-t)
- @h=a+l-1=0 - G(S)=(t-1)s+ut(s)(s-t)={ s(t-1) , Oss<t

st-s+s-t , t<s<l
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[La f y la p que aparecen en los teoremas 1 y 2 son las de |a ecuacion
escrita en la form [py]'-+gy:f , que se suel e denomi nar 'forma auto-ajunta
o 'forma SturmLiouville'; en la mayoria de |os probl emas que apareceran a
estudi ar EDPs por el nétodo de separaci 6n de variables del préxino capitulo
la p (y el peso r) serd 1 (conb en el ejenplo anterior), pero no ol vi denps
que en ocasi ones deberenps reescribir |a ecuacion].

Sea ahora el problenma con condiciones de contorno no honogéneas:

Slp(t)y' ] +g(t)y = f (1)
(Pre) Say(a) +o'y' () =A py(b) +B y' (b) =B
y |l amenos (P,) al honogéneo obteni do haciendo f(t)=0, A=0 y B=0.
Hal | ando una funci 6n v que satisfaga sus condici ones de contorno
este (Pyg) se puede reducir a otro con |as condi ci ones honbgéneas:
haci endo w=y-v se obtiene (gracias a |la |linealidad de | a ecuaci 6n
y de |l as condi ciones de contorno) el problenma:

(py BLROW]T +gtyw=1(t)-[p(t)v']"- g(t)v
Haw(a) +o W (&) =0, pw(b) +5 W (b) =0

que es del tipo (P,,) ya analizado. Deducinos, por ejenplo, que:

(Ppg) tiene solucidn dnica = (P,) tiene sélo |a solucion y=0

[y si (Pp) tiene infinitas soluciones, (Ppg) puede tener infinitas o ni nguna

_ oty"-y' =0
Elemplo 2. 1 (Pa) 5y (1) +ay(1)=0, y(2) =1

D scut anos, segun | os valores de a, cuantas sol uci ones tiene.

[ Aunque | a ecuaci 6n sea honpbgénea, |a presencia de |la condicio6n de contorno
no honogénea hace que (P,) tenga |las tipicas propiedades de un no honogéneo] .

Conenzanos anal i zando cuantas sol uci ones tiene el honbgéneo:

Oy (1) +ay(1l)=2c,+aci+ac,=0 O[2-3a]c,=0 Oy=0 si a#2/3

— 2 2 1 2 2

=Ccq+ - O - - .

y =Cqteat 0Y(2) =c1+4c,=0 nc1=-4c; Hy={t2-4} si a=2/3

Por tanto, si a#2/3 el problema (P,) tiene solucidn unica.

Para ver | o que sucede si a=2/3 | o mas corto es verl o directanente:
%y' (1)+§y(1) = %[cl+4c2] =0
y(2) =cq+4cy=1

Tanbi én podrianos convertirlo en un (P,,) Yy aplicar el teorena 1:

Buscanos una v de la forma v=M +N que sati sfaga | as condi ci ones:

-~ no existe sol uci 6n

DV(D+EVU):;[5MQM:ﬂ Ootw'-w =-2
3 3 N =5- =Uu- -
%v(2)=2M+N=1 vES2t, wE-v - (R EW(1)+%V\(1)=V\(2):O
w

Escribimos | a ecuaci én en la forma [t—]':-tz—2

ﬁ[-tz—z][tz-4] dt#0 0 (P, [y por tanto (Py3)] no tiene sol ucion.

y usanos el teorema 1:
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Para acabar consi derenos el problema de S-L no honogéneo:

O[py'] - ay+Ary =f(t)
(PN Hay(a) +a y' (8) =0, py(b) +B y* (b) =0

y sea (Ps) el honobgéeno asociado (f=0). Para cada val or de A tenenos
un problema de |l os ya vistos (con g=-qg+Ar ). Se tiene por tanto:

(P)) tiene soluciodn unica [calculable a partir de |la funcion
de Green G(t,s)] - A no es autoval or de (Pg).
Si A=A, autoval or con autofuncion {y,}, (P, no tiene sol ucion
o tiene infinitas dependi endo de que f;fyndt sea #z0 6 =0.

) Oy" +Ay =t

Eemplo 3. [(P3y) O ,

¥ 0y(9)=y' (9)-y(H)=0

Hal | eros | os autoval ores y autof unci ones del honobgéneo.
Cono Bp' <0 podrian aparecer autoval ores negati vos. ’ﬂ

Co=-Cq1 a

co(pleP+e P]-[eP-e P)=0 [ ~

conb no existe p>0 con p=thp [(thp)'(0)=1] - y=0.

Cuant as sol uci ones ti ene?

A<0: y=c,ePl+ce Pt .

C]_:O g . 4 _
ci+co=c, 5§ ~ Ao=0 autovalor con autofuncion yp={t}.

A=0: y=cit+cot -
Cl:O 0
Co(senw- wcosw) =0 %
-~ existen infintos w, con w,=tanw, -

A,=w.2 con aut of unci ones y,={sen(Vi,t)} . 0

A>0: y=c,;coswt+c,senwt -

Por tanto (la ecuaci 6n esta escrita ya en
forma aut oadj unta):

Si M£A, hay sol uci 6n unica de (P3).
Si A=0, cono J’cl)ttdt;to, (P3) no tiene sol ucion.
Si A=A, =12, ., J’(l)t senwit dt :V%h[senvm- wycosw,] =0 - infinitas sol uci ones.

[ podi anbs ahorrarnos el calculo de la integral pues yg e y, son ortogonal es]
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