9. Otros métodos en EDPs

Este ultinmo capitulo estd dedicado al estudio de dos tenms
i ndependi entes entre si. En la seccidén 9.1 generalizarenos |as
funci ones de G een que aparecieron en el estudio de problemas de
contorno para ecuaci ones ordinarias no honbgéneas. Seguirenps un
cam no poco formal (utilizando |a delta de Dirac cono si fuera una
funci 6n) que nos abreviara | os cal cul os. Sobre todo nos ocupar enps
de |l as funciones de G een para |l a ecuaci 6n de Poi sson en recintos
sencillos utilizando el |lamdo nmétodo de |as imagenes. De paso
i ntroduci rennos el concepto de soluci 6n fundamental (funcioén v
tal que Av=8) que es basico en estudi os mas avanzados de EDPs que
utilizan la teoria de distribuciones.

En la 9.2 definirenos la transformada de Fourier O (y |as
transfornadas seno y coseno) y citarenos sin denostraci 6n aquel |l as
propi edades que permten resolver algunas EDPs en interval os no
acot ados (para ellos no se puede utilizar separaci 6n de vari abl es).
Conp ocurria con la transfornmada de Laplace, aplicando la O a
al gun probl ema para EDPs acabarenps en otro més sencillo (de EDGCs,
para | as ecuaci ones en dos variables que tratanps). Resuelto este
segundo probl ema, para hallar la solucidn habra que cal cul ar una
transformada i nversa. En particular, |as transfornadas de Fourier
nos permtiréan resolver problemas de |a ecuaci 6n del cal or para
varillas no acotadas (que no son resolubles con las técnicas de
| os capitulos anteriores). Aparecera |la solucién fundanmental de |a
ecuaci 6n del calor y se conprobard que, segun nuestra ecuacioOn
mat ematica, el calor se transmite a velocidad infinita.
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9.1. Funciones de Green.

[Alo largo de esta secci 6n trabajarenos fornal nente
con la & de Dirac, utilizando sinpl enente que:

i. ¥&xny) =0 para (&n)Z#(xy)
ii. fl,F&n &A&x mry)dedn = K(x,y) si F continua en DOR? vy (x,y)OD

anal oganente 'definirianos' |la & en mas di nensi ones].

Conencenos consi derando el problena de Dirichlet no honbgéneo:

(P BAu:F(x,y) en D

ou=f en 0D

Nuestro objetivo es (conb hacianbps en el capitulo 7) expresar su
soluci 6n en térmnos de integrales en |as que sél o aparezcan una
"funcion de Geen' Gy las funciones dato F y f:

Teor I'l 5 Qx,y;&n) satisface para cada (x,y)OD el probl ema

DAu=§ & Xx,n-y) en D
(Pd Buzo en oD '
vista G cono funci 6on de (§n), entonces | a soluci 6n de (Py es

u(x,y) = HDG(X, y;&n) F&n) dedn + faDGn(X, y;&n) f(&n) ds

[G, es la derivada Gen |la direccidn de n, vector unitario exterior a D

[ Se puede probar que la funcidén de Green G es sinmétrica: dxV;&n)=3&,n;XxY)
asi que en | o que sigue podrianos intercanbiar |os papeles de (x,y) y (&n)].

Del teorema de |a divergencia en el plano se deduce sin dificultad
la |l amada segunda identidad de Green: si uy Gson C(D) se tiene

HD[GAU- u@ dédn = faD[Gun - UG,] ds

Si u es ahora la solucion de (Pp) y Gla de (Pg, y si admtinos
gue | a identidad anterior es valida para nuestra G (evidentenente
no es C°, pero la férnula es valida para distribuci ones) tenenos:

[J L GF- ud] dgan = §_[-fG]ds ~ u=[[ GFdedn+§, Gf ds

Tenenos, pues, que resolver (Pg. Conencenos buscando una Vv(X,Y;&,n)
que, vista conp funcio6n de (& n), satisfaga |a ecuaci 6n, aunque no
cunpl a | as condi ci ones de contorno. ¢Qué funci ones conocenos que
satisfagan Av=0 y que puedan originar una &? Las sol uciones de
Lapl ace en pol ares que no dependen del angul o son:
vrf+%vr:0 ~ V=CytCylnr
La funci 6n di scontinua puede dar la 5. Asi que algun nultiplo de
logaritnmo de la distanciar de (& n) a (x,y) es buen candidato a v:
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Teor 2:

v=aoIn[(&X)%+(ny)?] satisface Av=5&x,ny) para (xy) fijo

A v se le Ilama soluci én fundanental para el punto (Xx,y); |l anmando
P=(&n) y Q=(x,y), podenos abreviar |a expresi 6n de v escri bi endo:

vzzl—T[InP_Q , siendo PQla distancia de P a Q

Para denostrar el teorema 2 vol venos a hacer 'tranpa’ con la & Ya
vinmos que Av=0 si r#0, o sea, si (&n)#(x,y). Ademas, aplicando el
"teorema’ de la divergencia en un circulo de centro Qy radio R

Jf gBvdedn =§ _vnds = § Vi ds = JzonﬁRRde =1 - Av=3

Si w es cual qui er funcién que satisfaga Aw=0 en D entonces v+w
seguira satisfaci endo A[v+tw =& para cada (x,y) fijo. Por tanto:

Para encontrar G [y tener resuelto (Pp)] bastara encontrar
la warndnica en Dtal que v+w se anule en la frontera oD

[ Podrianmos pensar en hacer w=G-v y resol ver (tal vez separando variabl es) el

Aw=0 en D

probl ema que queda: —.v en gD Pero para eso separanos vari abl es en (P@].

w

La forma préactica de encontrar la w (en recintos D |imtados
por lineas rectas y circunferencias) es el nétodo de | as inhgenes.
Basandonos en |l a geonetria de D se tratard de escribir G cono suma
de |l a soluci 6n fundanental v y de funciones arndni cas w del misno
tipo: logaritnos de distancias a otros puntos Q exteriores a D
("imagenes' de Q respecto de |la dD), escogidos de tal forma que |a
G se anule en la frontera de D

Cono primer ejenplo resolvanos, hallando la G el problena:
nAu=0 en D={x>0}x{y>0}

(P 9ux, 0)=f (x), u(0,y) =0, u acot ada

Sea Q=(x,y) fijo. Esta claro que si considero o

el punto Q=(-x,y), entonces %TInP_Q- %Tln@ es -

una funci 6n de P=(g n) que se anula cuando P

pertenece al eje y, ya que entonces PQ=PQ; vy

W:-%Tln@ es arndnica en D (1o es en R-{Q}).

Anal oganent e w=- %Tlnm , siendo Q=(x,-y), es

arnmonica en Dy ww.=0 si P esta en el eje x. Q(x-y) | Q (xy)

Para que G sea cero en anbos ejes a la vez

hay que sumar una nueva V\Azzl—nlnPT), Q=(-x,-y).

Entonces QP,Q =v+w +w,+w. es |la funci 6n de G een buscada, ya que

AG=5 [pues Av=5 Yy A(W+w+wi)=0] y G=0 si PdD [si P esta en el

ejey es PQ=PQ y PQ=PQ; y andlogo si P esta en el eje x].
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Escri biendo | as distancias anteriores analiticanente tenenos que:
Ax, y;i & =4 I n[ (&% (n-9) 7] - ;I n[ (8 2+(mry) 7] -
- ! NLEX) 2+ (1) 2] + I n] (860 2+ (n#y) %]

Cono n=-j en el eje x, la solucio6n de nuestro problema (P;) sera:

— — - _ 0 1 1
WY =G ds = [o-Gy| F@ae== [0l (22 (amgzne] 19

Resol vanos el probl ema no honbgéneo de Dirichlet en el circul o:

DAu=Hr,6 en r<R .
(P2) By, 9 =f(9 , 10, 2 o o

Las coordenadas adecuadas son | as pol ares. Las
del punto Qfijo son (r,8) y las del P variable P(0,®

las |l amarenos (0,9 . La soluci 6on fundanent al ’
v en estas coordenadas queda entonces: QJ
1.1 2,.2
v=,-InPQ=__In[c™+r*- 2rocos(6 ¢ ]
¢Dbnde situar el punto imagen Q ? Las cosas no son tan sinples cono
en el ejenplo anterior. Es claro que su 6 ha de ser la msnma, pero

¢ca qué distancia del origen O colocarlo? Podrianos || egar al
resul tado tanteando, pero nos |imtanos a conprobar que la G es:

—

QPQ=1[InF- Inf+nR], Q=% 9

Q Como G=v+Vv'+cte se cunple AG=0, pues V'
es arndnica en RP-{Q} y QUD. Ademéds si P
esta sobre la circunferencia se cunple:

3 —_

) R-T
ya que entonces los triangulos OQP y OPQ son senejantes, pues
tienen un angul o comin y dos | ados proporcionales: OQ/R=R 0Q
Expresando la QP,Q en térm nos de coordenadas obtenenvs:

InPQ-1nPQ +I nR- 1 nr=0)

2
Qr,60 ¢ =, | n[c®+r? 2racos(e ] - 51 n] R2+r$ - 2rocos(6 ¢]

[G=0 si Pld D, es decir, si o0=R; podianpbs ahorrarnos | a discusi6n geongétrica]l

y cono Gh:GOIo:R y ds=Rdy, deduci nos que |a sol ucion de (P,) es:

s 1 @n R2-r2
u(r’e) :J?Ji qu’e; G, (p) F(G, (p) dedo + ZTJZO R2- 2Rr cosr(e-(@+r2 f((p) do

expresi 6n mucho nas conpacta que | as series del capitulo 7, aunque
estas integrales, en general, no sean cal cul abl es explicitanmente
(y habréa que aproxi marlas numéricamente, pero son aproxi maci ones
tanbi én | as sumas parcial es de | as series).
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Los célcul os de funciones de Green en tres di nensiones son nmuy simlares
a los de dos. Si Ges la solucion del (Pg (0D es ahora una superficie) u es:

u:ﬂ]'DGFdEdr] dy+faDq1f ds

Se ve de manera simlar que | a solucién fundamental en el espacio es:
1
4TPQ
Los puntos imagenes respecto a planos son igual de sencillos y para |la esfera
de radio R vuelve a situarse el punto Q a una distancia RP/r del ori gen.

2

- €2
V=- [Vir+7Ve =0 - v=cg+ 7]

Tambi én se habla de funciones de Green para |la ecuaci 6n de ondas y para
la del calor. No entraremps en la prinmera (ya tenenos D Alanbert). Para la
segunda, a diferencia de |las que henps cal cul ado para Laplace, |a expresion
de la G es una serie y tiene nucha menor utilidad. Vinps que |a solucion de:

{ ut - kug=Fx,t), x(0, ™, t>0
[F u(x,0)=u(0,t)=u(mt) =0

. * 2 T
era. ux,t) =y [‘roe'kn [t-s] (%IOF(E, s) senngdg)ds | sennx
n=1
es decir, intercanbiando formal mente integrales y sumatorios:

® 2
u(x,t) = Ofg[inzl e KNUt-sl son nx sennE] K&, s) dcds -

o 2
w0t = Jofs Qg t-9) RES) dids, con Gxgt-s) =2 3 @K1 sennxsenne
n=1

Conp todas las G es |a soluci6n de un problema que contiene una &:
si Hx, t) =& x-xg t-tg con xg(0, M y tx>0 la solucion de [P] para t>tg es:

JoJo @x 8.t-9) Aexo s-to) deds =Gx xp t-tg

con lo que @x&t-s) se puede nirar conp |a sol uci 6n de %E;’kol;xé:(g(,);_)i';(_é)t):0
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9.2. Transformadas de Fourier.

Sea f(x) definida en Ry absol utanente integrable [ [ |f|<w].
Se |lama transfornmada de Fourier de f a la funcion:

_ 1 r® KX g
f\(k)—vznf_mf(x)e d

. , . /AN
Si laf es ademas C' se puede recuperar a partir de f usando |a
formul a de inversion (que, conb otros resultados, no denostranos):

Teor 1. Sea fOCYR) y absolutanente integrable. Entonces OxOR

f(X) =712T[_[_°°wf\(k) e kX gy

[ en al gunos libros no aparece el coeficiente 1/V2m en la definicioén
A . . - s .z

de f y aparece 1/2m en la férmula de inversién; tanbi én se puede

encontrar e KX en |a primera féormula y el kX en | a segunda] .

Af se |lamara transformada i nversa de Fourier de f . Denotarenos
tambi én Of =f y Of =f. Es evidente que Oy O son Iineal es.

Est udi enos al gunas propi edades de la 0Oy cal culenos |as transfor-
madas de al gunas funci ones que nos apareceran resol viendo EDPs:

Teor 2 Sean f,f',f"OQ R y absol utanmente integrabl es. Entonces:
O(f') =-ikO(f) , O(f") =-k20(f)

Teor 3: Se Ilama convolucién de f y g en (-o,0) a |la funcion:
fx x:imfx-s s)d
(f*9) (%) VénJ:m (x-s) 9(s) ds

Se tiene que fxg=g«f y que [O(fxg) =0(f)*O(g) , sienpre
qgue | as transfornadas que aparecen tengan senti do.

Teor 4: O(e ax2) =1 o k2/ 4a Lo ie ak2) — ie-le 4a
V2a V2a
O 8(x-a)]=-2-e*a ;. Of(k e ) =f(x-a)
Van
: _f 1, xO[a, b] _ 1 e'kb gika
St h(x) _{ 0 en el resto 0(h)  Ton i k

Frecuentenmente un problema en EDP referente a una funci 6n u de dos
vari abl es puede reducirse a una EDO para |a U respecto de una de
| as vari abl es. Resol viendo esta EDO respecto de |la otra se puede
determinar 0. Identificando la u de la que proviene esta U o
aplicando el teorena de inversiOn se podra en ocasi ones obtener |a
sol uci 6n explicitanente, pero en nmuchos casos habra que dejar |a
soluci 6n en térm nos de integrales no cal cul abl es.
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Ejenplo 1. Problema para el calor en una varilla infinita:

(P,) O ut - Uy, =0, XxUR, t>0
Y 5 u(x,0) =f(x), u acotada

Suponganbs que la uy la f son suficientenente regulares y tienden
a 0 lo suficientenente rapido conb para que se puedan utilizar |os
teoremas anteriores. Aplicando |la transformada de Fourier en |a
variable x a la ecuacion y al dato inicial se tiene el problena:

0 +k%0 =0

0 A

0 {(k, 0) =f (k)
La solucidén es la convolucion de |as transformadas inversas de
cada uno de |los factores (la del segundo | a vinos en el teorema 4):

cuya sol uci6n es Q(k,t) = (k) e K™

(%) u(x,t):zvlI_mwf(s)e'(x's)2/4tds I_Oowqx,s,t)f(s)ds
Tt

2
donde Qx,s,t) =e (X*$)74t, 57 es la |lamada sol uci 6n fundanent a
de | a ecuaci 6n del calor que representa |a tenperatura del punto x
en el instante t debida a una f inicial de la forma §x-S) .

Una vez deducida (*), en vez de justificar |os pasos que |l evaron
a ella, se prueba que proporciona realnmente |la solucion de (P)
con hipétesis mas anplias incluso de |as que nos permiten aplicar
la O. En concreto, para cualquier f acotada y continua a trozos
(*) nos da la solucio6n unica acotada de (P;) que es continua para
t >0 a excepci on de |l os puntos de t=0 en que f es discontinua.

De (*) se deduce tanbi én que, segun nuestro nodel o nmateméti co, el
calor se transmte a velocidad infinita: si f>0 en un entorno de
un Xo ¥ nula en el resto, esta claro que u(x,t)>0 por pequefio que
sea t y grande que sea |x-Xo . Tanmbi én se ve que u es C” para t>0
aunque f sea di scontinua (jaunque sea f(x) =§x-s) !). Son propi edades
claranente diferentes de | a ecuaci 6n de ondas.

Apl i quenos (*) para resolver un problema particul ar. Suponenos que:
_f 0, x<0 _ 1 -(x-s)?/ 4t

f(x) _{ 1 s Lou(xt) _ZVmI:e ds

Haci endo v=(s-x)/ 2Vt la integral se transfornma en:

u(x,t) :_lfoxl o e Vo —LJ’X/ 2Vt o v2y, +Vlnr; e Vi = %[ 1+ ¢( 2i‘\/t)]

vV _VT[ 0
_ 2 .S -V2 ., 1
donde (ﬂs)-@?fjoe dv es | a |l amada funci 6n error que o,/ ws)
n S
aparece a nenudo en | a teoria de | as probabili dades. 1
|
i .
Jtﬂw Cono se observa, |a sol ucion
2 tiende hacia 1/2 para todo
0 X X cuando t tiende a o.

67



Eenplo 2. | (P gﬂt(;%ﬁ%((’g

Aplicando la O en la variable x (suponiendo conb sienpre que u, gy
f son buenas; el rigor so6lo se enplea al justificar el resultado):
00 -i kO =9(k)

0 - ikt _ G(k) . . ,
Eﬁ(k,o) =f(K) - u(kt) =p(k)e 8. con p funcién arbitraria.

ik

. i kt
| mponi endo el dato inicial: §=Ff(ke* +§(k [

1 si xO[0,t]
0 en el resto

Por tanto: u(x,t) =f(x-t) +vV2n g(x)*h(x) siendo h(x):{

Cono IB g(x-u) du = - I):(t g(s) ds, concluinos que | u=f(x-t) +Ix)(-t g(s) ds

[ Es féacil conprobar que |a expresi6n satisface |a ecuacion y el dato inicial
La sol uci 6n | a podenos cal cul ar tamnbi én con |as técnicas del capitulo 5:

E=x-t

X
dt/dx=1 - N=x ~ up=g(n) - u=p(x-t) +Iog(s) ds -

p(X) +[oa(s) ds =F(x) — u=f(x-t) -;g't o(s) ds +[g a(s) ds  conp antes]

Para problemas en regiones sem-infinitas son utiles |as
transfornadas seno y coseno que surgen conb caso particular de |a
de Fourier por |as propiedades de | as funciones pares o inpares.
Se definen estas transformadas de funciones f absolutanmente
i ntegrabl es en [0,) nedi ante:

Os() (k) =f's(k) =/2 [0 f 0o senkxax ;  Oe(f) (K) =Fo(k) =1/ g F(0 coskx ax

La fornmula de inversion adopta |a fornma:

Teor 1': Sea fDCl([O, ©)) y sea J':|f|<oo_ Ent onces:

f(X) =?/%J§f\s(k) senkxdk para todo x[O(0, «)

f(x) :;/%[ﬁ;f\c(k) coskxdk para todo x[[0, )

Con hi pétesis anadlogas a |l as del teorema 2 se tiene tanbién:
Teor 2':

(") =-K20(f) +4/21(0k 5 O(f") =-K20(f) —1/21"(0)

[Por este resultado, la U[Og sera atil cuando nos den el valor de
u(0,t) mentras que la [ la enplearenos si lo fijado es uy(0O,t)].

Estas transfornadas aparecen en probl emas del calor en [0, ) :

Teor 4': -1 -ak?y _ 1 -x2/ 4a . -1, _-ak?y, _ 1 _-x2/4a
Os “(ke ) = 377 X€ ;e (e ) = e
[ 28] V2a
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Ejenplo 3. Calor en una varilla sem-infinita:

B Ui - Uy =0, x>0,t >0

(Ps3) EU(X’O) =0, u(0,t) =g(t)
u acot ada

Sea U(k,t) la transformada seno de u(x,t) respecto a x (suponiendo
cono sienpre que existe). El problenma para U es:

b +k20 =2 gt k, Gk 0) =0 - (K t)=/2 e ¥ [ o(s) ke ™S

Uilizando la formula de inversion, canbiando el orden de integra-
cién y utilizando el teorema 4':

2 K2t - 2 Kt
u(x, t) :;[Jf;_[;g(s) ke Kt s)senkxdsdk:Eﬁ)g(s)_rg ke " (1-S) senkx dk ds

1 %2 a(t-
Lou(xt) = EJO [t_’s‘]yze X1 4(t-3) g(s) ds

BUtt'uXX:O,XZO,tDR
Elenplo 4. Ondas sem -infinita: | (Ps,) Ou(x0) =ut(x0) =0
u(o,t) =t?

— — 2
Ou=0 - ﬁtt+k2’l):-\/$[t2k . G:p(k)coskt+q(k)senkt+-\/%[[t?- k%]

0k 0) =0,(k,0)=0 - ﬁ:\/%[t?+k2—3(coskt-1)] - u= 2 [0 [] senkx dk

La integral parece muy conplicada. Vanbs a cal cular sélo u(l,2 ya
gque entonces parece sinplificarse:

u(l,2) = %J‘; [ 7seknk sen k] dk = (tablas) = §[ g ‘Zn] =1

Ll eguenps a este valor a partir de D Alenbert (mejor canmno). Lo prinero es
hacer hormpgénea | a condicion de contorno ( Og y O, no exigen este paso):
Tant eando un poco se ve que v=x2+t? satisface I a condici6n y | a ecuaci on:

B Wt -WXX—O x=20,t0OR

weu-v - [w(x,0) =-x% w(x,0) =0 - 3 W%, 0 =F*(x), w (x, 0) =

O Wt - WXX—O X, tOR

w0,t) =0
- W12 :E[f )+ (-3)] =-4 - u(1,2) =5-4=1
Wt - Wx =- 2 ) { 2 x<0
Con nenos vista, weu-t2 - EW(X,O):Wt(x,O):O - EW“ W=\ -2 x>0
Owo,t)=0 L wx, 0)=wt(x,0)=0

-~ W12 =%[(2)area‘,ﬂ]]] +(-2)areaé] =-3 - u(lL2 =-3+4=1
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L=QPT=zE

Los prineros cinco libros (bésicanente de EDCs y ya citados en la prinera
parte de | os apuntes) tienen introducciones a |las EDPs. En concreto, BD, Br
Ry Si estudian |os problemas de contorno para EDCs y el nétodo de separaci 6n
de variables. R clasifica tanmbién |las EDPs de segundo orden con coeficientes
constantes. E trata con detalle |as EDPs de primer orden

Los dos siguientes, el MCZ y el clasico PA (de 1950), son m xtos de EDOs
y EDPs y abarcan una mayor parte del curso

Los denas |ibros son nas bien de EDPs: MJ, Wy T incluyen casi todos |os
temas de |os apuntes (y nuchos otros que no se tratan en ellos). Sp y Ch
tienen bastantes menos paginas (y sirven para parte del curso). J y Sk son de
mayor nivel y bastante nmas dificiles de |eer

Gran parte de los libros de EDPs, en vez de organizarse en torno a |los
mét odos de resoluci6n (conob en | os apuntes), estudian por separado y con
di ferentes técnicas | as ecuaci ones hiperbdlicas, elipticas y parabdlicas.

Las EDPs de primer orden se estudian en E, PA'y J, pero en el caso nas
general de |as ecuaciones cuasilineales (también tratan las no lineales). La
reducci on a forma candnica y |las cuestiones de unicidad se ven en casi todos
los libros de EDPs. Véase por ejenplo MJ, Wo T. Para un estudio serio de |os
probl emas de Cauchy ver el J. La deducci én de |as ecuaciones y el significado
fisico de |l os problemas se puede nirar, por ejenplo, en Bd, Wo T (en éste se
tratan otros nuchos problemas de la fisica).

Para el capitulo 6 se puede consultar el PA el MJ el W el To el J. En
el l os se deducen las férnulas de 6.2 no denpstradas en | os apuntes.

Para el 7 es reconendable leer BDy Si. La teoria general de problemas de
contorno, funciones de Green, desarrollos en autofunciones...en el Sk. Hay
denostraci ones nenos general es (con matenaticas nmas el enmentales) en Ch o W

La separaci 6n de variables (capitulo 8) estéd en casi todos los |ibros.
Buenas i ntroducci ones hay en los cuatro prineros y en el Sp. Para precisiones
de convergencia y problemas de varias variables ver MJ, Wo T.

La secci6n 9.1 sigue mds o nenos el MJU W T y Sp tanbi én estudian |as
funci ones de Green por otros canminos. Cuestiones mas avanzadas en el Sk. Para
la 9.2 ver Ch, MJ, Sp y sobre todo W (tiene introduccidén a la variable
conpleja y utiliza tanmbi én |a transfornada de Lapl ace para EDPS).

El MCZ da nétodos nunéricos para problemas de contorno y EDPs (Il o que no
hacen | os demas |ibros, salvo unas pocas ideas del W.
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