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Introduccidn

Esta segunda parte de |os apuntes esta dedicada al estudio
de | as ecuaci ones en derivadas parciales (EDPs), aunque tanbi én
se estudiaran |los problemas de contorno para |as ecuaci ones
di ferencial es ordinarias (EDGCs). Recordanpbs que una ecuaci 6n en
derivadas parciales es una ecuacion en |la que aparece una
funci én incognita de varias variables y al gunas de sus derivadas
parci al es. Todas |as EDPs que verenos seran |ineales. Mas en

concreto, salvo un breve estudio de las l|ineales de primer
orden, tratarenos de EDPs |ineal es de segundo orden, del tipo:
n
du _
[1] Zaijaxax Zb—_+cu_d
donde u, aij, bj, c y d son funciones de (xg,.,X,). Una solucion

de [1] sera una funcion u(xq,..,X, de clase C?> en un dominio D de
R que sustituida en |la ecuaci 6n |la convierte en una identi dad.

Entre las EDPs lineales de segundo orden se encuentran
muchas ecuaciones de la fisica. Entre ellas las tres cl asicas:

ecuaci 6n de ondas Uy - c?Au = 0
ecuaci on del cal or u, - kAu = 0
y ecuaci 6n de Lapl ace Au =0

gue son ejenplos de los tres grandes tipos en que se clasifican
(hi perbdlicas, parabdlicas y elipticas, respectivanente). La
teoria de las EDPs viene a ser |a generalizaci6n del estudio de
estos tres problemas. Sus propi edades son tan diferentes que no
exi sten teorias generales conb |a de |as EDGs |ineal es.

En el capitulo 5 verenps que, nornalnente, no es posible
hal l ar | a soluci 6n general de una EDP. Eso sera tal vez posible
para |las de prinmer orden y para unas pocas de segundo (en
particular, para |la de ondas). Adenas se vera qué condici ones
adi cionales (iniciales o de contorno) hay que inponer a |as EDPs
cl &si cas para que tengan sol uci 6n Unica. En el 6 estudiarenos |a
ecuaci 6n de ondas, prinmero para una u(x,t) y luego, con nenos
detal l es, para dos y tres dinmensi ones espaci al es.

El capitulo 8 trata el nétodo de separaci 6n de vari abl es
para resolver (en recintos sencillos) |as ecuaciones cl asicas
(hombgéneas y no honmpgéneas). Este método exigiré& resolver
probl emas de contorno para EDOs y expresard |as sol uciones en
térm nos de series de Fourier. La teoria de |os problenas de
contorno (nmuy diferente de la de los de valores iniciales) y un
repaso de dichas series se dara previanmente en el capitulo 7.

El altino capitulo, el 9, estudia dos temas independi entes:
las funciones de Green para l|la ecuacion de Laplace y la
utilizaci 6n de la transformada de Fourier para resol ver al gunas
EDPs (en particular, la del calor en la recta infinita).



Para acabar esta introduccién, describanos el significado
fisico de |l as ecuaciones cl asicas. |nterpreténoslas unicanente
en sus versiones mas sencillas (que son las mas tratadas en | os
apuntes): cuando la u es funci 6on de dos vari abl es.

Comencenos con |a ecuaci 6n de ondas unidinensional o
ecuaci on de |l a cuerda vibrante . Considerenps |as oscil aciones
de una cuerda total mente el astica, tensa y fija en sus extrenos.
Se supone que sus oscilaciones son sienpre transversales y de
pequefia anplitud. En esas condi ci ones se puede ver que si u(x,t)
representa el desplazaniento vertica
del punto de abscisa x en el instante u
t, la funcion u(x,t) satisface |a EDP

Uy - c2uy, = F(x,t) uix.t)

instante t
donde c2:T5/p, con T, fuerza de tension

/\ X
X
en | os extrenbos, p masa por uni dad de

longitud (densidad lineal) y F(x,t) fuerza externa por unidad de
masa que actla en direccion vertical sobre el punto x en el
instante t. No ol videnos que el nodel o nmatenatico de esta cuerda
i deal es sOlo una sinplificacion de la realidad; |o msnb ocurre
con | as siguientes.

La distribucion de tenperaturas a |l o largo del tienpo en una
varilla delgada (que podenps suponer unidinensional) viene
regi da por |a ecuaci 6n del calor:

U - Kuy, =0

donde u(x,t) representa |la tenperatura del punto de abscisa x en
el instante t y k>0 es wuna constante proporcional a la
conducti bilidad e inversanente proporcional a |a densidad y al
cal or especifico. Si existiesen fuentes de calor en el interior
de la varilla deberianps escribir una F(x,t) en el segundo
m enbro de | a ecuaci on.

La ecuaci 6n de Lapl ace:

Uxx + Uy = 0

puede describir, entre otras situaciones fisicas, Ila
di stribuci 6n estacionaria de tenperaturas en una placa
bi di mensi onal . La existencia de fuentes de calor en el interior
de la superficie aportaria una F en el segundo m enbro (ecuaciOn
de Poisson). Frente a l|as dos ecuaciones anteriores que
describian la evolucion de un sistema a |lo |largo del tienpo,
ésta descri be situaci ones estacionari as.



