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probl emas 5

1.

©

10.

11.

Resol ver (si es posible) |los siguientes problemas de Cauchy:
5

3x2uy+ux =X yuy+(2y- X) ux =X XUy- YUy = 2Xyu
u(x, 0) =x3 u(x, 1) =0 u( x, 0) =x

X- 2 2u 4 2
Ux- Uy = ny u Uy+3y“uy = v +6y X yuy+eX Uy = 2X
u(x, 1) =x u(x, 1) =x2 u(x, 0)=0

Preci sar para qué valores de n entero positivo |la condicidn u(x,xn) =x"

determ na una Uni ca sol uci 6n de | a ecuaci 6n ux+yu:y2 cerca de (0,0).

Determinar en torno a qué puntos tienen soluci dn Gnica | os probl emas:

senyuy+uyx=1 (x2+y2) Uy +Ux=0 (x2+y) Uy +XUx=0
u(o,y)=1 u(x, 0)=0 u( x, x2) =x

Sea uy—2yuX:2yu . Hallar la solucio6n que satisface |os datos de Cauchy:
i) u(x,1)=e X, ii) u(2y,y)=0, discutiendo |a unicidad de |as sol uci ones.

Hal I ar la soluci6n y estudiar |a unicidad de: Uy +XUy = -x2e'y, u(-1,y)=0.

Sea (E) (y+l)uy+xux=0 . Dibujar sus caracteristicas.

Probar que (E) tiene una Unica soluci6n satisfaciendo u(x,0)=f(x). Probar
que si f no es constante dicha sol ucién no puede estar definida en todo RZ.
¢En torno a qué puntos hay mas de una sol uci 6n de (E) que cunple u(y?2,y)=0?
Estudi ar si existen soluciones de (E) satisfaciendo u(0,y)=g(y).

Denpstrar que no existe solucién de ux=0 que esté definida en todo el
sem pl ano y=0 y que contenga la curva [: y=x2,z=x3 .
Estudi ar en qué entornos de I' hay sol uci ones uni cas | ocal es.

2tu

Sea (E) Ut'2tUx+1T2=

0 . Hallar la solucién que satisface u(x,0)=f(x).

2 .
D bujar u(x,2) en el caso particular en que f(x) = { Seg ™ z: ||)>(<||>511

Escribir un problema de Cauchy para (E) que tenga infinitas sol uciones.

Sea (E) t2ut+uX:2xu .
Hal lar la solucién de (E) que cunple u(x,1)=f(x), estudiando su unicidad.

2

En particular, si f(x)=sen®x en [0, y O en el resto de R hallar u(B,%).

Pl antear un probl ema de Cauchy para (E) que tenga infinitas sol uciones.

Sea (E) A(X,y,u)uy+B(X,y,u)ux = C(x,y,u) [ecuacion cuasilineal].

Suponganps que | as curvas integral es del sistema de EDGCs: (;%:g, %=g

vi enen dadas por n(x,y,u)=Cy, &(x,y,u)=Cp [curvas caracteristicas de (E)].
Probar que n(x,y,u) =p[&x,y,u)] (o bien &(x,y,u) =q[n(x,y,u)] ) para
cual quier funcioén p (q) arbitraria es solucio6n de (E).

Hal lar (si se puede) la solucién o soluciones de |las siguientes ecuaci ones
que satisfacen cada uno de | os datos de Cauchy que se indican:

uy+uuy =0 con i) u(x,0)=x |, ii) u(0,y)=0
Uuy+Xux =u con i) u(x,0)=1 , ii) u(0,y)=1
Uy +Uy = U2 con i) u(x,0)=x , ii) u(x,x)=1
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Reducir a forma canbnica y, si es posible, encontrar |la solucién general:
20t - Xt =0 Uyy+2Uxy+2Uxx =0 XPuxx- 2xyuxy+y Uy = €

e uyx+e¥uyy =u Uyx- 3yUy+2y2U = y Uxx+4Uyxy - SUyy+6Uy+3Uy = 9u

Escribir (E) u;{+2uy =2 en forma canonica y hallar su solucion general.
De | os datos de Cauchy: i) u(x,0)=u;(x,0)=0, ii) u(0,t)=0,uy(0,t)=t , hay
unos que determ nan una Unica solucién de (E). Hallarla en ese caso.

Sea [ f utt-xzuxx— ug =0 . Hallar su solucion general.

Determinar |la solucién de [E] que satisface u(x,0)=2x, ut(x,0)=x .

Escribir (en el caso de que exista) alguna solucién de [E], distinta de |la
u=0, que satisfaga u(e!,t)=ui(et,t)=0 .

Sea Ugit- 2Ut x+Uyy = 2t 2y

Cal cul ar la solucién que satisface u(x,1)=0, ut(x,1)=g(x)
0 si x<0

En el caso particular g(x) = sen®mx si x>0

hal | ar y dibujar u(x,2).

a) Escribir (E) 4yuyy- uXX+2uy:0 en forma candnica para y>0 y para y<O0.
b) Resolver (E) con los datos iniciales: u(x,1) = 2x , uy(x,l) =X .

Resol ver | os siguientes problenmas de Cauchy (x,t0OR):

Eutt'4uxx:0 0 Utt'UXX:0 0 Ut t - Uyy=Ut +UX
Eu(x,x) =x? Lu(x, x)=0 O u(x, 0)=x
ut (x, x) =0 ug(x, x) =0 U ug(x,0)=0

Sea (E) Auyy+Buxy+CQuyx+Duy+Eux+Fu=(Gx,y), con A B, ..F constantes.

Probar que, si (E) no es parabélica, un cambio de variable u=ee™w , con
p Y q constantes adecuadas, |lleva (E) a una ecuacion (E*) en la que no
exi sten derivadas de primer orden. ¢Para qué relacion entre |as constantes
A ..Fnotiene (E*) térmno en w?

Aplicar lo anterior para hallar la solucion general de uxy+2uy+3ux+6u=1 .
Probar que cual qui er ecuaci 6n parabdélica o es resoluble o se puede escribir
medi ante canbios de variable en la forma w+E w,=G"(&n)

Estudi ar | a unicidad de | os probl enas:

Eut-kuXX:F(x,t), xd(o,L),t>0 Eutt-(C(X)Ux)x:F(X,t). xd[o,1],tOR
i u(x, 0) =f (x) Du(x,O):f(x), ut (X, 0) =g(x)
a ux(0,t)+au(0,t)=0 Eu(o,t)zo, u(l,t)=0

uy(L, t)+bu(L,t)=0 (c de Cl y positiva)

Au =F en D

DAu-k2u=FenD %u:f en O Dut-kAu—_F(x,y,t) en D
o~ - C Hu(x,y,0)=f(x,y) en D
Ou=f endD un =g en L2 O u(x,y,t)=0 en oD

si CL0Cp=0D, C1nCo=0

(D domini o acotado en R2)

Si la distribucidn inicial de tenperaturas en una varilla es f(x)=2x2—3x,
x0[0,2], y la tenperatura para t>0 en los extremps es hg(t)=-t/(1+t2),
ho(t)=2sent/t, y suponenps que no existen fuentes de calor en el interior
de la varilla, determnar la maxinma y minina tenperaturas al canzadas en la
varilla para t=0.
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probl emas 6

. . Ouge-4ug,=e b, x, tOR
Resol ver por diferentes camnos: [] ‘© >y
Ju(x,0)=x",ut(x,0)=-1

Para | os probl enas:

Ut t - Uxx=0, X'tDRZ , 0 Ut Uo0 XTI04L LR gy U0, X0, R
SenTtx <X<
u(x, 0) = ! sentTx, 2<x<3 sentx , 1<x<2

[ ] Osreii;o deXFi 3 DU 0 =) o' resto as 104 QU0 o 05002 o
@ ut(XYO):{ 0 reéto de_R H ut(x! o) =u(0,t)=U(4,t)=0 U(X,O) :u(o,t):0
i) dibujar el donminio de influencia y ver cuando |a cuerda estéa en reposo;
ii) dibujar u(x,1), u(x,2) y u(x,3); iii) dibujar u(3,t), t=0.
Para | os siguientes probl emas:
Butt—uxfo, X, t OR Ut t - Uxx=senTtx, X[ 0, 1], tOR Eutt—uxx=0, x=0, t OR

u(x, 0) =0 u(x, 0) =senmx _J x(1-x), osx<1
O o= L Ixsu2 Dut(x, 0) =senTx L u(x, 0)= 0, x=1
Hutx 0=y o |x>v2  Bu(o,t)=u(1,1)=0 B u(x 0)=u(0.t) =0
i) hallar u(x,1) y u(1,t),t=0; ii) dibujar u(x,1/2), u(x,1) y u(x,?2).

Dutt'uxxzé(X), X, t OR
%u(x,O):ut(x,O):O
Hallar |a expresi6n analitica de su solucidn para t=0. Dibujar u(x,2) y

u(3,t). Analizar la continuidad y diferenciabilidad de |a sol ucién.
[ayuda: v(x)=|x|/2 satisface v"(x)=38(x) ]

Sea el problema

O upg-4duyy=F(x,t), x, tOR _{ 1, x0[1,2],t20
Sea Hu(x,O):ut(x,O)ZO , con F(x, 1) = 0, en el resto

Calcular u(-1,1) y u(l1,1). Calcular y dibujar u(x,1).

[0 Ytt-Uxx=0, x, tOR

Sea [ _{ senx, xO[0, _{ cosx, xO[0,
O u(x, 0)= Oenel resto ' ut (x, 0) = O en el resto
Denpstrar que su soluci 6n es una onda que viaja hacia la izquierda.

8 Uit - 4uxx=0, x[O[0,2],tOR
Sea Eu(x,O):4x-x3, ut (x, 0) =0 Hal | ar u(%,%). Di bujar u(x,2). Hallar u(x,1).
u(0,t)=u(2,t)=0

[]Utt-Uxx=0, x0O[0, L], t0OR
Sea ] u(x, 0)=ut (x, 0)=0

Ou(o,t)=t,u(L, t)=0
Hal lar | a expresion analitica de u(x,T) con TO[O0,L]. Describir |a evolucién
de la cuerda en el intervalo de tienmpo tO[0,L]. Hallar u(x, kL), k=1,2, ...

gutt-uxxzo, x=0, t OR

DU(X,O):f(X), Ut(X,O):g(X), uX(Oat)ZO

Escribir su solucidn extendiendo f y g de forma adecuada a todo R y
aplicando la férnmula de D Alenbert. ¢Que condiciones deben cunplir f y g

para que |a solucién sea clasica? ¢Se invierten |las ondas al reflejarse en
x=0? ¢Cono son | os dom ni os de influencia?

Sea
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O Uit - Uyy =6Xx, x20,t0R

Sea B u(x, 0) =us (X, 0) =y (O, t) =0 Cal cul ar u(0,t) para todo t.
Sea utt-eZtuxx-ut:() . Hallar su solucio6n general y la particular que
satisface u(x,0)=f(x), ui(x,0)=0 . Escribir un problenma de Cauchy para

di cha ecuaci 6n que no tenga solucién, y otro con infinitas sol uciones.
S (%) :{ 1-2| x|, si |x|<1/2

0, en el resto
Di bujar en el plano xt las caracteristicas que pasan por (0,0) y (0,1).
Cual es el domnio de influencia sobre |a solucién del valor inicial de f
en x=0? ¢Cual es el dominio de dependencia de u(0,1) de los valores de f?

di bujar la solucién para t=1y t=2

El potencial vy laintensidad i en una linea tel egrafica satisfacen:
VxtLit+R =0 , iyx+Cvi+Gv =0

donde L,R, Cy G son constantes caracteristicas de la |linea.

a) Hallar la ecuacion de segundo orden (E) que verifica el potencial v.

b) Si G.=RC, conprobar que un canbi o adecuado reduce (E) a |la ecuaci 6n de

ondas y hallar v(x,t) si inicialnmente v(x,0)=V(x) e i(x,0)=I(x)

2

H Ut t-c™(uxxtuyy+uzz) =0 _ Eﬁ] X+y+z

Resol ver au(x,y,z,o) =f (X, Y, z) , si f(x,y,2)=[b] x+y
ut (x,y,z,0)=0 [e] x

Hal lar u(0,t) para t=0 en los seis casos y u(r,t) cuando se pueda para:
utt-Au=0

2
,0 :f f = = 2, b f :0, - -r y I‘Sl
Jutr, 0=f(r) - eon @) f(=g(=r". ) 1(1)=0. g(r) g

vistos conop problemas en i)una, ii)dos y iii)tres dinmensiones [r es la
di stancia de un punto (de la recta, del plano, del espacio) al origen]

2
E Ugg - (Urr +-ur) =0, r=0

2
Uu(r,0)=0, ut(r,0)=e"
Hal lar u(r,t) para r>0. Hallar u(0O,t). Dibujar u para varios valores de t.

Sea

2
gt - (Urr + ur) =0, r=0

3 Hal l ar u(2,3).
u(r,0)=6, u¢(r,0)=5r

[
Sea []
U

EUtt'(“rr*‘%ur)zo , =0
Hu(r,0)=r, ut(r,0)=0

Sea Cal cular u(1,t).

Sean | os probl enas:

OVit-vxx=0 , x20,t0R  Hugy - (urr +2ur) = 0, r20,tOR

O v(x, 0) =xf (x) ucr, 0)=f(r)

Ove(x, 0)=v(0,t)=0 B ug(r, 0)=0
donde f(x)=(x-2)(x-4) si xO[ 2,4 y 0 en el resto de [0, ).
Di bujar v(x,3), v(x,6), u(r,3) y u(r,6). Conmentar la evolucién a lo largo
del tienpo de | as soluci ones de anbos probl enas.

Estudiar qué tipo de ondas viajeras [soluciones u(x,t)=f(x-ct)] admite la
ecuaci 6n no lineal (de Sine-Cordon): uit-uxxtsenu=0
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Determ nar | os autoval ores y autof unci ones asoci adas:

y" +Ay =0 y" +Ay =0 y" +\y =0
y(0)=y'(1)=0 y(-1)=y(1)=0 y(0)=y(1)+y'(1)=0
y"-2y' +y+Ay =0 t2y"+ty +hy =0 t2y sty A% %] y =0
y(0)=y(1)=0 y(1)=y(e)=0 y(1)=y(4)=0
Estudi ar | os autoval ores y autofunci ones del ejenplo 4 de 7.1:
y" +Ay =0

y(0) =y' (0), y(1) =-y' (1

y" +Ay =0
€2 gy (0)+y' (0)=y(1)=0 -
Probar que posee infinitos autoval ores positivos [@ . Discutir si existen
aut oval ores negativos 0 0. Estudiar |la evolucidn con a del menor autoval or
Conprobar para a=0 que |a n-sinma autofunci 6n posee n-1 ceros en (0,1).

Hal | ar cotas superior e inferior para | os autoval ores positivos de

tszZty-ﬂ2+M2]y:0

y(m =y(2m =0
conparando con una ecuaci 6n de coefi ci entes constantes.
Con el canbio y=xt resol ver explicitanente el problema y conprobar |a
val i dez de | as acotaci ones anteriores.

Sea ;E;y!;ggflgzo y suponganos que nKV(t)<M para todo t[[a,b].

Hal | ar cotas superior e inferior para | os autoval ores del problema

Det erm nar | os autoval ores de ;/( a-)[)\:-y\é(zt))igzo Si V(t):{ 01’1 Ssii ?LZ);Z%

Hal | ar aut oval ores y autofunci ones de | os probl ema singul ares:

[l-tz]y"-ty'+Ay:=O

y.y' acotadas en *1 (ecuaci 6n de Tchebycheff).

Y"+(2D+1-t2)y:(),p cte=0 t2/2

h =ue
y -0 cuando |t] - (hacer y=ue

para obtener Hernite)

Desarrol | ar f(t):tz, td[0,1] en serie de i) {sennmt} , ii) {cosnmt}
Di buj ar al gunas sunas parcial es de |as series obtenidas.

Desarrollar f(t) en serie de senos y cosenos en [-Tm 1], estudiando |a
convergencia puntual y uniforme de dicha serie si
2

f(t)=sen?t f(t)=]sent| f(t)=sen f(t)={ -ngj”g;gn

Desarrollar f(t)=t en serie de autofunciones de cada uno de | os probl emas
del problema 1.

Escribir los tres prineros térmnos del desarrollo de f(t)=1 en serie de
aut of unci ones del problema singul ar:

([1-t°]y )"+ Ay = 0

y(0)=0, y acotada en 1

Desarrol lar la funcioén f(t):l-t2 en serie de autofunciones del problena:
(ty')' + Aty =0
y acotada en 0, y(1)=0
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Estudiar la unicidad de y"=f(t) , t0O(0,1) [ ecuaci 6n de Poi sson en una
di mensi 6n] con diferentes condiciones de contorno, utilizando técnicas
simlares a las de | as ecuaci ones en derivadas parcial es.

Determ nar para qué val ores de a existe soluci6n del problenma
2
y" = e-(t-l)
ay(0) +(1-a)y' (0)=y(1) =0

Estudi ar para qué valores de n (entero positivo) existe solucién de:
y'+ny = cos™
y(0)=y(2m),y' (0)=y"' (2m

Estudi ar segun | os valores de b cuantas sol uci ones posee el probl emn
ty"+2y' =1
y' (1) =2y’ (2) +by(2) =0

Para b=1 hallar |la solucion nediante I a funci6on de G een

costy"-2senty' =f(t)
P [ ' "
sea (P y (v ay=y' (1 4)-ay(m 4)=0

Determ nar para qué valor de a el problema (P) no tiene solucién unica.
Para ese a dar una f(t) para el que (P) tenga infinitas sol uci ones.
Calcular la solucién de (P) utilizando Ia funcion de Green si a=2 y f(t)=1.

Di scutir, segun las constantes ¢ y a, cuantas soluciones tiene el problemn
f'+% =1+%
y' (1) +ay(1) =y’ (2) =0

Para c=0 y a=1, hallar |la solucio6n haciendo uso de |la funci 6n de G een.

Hal lar la funcién de Green y la soluci6n para f(t)=t

y" =f(t) t2y"+ty' —y=f(t) y"+y - 2y=f (1)
y(0)=y'(1)=0 y(1)+y' (1)=y(2)=0 y(0)-y' (0)=y(1)=0

. o y" =f(t)
Hal | ar Pna formul a paha | a sol uci 6n de y(l):a,y(2):b
en térmnos de la funcioén de Green, la funcion f y las constantes ay b
Cal cul ar su solucién si f(t)=1, a=0, b=1

u+ rtu =R(r)
u'(1l)-au(l1)=Au'(2)+bu(2)=B
Preci sar cuando tiene solucion o soluciones [se puede interpretar conmp un
probl ema para | a ecuaci 6n de Laplace en el plano con sinetria radial].

Par a F(r):r_z,azl,b:O,A;Bzo resol verl o haci endo uso de |la funci 6n de G een

(ty")' =f(t)

y acotada en 0, y(1)=0

Hal  ar su funci én de Green utilizando la fornula para probl enas regul ares.
Conprobar que proporciona la solucién i) si f(t)=1, ii) si f(t)=t.

Rel aci onar | os resul tados con |l a ecuaci 6n de Poi sson en el plano.

Consi dérese con a, b=0.

Sea el problenma singular

L y"+y =f(t)
Cal cular la funcio6n de Green Gt,s) para y(0)=y(1)=0

resol viendo para s fijo G((;O;E&al()t:(f)
y' =f(1)

S ' '
°&  y(0)=-y(1),y' (0)=-y' (1) o
Construir su funcién de Geen y usarla para hallar la solucidn si f(t)=t.

2p6
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Cal cular para A=0 y A=1 la soluciodn (si |a hay) de
t2y -ty +Ay = 3
_ y(1)-y'(1)=y(2)-2y'(2)=0 .
haci endo uso de la funcion de Geen en el caso de que exista.

Sea y"+Ay=—4n?t

Y0 =1,y(1)=0 ~ ~ o _
Precisar para qué A tiene infinitas soluciones y resolverlo en ese caso.

¢Para qué val ores de A tiene solucién unica?

Sea z(o;jatyilfll . Hallar la funci6n de Green G, para todos A que exista.

Hal I ar |l a sol uci 6n para todos los A para | os que exista al guna.

y" + Ay =1
€8y (0) =y’ (1)-2y(1) =0 -
Determ nar | os autoval ores y autofunci ones del problema honpbgéneo.
Preci sar si el no honpbgéneo posee infinitas soluciones para al gun A.
Cal cul ar |l a sol uci 6n para A=0, haciendo uso de la férnmula de G een

y" +Ay =1
Sea . : .
y(0)-y' (0)=y(1)+y'(1)=0 )
Hal | ar aut oval ores y autof unci ones del honogéneo.
Cal cul ar aproxi nadanente A1, A2, A3 y los ceros en (0,1) de y2 e ys.
Estudi ar para qué A tiene solucién y para cudl es dicha sol uci 6n es Unica.

Sea Y *2y +ny=e’! . ¢Existen para algin A infinitas sol uci ones?
y(0)+y' (0)=y(1/2)=0 ~ ¢ ° ?
ty"+2y' +Aty =f (t)

€8 y(1)=y(2)=0

Det erm nar autoval ores y autofunci ones del honpgéneo.

Si A=0, f(t)=1, calcular la solucidn a partir de la funcion de G een

Det ermi nar para qué enteros positivos n el problema con A=m2, f(t)=sennmt

tiene solucion o sol uciones, cal cul andol as en ese caso.

Hal l ar una formula para la solucién de un problema de SturmLiouville no
honogéneo utilizando desarrollos en serie de autofunci ones del honmogéneo.
Escribir, si Mn?m, el desarrollo en autofunciones de |a solucién de

y"+hy =1

y(0)=y(1)=0
Hallar (a partir de la funcién de Geen y directanente) |la soluci én exacta
para A=0, A=1 y A=-1. Desarrollar esta soluci6n para A=0 y conprobar

Desarrollar la soluci 6n para A=0 en serie de autofunci ones del honpgéneo:
y" +Ay =t y" +Ay =senTtt y"—2y4y+Ay=et
y(0)=y'(1)=0 y(-1)=y(1)=0 y(0)=y(1)=0
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probl emas 8

1. Resol ver por separaci 6n de variables y dar interpretacion fisica a |os
probl emas y sol uci ones que se pueda:

E Utt-Uyy=0, x0O00,1],t0R

Clu(x, 0) zgi x0[ 0, 1/ 2]

0 Utt- uyyx=4sen6xcos3x, x0O[0, 1 2]
u( x, 0)=ut (x, 0)=0 t OR

x,  xO1/z1] Eu(o,t):ux(l,t)zo

ug (x,0)=u(0,t)=u(1,t)=0

Dut(t“gl;t-uxxzoy xO[o, f, t=0 Eutt-urr-%urzo, r<i, t>0
u( x, 0) =sen2x 1l =
— — — u(rao)_l
Dut-uXX:O, xd(0, m, t>0 Dut—uxx=0, x0(0, m, t>0
[ u(x,0)=1 U u(x, 0)=0
Ou(o,t)=0, u(mt)=cost Hu(o,t)=1, ux(mt)=0
[ Ut - Uxx-4Ux-4u=0, x0(0, m,t>0 EAU =0, r<2
Eu(x,o):e-ZX E“(Z 9):% 3, xO(-12,12)
u(0,t)=u(mt)=0 ’ 01, xO(m2,31?2)
{ Au = -1, (x,y)0O(0, mx(0, m { Au=co0s®, 1<r<2
u=0 en x=0, x=m, y=0, y=T ur(1,0)=0, ur(2,06)=cos20
O Au=ycosx, (X,YZD(O,T[)X(O, 1) Hau=2xcos?y, (x,y)0(0, ™ x(0, )
0 ux(0, y) =ux(my) =0 Eu(n, y) =5+cosy
[ uy(x, 0) =uy(x, 1) =0 uy(x, 0) =uy(x, M =u(0,y)=0
EAU = r, r<2,0<6<m EAu:cosﬁ, r<1, 0<6<rm/ 3
O ue(r, 0) =ug(r, m=0 0 -
Ou(2, 6) =3 Hu(l,e)—O
u(2, ug(r, 0)=u(r, W 3)=0
qAu = 0, 1<r<2, 0<6<m 4 Au+u = 0, r<l, 1 2<6<37 2
qu(l,8)=0, ur(2,6)=send [Ju(1,6)=sen26, u acotada
Uu(r,0)=u(r, W 4)-ug(r, w4)=0 u(r, w2)=u(r, 31w 2)=0
2. Resol ver y determ nar para qué relaci én entre Dut-uXX:A, x0(0,1),t>0
| as constantes existe soluci6n estacionaria 0 u(x, 0)=B
(interpretarlo fisicanmente): L uy(0,t)=C, ux(1,t)=D

Dut-uXX:F(t), xd(o, m,t>0
3. Resol ver []u(x, 0)=f(x)
U uy (0, t)=uy(mt)=0
2X

Determinar |a distribucidn estacionaria si f(x)=sen 5 Y F(t)=e't

Dut-uXX:F(x), x0(-1,1),t>0 1
4. Sea %U(X,O):O y sea Qt):fl u(x,t)dx .
Ux('l,t):UX(l,t):()

Calcular la variaci6n en el tienpo de Qt) y deducir cuando es constante.

Resol ver si i) F(x):sen%, ii) F(x) :senz% cTiene limte u cuando t - o?
5. Calcular la solucién y sulimte cuando t ~o (F y T constantes):

O ug- kuge=cos’s, x0(0,1), t>0
Ou(x,0)=T, ux(0,t)=F, u(1,t)=T
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97-98 resi dual

Sea una varilla de aluninio (k=0.86 cn?/seg) de 20 cm de |ongitud, con una
tenperatura inicial uniforne de 25 grados. En el instante t=0 el extreno
x=0 se enfria hasta 0 grados, mentras que el extremp x=20 se calienta
hasta 60 grados, y anbos se nantienen posteriormente a esas tenperaturas.
Escribir la distribucio6n de tenperaturas u(x,t) para todo t y evaluar u en
x=5, 10 y 15 para t=0, 5y 30 utilizando tres y diez térm nos de |la serie.

0 Ut - Uyy=0, x0(0,1), t>0
Sea [Ju(x,0)=0
Uuy(0,t)=0, uyx(1,t)-u(l,t)=1
Hal  ar su soluci 6n y conprobar que tiende a o cuando t tiende a oo.

Resol OUi - Uy =0, x0O(0,m , t>0
esol ver -
Hu(x,0)=1, u (0,t)=0, u(mt)=e

t

Sea una placa circular honpbgénea de 1lcm de de radio, inicialmente a 0
grados. Suponganps que en t=0 todo su borde se calienta hasta 1 grado y
luego se mantiene a esa tenperatura. Determnar la distribucién de
tenmperaturas en la placa para t>0. ¢Hacia qué valor tenderd la tenperatura
de un punto situado a 0.5cmdel centro de la placa cuando t —?

Sea (E) ut-uxxt2ux=0 , x0O(0,1), t>0, con el dato inicial (D) u(x,0)=f(x).

a) Determnar la solucidn de (E) que satisface (D) y |as condiciones de
contorno ux(0,t)=ux(1,t)=0 . En el caso de que f(x)=eX deterninar el
limte de dicha sol ucion cuando t - .

b) Denpbstrar que existe una unica solucién de (E) que verifica (D) y las
condi ci ones de contorno u(0,t)=hg(t), u(l,t)=hq(t)

Dut—uxx—au:O, xd(o, 3m,t>0
Sea [Ju(x,0)=1
Uu(0,t)-4uy(0,t)=u(3mt)=0
Determ nar, segln la constante a, el linte de |la solucién si t oo,

BUtt —Uxx=x, x00,m], tOR
Dado EU(X,O) =X, Uu;(x,0)=0 , obtener el valor de u(g,n) ,
u(0,t)=0, u(mt)=m
a] utilizando la férmula de D Al enbert; b] por separaci 6n de vari abl es.

00

(sumar la serie ) desarrollando m™-x2 en sennx en [0, 1] )

g Utt-Uyy=0, x0O[O0,2m,t0OR Genx, x([0, 7
Sea E u(x, 0)=0, ug(x, 0)=g(x) con g(x) = %) xO[ 10 21
Ux(0, t)=ux(2mt)=0 '
Hal l ar u(x,2m con la fornula de D Al enbert y por separaci 6n de vari abl es.

[ utt- Uyx=0, x0O[0, ,t0OR
Sea [Ju(x,0)=ut(x,0)=0
Lu(o, t)=senwt, u(mt)=0
Determ nar | os valores de w para |l os que |a sol uci6n no esta acot ada.

Eutt-u”-%ur:F(r), 1<r<2,t>0
Sea U y(r,0)=0, ug(r,0)=g(r)
Eu(l,t):u(z,t)zo
a) Hallar la solucidon para F(r)=0 i) por separacion de vari abl es,
ii) con las técnicas del capitulo 6.

b) Resol ver el problema con F(r) =g(r) =r; senTr
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DUXX+uyy:O ] (X1 y) D(01 l) X(01 T[)
Resol ver 0O .
DU(X,O) :Uy(X,T[) :U(O, y):01 U(l,y):].

DAu = 0, r<1, 0<6<a HAu =0, r<1
Sean (Pgy) []Ju(1,6) =sen"™® (P) k6
a ’ a y Eu(l, 0) =sen-

Du(r,O):u(r,a):O
Comparar para k=1 y k=2 |l as sol uciones de (P) con las de (Pqg) si oa-2Tm
Hal  ar cotas superiores e inferiores para todas |as sol uci ones.

Sea el probl | pl ano: { oL .
ea el problema en el plano: u(r, 0)=u(r, m=u(1,0)=0

. L . 1 1
Resolverlo y justificar si u( > 5) €s mayor O menor que cero.

Probar que %su( % ]2;[) <1, si u(r,8) es la solucion del problema plano:

{ Au=0 , r<1 f(0 _ 01, osesm
u(1, 8) =f ( 6) con T(8) =8y rcecrn

Oupp +3 up +5 ugg=cos26-a, r<i, 0<6<m
Resol ver [] re ™, U T2 Uge ) )

para | os a que se pueda.
[Jur(1,08)=0, ug(r,0)=ug(r, m=0

Resol ver por separaci 6n de variables el problenma en | a sem esfera:

Eu +gu +iu +Cose ug=0, r<1, 0<6<1v 2
re Ty UrT 2 Uee™ o ng 10T ;

Eur(lve):f(e)l Ue(ramz)zo
¢Qué condi ci 6n debe cunplir f(6) para que exista sol uci 6n?
Hal l ar |a solucién si f(8)=cos?-a para el Gnico a en que existe.

Au+u=0, (x,y)0(0, mx(-1 4, 17 4)
Cal cul ar I a soluci6n (o sol uciones) de [Ju(0,y)=uy(x, -1 4)=uy(x, W 4)=0
Uu(m y)=sen2y
Conmpr obar que no podenps garantizar |a unicidad del problema si utilizanops
la formul a de Green.

Resol ver el problema exterior para |la ecuaci 6n de Laplace en el circulo y
en la esfera con sinetria, es decir, resolver:

Au = 0, si r>R qAu = 0, si r>R
Ju(R 08)=f(0), 0<6<2m y Ju(R, 8)=f(06), 0<b<m
[Ju acotada cuando r - LJu-0 cuando r -

Hal l ar |l a sol uci 6n en anbos casos para f(6)=a constante y para f(6) =cos°’e.

Resol ver:
E ut-Au=0, (x,y)0(0, mx(0, m,t>0
u(x,y, 0)=1+cosxcos2y
J ux(0,y, t) =ux(m y, 1) =0
H uy(x, 0,t)=uy(x, mt)=0

utt-Au=0, (x,y)d(0, mx(0, m,tOR
u(x,y, 0)=sen3xseny, u; (X, y, 0) =0
u(0,y,t)=u(my,t)=0
u(x,0,t)=u(x, mt)=0

&
0
H

2 2 o Eut-Auzo, 1<r<2, 0<z<1,t>0
EAu=z , XSHyT+zo<l Du(r,z,O):senTrz
Ou =23 si x%+y2+z%=1 Hu(l,z,t):u(z,z,t):o

u(r,0,t)=u(r,1,t)=0
Un cubo honpbgéneo de lado 1 inicialnente a tenperatura constante T, se

sunerge en el tienmpo 0 en un bafio que se mantiene a tenperatura Tp. Hallar
| a distribucién de tenperaturas en cual quier tienpo t>0.

2p10
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probl emas 9

. o y" = f(t)
Hal 'ar una férmula para | a sol uci 6n de y(1)=a, y(2) =b
siguiendo el camino de la teoria para el calculo de la funcidén de G een
para | a ecuaci 6n de Laplace en el plano [ayuda: la funcidn v(s)=|s-t]|/2
satisface v"=§(s-t) para cadat fijo].

Hallar la funcién de G een para |la ecuaci 6n de Laplace en el seni plano
{(x,y):xOR y>0} y utilizarla para la hallar |a solucién de

Au=F(x,y), xOR y=>0

u(x, 0) =f(x)
Resol ver el nisnp problema para F=0 con transfornadas de Fourier.

Au=0, r<a, 0<6<1/ 2, a>0
a) Resolver: (Pz) [u(r,0)=u(a,8)=0
Ou(r,w2)=1
b) Utilizando |a funci én de G een adecuada resol ver
Au=0, (x,y)0(0, »)x(0, «)
u(x,0=0, u(0,y)=1
y conparar su solucion con el linmte cuando a-« de |la soluci 6n de (Pj3).

- o 0 Au=rcos28 |, r<1
Cal cul ar el valor en el origen de |a solucién de J
g Hu(1,8)=0, 0<<2m

Hallar la funci én de Green para | a ecuaci 6n de Lapl ace:
i) en el semicirculo r<1,00(0,mM; ii) en el domnio r>1, 60(0,1W2).

) _Usens, 6000, 1 .
Sabi endo que u(1,0) —BO Cemoer hall ar el potencial u en el punto

del plano de coordenadas pol ares r=2, 6=0.

a) Hallar la funcion de G een en el semespacio z>0 para |la ecuaci 6n de
Lapl ace.

b) En el plano z=0 el potencial es Vg dentro de un circulo de radio a,
centrado en el origen, y O fuera de ese circulo. Usando a) expresar
medi ante una integral el potencial en un punto de coordenadas cilindricas
(r,06,z). Denpostrar que a |lo largo del eje del circulo (r=0) el potencial es

V=\Vg[ 1-z(z2+a2)" e 2]

Escribir, utilizando coordenadas esféricas, la funcion de Geen G para |la
ecuaci 6n de Laplace en la esfera unidad y deducir |a expresion, en térmnnos
de G Fy f, de la solucién del problemn

Au=F, r<l
(P){ u=f si r=1

Hall ar el valor de la solucidn de (P) en el origen en caso de que:
i) F=1, f=1 , i) F=z, f=z°

Sea (E) ui-uxx-2ux+au=0. Sinplificarla con un canbi o de vari abl e adecuado.

2
Hal l ar la solucio6n de (E) que satisface la condicidn inicial u(x,0)=e X y
anal i zar su conportam ento cuando t - oo,

2p11
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Ut - Uxx=0, x>0,t>0
Sea { u(x, 0)=0, u(0,t)=1, u acot ada

Escribir en térmnos de la funcidn error @ su solucioén u(x,t) utilizando:

a) la formula para | a semrrecta obtenida en | os apuntes,
b) la féornmula de la varilla infinita, tras canbio y extensi 6n adecuados,

c) transfornmmdas de Laplace en la variable t [ L[1- @/ 2Vt )]=% exp(-xVs)]

Hal l ar con un error nenor que 0.001 el valor de u(0.5,1), u(1,1), u(6,1),
u(l1,4), u(2,4) y u(12,4).

i) Hallar 1(aXx) :J‘ge‘akzcoskxdk pr obando que %X:-foal e I(a,O):\é/n; usar
2Va

2 2 2 2
lo anterior para calcular: O Y e ), oXke?), ol(e?), o(e®).

ii) Probar el resto de afirmaciones de los teorema 2, 2' y 4 de 9.2.

iii) Calcular  C[8(x-a)+§(x+a)] y O7( %02 )

Resol ver nedi ante transformadas de Fourier:
Ut - Uxx=0, xDR t>0 [Ut - Uxx+Ux=0, XxOR, t >0 Ut —2t Uy, =0, xR, t >0

Si(x, 0)=e X" D(xxn:éx’z (. 0) =3(x)

t-Uxx =0, X, t>0

Resol ver: %J(X 0) =f(x), uy(0,t)=g(t), u acot ada

Uilizando transformadas de Fourier resolver el problema puro de val ores

iniciales para |la cuerda vibrante y el problema 4 de probl emas 6.

Dutt Uy»=0, x=0,t=0

u(x 0)=ut(x,0)=0, u(0,t)=sent ’
i) Hallar y describir u(x,t) para cada t>0 fijo

(ayuda: v=sentcosx satisface |la condicio6n de contorno y |a ecuacién).
ii) Hallar ﬁs, transformada seno de | a solucion u hallada en i).

Hal I ar Gs resol vi endo directanente (P) por transfornadas seno.

Sea (P)

a) Resol ver O Upg- Uygxt2Up +Uu=0, X, t0OR  i. con transfornadas de Fouri er
BU(X,O):f(X),Ut(X,O):O ii. haciendo u=we-!

Si f(x) =senmx, x0,1] y O en el resto de R dibujar u(x,3).
O U ¢ - Ugx+2Up +u=0, 0<x<1,t0OR

b) Resol ver B u(x, 0) =sentx, ut(x, 0)=u(0,t) =u(1,t) =0

., Utt+2ut X+uXX:O! X, t R
Hal | ar | a sol uci 6n de { u(x, 0) =0, u (x, 0) =g( x)

i) a partir de su forma candnica, ii) con transformadas de Fourier.
Resol ver: t(t’(t 1l;XOg(X) por las caracteristicas y utilizando la O .

Sea (E) u; +(cost)u,=u, xOR t=0 .

i) Hallar la solucidn con u(x,0)=f(x) por Fourier y |las caracteristicas.
. . _ cos?x, xO[-1/2, W 2]
) s 1(x) = O en el resto
iii) Estudiar si existe mas de una soluci 6n de (E) satisfaciendo u(0,t)=0.

Bado { Ut —Uyy =8(X) , XOR, t>0
u(x,0) =0, u acotada
hal l ar u(0,t) sin que aparezcan integrales en el resultado.

describir u(x,t) para t=0.
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