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Problemas de Métodos II (grupo piloto)
Hoja 4: problemas de contorno. -

Determinar los autovalores y autofunciones asociadas:
yu +;\y= 0 yn_zyl*y{‘ay =0
y(0)=y'(1)=0 y(0)=y(1)=0

v +Ay=0
y(0)=y(1)+y'(1)=0
Sea (P ) con el significado y notacién de la teoria (proble~ 2e
ma S-L con condiciones separsdcl) y Supongamos q(t)¥ 0 para
todo t de [a,b] . Probar que si A es autovalor e y es la au-
tofuncidn correspondiente entonces

’bryzdt }b(p(y )2+c'1y2)dt— [pyy ]2 . Deducir que si u':ﬁ'—-o
todos los autovalores de (P ) son estrictamente positivos. Més
en general, encontrar condiciones sobre® , o' (3y (3' que ase-
guren que los autovalores sean mayores o iguales que O ., Com-

y"+ Ry= tiene un autovalor negativo.
2y(0)+y'(0)=y(3)=0

5.

probar que 4,

Fneontrar la funcibén de Green para los problemas:

ty" +y' = £(%) (ty')'—%=f(t) ' = £(%)

y(1)=y(e)=0 y()=y(2)=0 y(0)4y(1)=y' (0)4y'(1)=0
Hallar las soluciones si f(t)=t .

5.

¢Para qué valores de A tiene solucibn
tnica?. Estudiar lo que sucede para
los otros valores de A . Hallar la

7" +Ay = ~4N2t
y(0)=1, y(1)=0

Sea

solucién (pora los valores de A en que exista). 6..
Desarrollar cen serie de senos y cosenos cn L—Y'T,ﬁ] , estudian-

do la convergeaciz puntual y uniforme de dicha serie:

£(t) = sent , wf-M1,T} f(t)n{ -1, s [-17,0 , v€[-F,0)

£(t)=} sent (N WL—“,”] sent tE(O ﬂj £(t)=) gent thO H]

Encontrar el desarrollo dc f(t)=t en serie de autofunciones

de los problemas del problema 1 :
7e
(-t2)y") ' +Ay = O

y(0)=0, y ocotada en 1

Eseribir los tres primeros términos del desarrollo de £(t)=1

en seric de autofunciones dc¢ cste problema de Sturm-Liouville

Sea

no singular .

wouotémas de Métodos II (grupo Hileto)-— - T
Hoja 5: EDP lineales en dos variables.

Hallar la solucidén que contiene la curva p que se indica:

Xy Tg-augs O, XU ~yu, = 2xyu
¥= 2=y X -l- =4 I =:
i P Mxd 5 Rz fi7=0

Clasificar, reducir a forma candénica y, si es posible, encontrar
la solucidén general:

2 2
uyy'l'auxy'l'euxx U —x uxx=0 uxx-3yux+2y2u=y
Resolver los siguientes problemas:
_ 2
Up U= Fiy §7C V=0 | ~Uyy=0
u(x,0)=x ulx,x)=f(x) ¢ u(x,x)=0 t,x€TR
ut(x,0)=0 ub(x,x)=0 ut(x,x)r:O
Estudiar la unicidad de los problemas:
I8
w, ~ku__ =F(x,t),x€[0,L}
& =% IR 1 p; 2 u=F D
u(x,0)=£(x)  t»0 {A“"k u=Feen D e=f eincl ¢ Lic,=fD
- _~ lu=f en @D a3u i '
0, (04£)4u(0, £)=u(T, t)=0 Fa-e ev c,’ c;NCy=0
Resolveg los problemas
—+ 2
U i-C =8 { Wp—C =0 /utt—caumf() xQ[O,JJ
u(x,0)=x x,t€ IR u(x,0)=senPx u(x,0)=0 té IR
ut(x,0)=—l u,t(x,O):O u.t(x 0)=0

u(0,t)=0,u(l,t)= sen2t
N (hallar u(¥2,3/2))
Dibujar las soluciones en los instantes u=1/2¥ t=1., Calcular
u(l/2,3/2). Estudiar a partir de las caracteristicas para qué
valores de (x,t) la cuerda estéd en reposo:

u(0,t)=u(l,t)=0

Up U [O Yt ‘ugy-u =0, ~{0, ®)xR
u(x, O):{sen xf ?ng u(x,O) o % tEZR u(z O)={x21-x),x€r0 1]
u (x,03=0 ug(x,0)= {l,‘lgxﬁ u, (x,0)=0
u(0,t)=u(1,t)=0 u(0,t)=0

ot (cuerda semlacotada)
W= Uy ~Up= 0, Hallar su solucidn general. Hallar la so~
lucidn particular gue satisface u(x,0)=f(x), ut(x,0)=0.

Si si kxfay2
2(x) = {1-21;1 si b &y2

Dibujar en el plano xt las caracteristicas que pasan por (0,0)
v (0,1). :Cull es el dominio de influencia sobre la solucidén del
valor inicial f en x=0? gCufl es el dominio de dependencia de
u(0,1) de los valores de f?

Sea

dibujar la solucidn para t=1 yt=2.
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!ub(x,o)=u(0,t)=u(i’i yt) =0
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Problemas de Métodos II (grupc piloto)
Hoja 6: geparaciln de variables

Resolver los sizulentes problemas:

x £{0,1} , tER ,’ut—uxx= o x&fo,f1),t™0

4 x , 0Lx41/2
u(x,0) =§¥ J1/2exél

ut(x,0)=u(0,t)= (1,%)=0

Upg = Uy = 0

t-l- ‘+ut—- u. = 0
u(x,0) = sen2x

zigo,ﬁ {ut-uxx_=0 erO;'T) 20
su(x,0)=1

lu(0,6) = u (@, t)=0

[ Au= 2xcos2y en (0,71)x(0,T)
¢ v (x,0)=u (x,11)=u(0,y)= 0

Au =-1 en (0,71)x(0,T1)
u =0 pars x=0 , x=il

=0 , ¥=I1 {u(ﬁ,y) = 5% cosy
Yr . Yee 1 u u
o =0 L pl 2 T 86
urr+r+—;.§' 1ex Jurr+T+_r2—=o ré2
T e 0E[02M)  felmsO) = ue(ziT)=0
w,(2,8) = cos2e 2 tu(2,e)=3 & fo,M]

Sea una varilla &e aluminio (k= 0.86 cm2/seg) de 20 cm de lon-

gitud, inicialmente con una temperatura uniforme de 250. Su-

pongamos que en el instante t=0 el extremo x=0 se enfrfa has-~

ta 0° mientras que el extremo x=20 se calienta hasta 600, y

ambos se mantienen posteriormentc a esas temperaturas.

i, Encontrar la distribucidén de temperaturas en cualquier tiem-
po t.

ii. Calcular la temperatura u(5,30) utilizendo uno, dos y tres

términos dc la serie¢ solucidn.

Sea una placa circular homogénea de lcm de rrdio, inicialmen-
te a 0°. Bupongamos que «n t=0 todo su borde se¢ calicnta hasta
2.8 ¥ lucgo se mantienc a c¢sa temperatura. Determinar la distri-
bueidn de temperaturas en la placa pera t®0 . p¥acia que valor
tenderd lc tenperatura de un punto situado a 0.5cm del centro
de la place cuando t—3 0?7

Resolver: (ug= (W duy)=0 (x,5) = (0,7)x(0,T1) >0
¢ u(x,y,0) =1+ cosx cos2y
1%(O’y’t) = uﬁr(ﬁ’y,t) s uv(xyo’t) = uv(x,ﬁ,t) =0

3.

5.

6.

. i1
7.iSea h(x) =40

Problemas de Métodos II (grupo. piloto)
Hoja 7: Otros problemas en EDP.

Resolver: gy = (uxx-l-u +u_)=0 (x,y,z)éma, tEéR
% 2
u(x,5,2,0)=x+35+2
ut(x,y,z,O) =0
Sea el problema  ug .- (u, + uy,_,)= 0 (x,y)“fIR‘2 , t30
SEOTROES o o (x,7)€ S
_ si (x,y)€
v (x,3,0) =43 5§ Gy £ S
donde S es el conjunto del plano que escrito en polares es
\(r,e) B: re]1,27, e€[-T1/2,M/2]{. Hallar u(0,0,t).
Hallar la funcién de Green para la ecuacidén de Laplace en
el semiplano ((X,y): x¢R, y>»0 ' y utilizarla para hallar
una solucidn de ]_L\u:F(x,y) x¢IR, y>0
Vu(x,0) = £(x)
Resolver el mismo problema con F=0 mediante transformadas
de Fourier.
Hallar la funcidén de Green para la ecuacién de Laplace en el
semicirculo unidad ré¢ €0,1), e £(0,TT) .
i, Probar que si ! o 2
I(a,x) = ’ ook cos kx dk
;0
dl X = vy .
entonces FE=-355 I e I(a,0) =vT éE\ a ; hallar I(a,x).
. ~ - —
Deducir de i: ii, o+ e (e ak®y _ =¥ /ta /2a
[ D —— 2
iii. ‘ k e senkx dk =-ﬂ‘7§ x e X /he
/0 4a>
Resolver: u.,~u__=0 x£IR u. -u,__=0 x>0
b o 6 L - £30
u(x,0)=e u(x,0)=0
u acotada ux(O,t) = g(t)

si Ix!¢L A
si 1xi#L , Calcular h .,

iiDefinamos o’(x-a) como el "limite" de las funciones

z - o §
Ph(x) =f 1/2n  x& [a-h,a+h| cuando h—s0 y definomos

@ ien ®l resto d =1im P . Coleular & .
h—s-0
Resolver el problema puro de v~lores iniciales para la cuerda

vibrante mediante transformadcs de Fourier (utilizar i y ii).



