Apéndice

Repaso de EDOs

Algunas EDOs de primer orden %:f(x, y) | resolubles

[f. fy continuas en un entorno de (xo, o) = existe una Unica solucién con y(Xo)=yo 1.

Separables: %=% - [qly)dy = [p(x)dx +C.
Se convierten en separables: %:f(%) con z=§ . %:f(ax+by) con z=ax+by .
Lineales: g—§=a(x)y+f(x) - y= celatdx efa(x)dxfe'fa(x)dxf(x) ax.
[solucién general de la homogénea + solucién yp de la no homogéneal.

Exactas: M(x,y)+N(x,y)% =0 con l\,\/l’fbj" [My=Nx] — U(x, y)=C solucion.
=Uy

Ej. d—i:% (solucién Unica si y#x) se puede resolver por tres caminos:
_y / _ z (2z-2)dz _ _ dx 2 _~,_Y: _Sy_C
z=3 o XZtz=379 - | h5, = Zf x +C — 2°-22=5-23=5.
Ux=y = U=xy+p(y)

— y2_2xy=C.
Uy=x—y = U=xy—3y?+q(x) y y

y+(x—y)g—§ con My=Nx=1 —

dx _y=x _ _Xx i i6n Gnica si =C41 =C4/
= y+1 lineal (solucidén uUnicasi y#0). x y+yfydy yta2-

dy~ 'y
Pasa una sola curva integral (solucién de L —... ode &=... ) salvo por (0,0)].
dx dy
4 / —
EDOs lineales de orden 2: MY +aJy +.b(x)y—f(x) T wie=r 72|
a,b,f continuasen I. i »2

Si xo €I, tiene una sola solucién (definida en todo I) con y(xo)=Yo, y’(xo)=y;.

Si y1,y2 son soluciones de la homogénea (f=0) con wronskiano |W|(s)#0 para
algln sel, la solucién general de la homogénea es: y=ci1y1+cCay2.

Si yp es una solucion de [n], la solucién general de [n] es: y=c1y1+Coy2+yp.

Una solucién particular de [n]es: yp=y>/ f%dx -v1f T%fldx [fvc].

, U2+au+b=0 (autovalores).

Coeficientes constantes: [h] ’ y”+ay’+by =0

Si Uy #up reales — y = c1 elrX+ ¢, el2X
La solucion general de [h] es: Si u doble (real) —» y = (c1+c2x) el
Si u=p=+xig — y = (c1cosgx+czsengx)ePX

Método de coeficientes indeterminados para [c]| y” +ay’ + by = f(x) ‘ :

Si f(x)=e*pm(x), con pm polinomio de grado m, y u no es autovalor, tiene
[c] solucién particular de la forma yp=eM*Ppy(x), con P, del mismo grado. Si u
es autovalor de multiplicidad r, hay yp=x"eM*Pn(x).

Si f(x) = e [pj(x)cosgx+qgk(x)sengx] , pj, gk de grados j, k, y p£ig no
es autovalor, hay yp=ePX[Pm(x)cosgx+Qm(x)sengx] con Pm y Qm de grado
m=max{j, k}.Si pxiq es autovalor hay yp=xePX[Pmn(x)cosgx+Qm(x)sengx].

Ej. y’—-y=eX. u==x1 — solucién general: y=ci1e*+ce *+yp, con:
yp=AxeX —» A(x+2)-Ax=1 — yp=%xe". O mas largo:
e—X

= —e X[ _axfeXeX _ _lax,lyax
_ox[=2, yp=e X [E5 —eX [ 7 = —geX+5xeX.

eX
WIe0=| 5
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Euler: [ul| x2y”+axy’+by =0 |, u(u—-1)+au+b=0.

Si u1#up reales — y =cixH1+coxH2
La solucién general de [u] es: Si u doble (real) —» y = [c1+¢2 Inx] xH
Si u=p=xqi — y=[c1cos(qInx)+czsen(qginx)]xP

Una yp de x2y”’+axy’+by = h(x) se obtiene de la [fvc] (con f(x)=h(x)/x?),
o utilizando que con x=e° se convierte en y”’(s)+(a—1)y’(s)+by(s) = h(e®).

Si | b(x)=0|, y’=vV lleva [e] a lineal de primer orden en v.

Ej. xy”’—2y’ =x. Se puede ver como Euler: x2y” —2xy’ =x2, u(u—-1)—2u=0
— y=c1+C2X3+yp, con yp=Ax? (yp=Ae?) — yp=—3x2.
[0 bien, Wi)=[}

—2y2 311 x31 _ _ 1.2
o 2e|=3 Ye=x3[ 35+ =-3X ]

3x2

O de otra forma: y’=v — v’=2X—V+1 - v=Cx2+x2f‘j(—’2‘=Cx2—x - y=K+Cx3—%x2.

Para otras ecuaciones lineales de segundo orden hay buscar:

Soluciones en forma de serie:

Si a, b son analiticas en x=0, es un punto regular de [e]| y"’+ a(x)y’+b(x)y=0

0
y la solucién de [e] es y=chx’<=coy1 +c1y2, con co, c1 arbitrarios.

n=0

x=0 es punto singular regular de [e*]

X2y"+ xa*(x)y’+b*(x)y=0 | si a*, b* son
analiticas en x=0. Sean r1 >r, las raices de q(r)=r(r—1)+aa‘ r+b6‘ .

Hay solucién y1 de [e*] de la forma y;=x" ickxk, Cco#0.

n=0

La segunda solucién y; linealmente independiente es:
alSi ri—r2#0,1,--+: y2=x"23"bgxK, bo#0. blSi ri=rz: y2=x1"13 bexK+x1Inx.

n=0 n=0

c1Siri—-rpeN: y2=x’2§:bkx’<+dyllnx, bo#0, deR.
n=0

EDOs importantes resolubles utilizando series:

Legendre | (1-x2)y” —2xy’+p(p+1)y=0 |. Tiene soluciones polinémicas si p=neN:

Po=1, P1=x, P2=3x?~3, P3=3x3=3x, Pa=Px*=Px2+3 , ...

Se cumple que: f_ll PnPmdx=0, si m#n; f}lPﬁdx=2nzﬁ.

Bessel: | x2y” +xy’+[x?—p?]y=0 ‘ - r=xp.rn=p — jp(x)E[g]pi—(_l)m bo2]°
m=0

m!T(p+m+1) *
Jp soluciones acotadas en x=0, con infinitos ceros [los de Jo son: 2.4..,5.5.., ...].
Las soluciones linealmente independientes de ellas son no acotadas en 0.
Cuando p=%, % ..., la solucién es expresable con funciones elementales
[por ejemplo, si p=% es y=c1 Sf/;x+cz C?/;X ]

Recurrencia: jp+1=2X—pjp—jp_1 . Derivadas: [xP/p(x)]’ = xPJp-1(x) , Jo(x)=~)1.

1
P lp
2
\ R o8] \Jo Bessel

Legendre
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Repaso de convergencia uniforme

Sea la sucesion de funciones definidas en AcR: {fn(X)} =f1(x), f2(xX), ..., fn(X), ....

{fn} converge puntualmente f en A si para cada x€A es Aergo fn(x)=f(x).

{fn} converge uniformemente hacia su limite puntal f en A si
Ve > 0 existe algin N tal que Vx€A, si n>N entonces [f(x) —fa(X)| <€.

Graficamente, si {fn} — f uniformemente, a partir de un N todas las f
gréficas de las f, quedan dentro de toda banda de altura 2¢ alrede- € Zonn

dor de la de f. Si la convergencia es sélo puntual, para cada x el N g.,____‘y‘____ £,
es distinto y no se puede dar uno valido para todos los puntos de A. i <l

. 0 si x=0
—yl/n _,
Ej. fn(x)=x" {1 si x€(0, o)

La convergencia es uniforme en [1, 2], pero no en [0, 1].

Para cada x€[0, 1] existe N tal que si n>N el punto (x, x1/")
estd dentro de la banda, pero hace falta elegir N mayores se-
gun nos acercamos a 0. En [1, 2] la convergencia es uniforme,
pues el N que vale para x=2 claramente vale también para
el resto de los x del intervalo. 0 1 2

(puntualmente). | - N

’fn continuas en un intervalo I y {fp}—f uniformemente en I = f continuaen I.

Si las f, son derivables, que f, — f uniformemente

no basta para que f sea derivable, o puede existir

f’ y no ser el limite de las f,; (como en los ejemplos

de la derecha); para que pasen ambas cosas, deben Ixl
también converger las fr’7 uniformemente.

Las series de funciones son un caso particular

[oe]

>.fn converge puntualmente o uniformemente en A hacia f silo hace
=1 .z -

! la sucesion de sus sumas parciales S, =f1+:--+fn.

Criterio de Weierstrass

Sean {fn} definidas en A y {Mp} una sucesién de nimeros tal que |fh(x)| <M,
Vx€A y tal que Y.M, converge. Entonces > f, converge uniformemente en A.

Ej. > > converge uniformemente en todo R pues [S‘er?—z’”‘|§ niz y Zn% converge.
[Se tiene entonces, por ejemplo, que la suma f(x) de esta serie es continua en todo R1].

La serie obtenida derivando término a término: Y, <™ diverge, por ejemplo, si x=0.
(Para otros x, como x=m, converge por Leibniz, y para casi todos es dificil decirlo).

Asi pues, en general, no se pueden derivar término a término las sumas infinitas
como las finitas. Aunque si se puede hacer con las series de potencias:

La serie Z CnX"=Co+C1X+Co X2+ - - converge uniformemente en todo intervalo
n=0
cerrado [a, b]c(—R,R) (R radio de convergencia). Para |x| <R la funcién f(x)

definida por la serie es derivable y f/(x) = chnx”‘l =c1+2cx+3c3x2+ -
n=1

. 2 3
Ej. x—%+%+--- con R=1, converge puntualmente '

JAAN

si x€(-1,1] [hacia log(1+x)] y uniformemen-
te en cualquier intervalo [a,1], a> -1, pero no !
lo hace en todo (-1, 1], pues las sumas parciales 531
estdn acotadas en ese intervalo y el log no. i

La serie derivada término a término 1—x+x24--- S}
converge en (-1,1) [hacia 3% ] o/ floati
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Repaso de calculo en varias variables

Sean a,x€R”, AcR”. Entorno de centro a y radio r es B/(a)={x: ||[x—a| <r}.
a es interior a A si hay algin B;(a)cA. A es abierto si A=intA={x interiores a A}.
Frontera de A es dA={x: Vr, B/(x) tiene puntos de Ay de R"—A}. A=intAUJA.

La derivada segtn el vector v de un campo escalar f: R” — R en un punto a es:
— _ i flathv)—f(a) _ . [si v es unitario se llama direccional,
Dvf(a) = fv(a) = ,LTE', h sifect ViV “§ivziesla parcial af/ax(a), ... 1.
of1/0x1 -+ 9f1/9Xnp
~~~~~~~~~~~~~~~ , el determinante jacobiano es : : .
0fn/0X1 -+ 3fn/3Xn

X=rsenf@cos¢
. X=rcosf axy) _ - o ax,y,z) _ ,2
Polares: y=rsen6} = 300 =r. Esféricas: g;;zg!ggsemp = 36,9 =r<senf.

Cambios de variable en integrales dobles:
Sea g: (u, v) = (x(u, v), y(u, v)) de C!, inyectiva en D*, g(D*)=D y f integrable.
Entonces: [f, f(x,y)dxdy = [[,. f(x(u, V), y(u, v)) |gﬁj£| dudv .

Integrales de linea de campos escalares:

Sea C la curva C! descrita por una funcién vectorial c(t): [a, b] = R2 y sea f un
campo escalar tal que f(c(t)) es continua. Entonces: fcfds Ef:f(c(t)) [lc’(t)| dt.

[No depende de la ¢(t) elegida. Si C es C! a trozos, se divide [a, b] y se suman las integrales].

Teorema de la divergencia (en el plano):
Sea DcR? limitado por aD curva cerrada simple, f: D — R2 campo vectorial C1,
y n el vector normal unitario exterior a oD . Entonces ffDdivfdxdy = fannds.

[Si aD viene descrita por e(t)=(x(t), y(t)) un normal unitario es n=(y’(t),—x’(t)) /llc’(O)Il ].
Ej. Comprobemos el teorema para f(x, y)=(7,y2—1) en el semicirculo r<3, 0<0<m:
ffDZydxdy=fgf§ 2r2sen6drdé = 36. C.
Para C1, si c¢(x)=(x,0), xe[-3,3] — fcl(l—yz)ds=f_33 dx=6.

Para Ca, si c(t)=(3cost,3sent), te[0,m] — ||c’/(t)]|=3. Como Y C
n=(cost,sent), [ fnds=3 ['(7cost+9sen3t-sent)dt=30.

Integrales de superficie de campos escalares:

Sea S la superficie descrita por la funcién vectorial r(u, v): TcR2 — R3 y sea f tal
que f(r(u, v)) es continua. Entonces: [[¢ fdS = ([, f(r(u,v)) 3L x || dudv.
producto vectorial fundamental

[Si S es del tipo z=h(x, y) se puede describir r(x, y)=(x,y, h(x,y)), con T proyeccién
de S sobre z=0, y el producto vectorial fundamental adopta la forma (- hx,—hy,1)].

Ej. Integremos f(x, y, z)=z2 sobre la superficie esférica x=aqa.
Eligiendo r(u, v)=(acosusenv,asenusenv,acosv), =
Tr2T
[[c 22dS =, a?cos?v a?senvdudv = g4,
S 0Jo puf! 3
Con r(x, y)=(x,y,\/a2—x2—y2) ,el puf es —4£— — N
a

Jaixioy? Bt
-
J[sz2ds =2[[;. aa?=x2—y? dxdy = an[; arVa2-r2dr=4a*. 7:|—“
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