2. Problemas de contorno para EDOs

Un problema de valores iniciales para una ecuacion ordinaria con coeficientes
continuos tenia solucién Unica. En concreto, la soluciéon de una ecuacién lineal de
segundo orden queda determinada fijando el valor de la solucién y de su deri-
vada en un punto dado. Las cosas cambian si imponemos las condiciones en los
dos extremos de un intervalo [a, b]. Estos problemas de contorno presentan
propiedades muy diferentes. Por ejemplo, un problema tan sencillo y regular como

{y”(X) +y(x)=0
y(0)=0, y(m)=0

tiene infinitas soluciones: y = Csenx, con C constante arbitraria.

Los problemas de contorno que nos apareceran al utilizar el método de separa-
cién de variables del capitulo 3 dependerdn de un pardmetro A. Para analizar
sus propiedades convendrd escribir la ecuacién de la siguiente forma:

(py’)Y —qy+Ary=0
(P) { ay(a)-a’y’(a)=0
By(b)+B’y’'(b) =0

Ante un problema como (P) nuestro objetivo serd hallar los valores de A\ para
los que hay soluciones no triviales (autovalores de (P)) y esas soluciones
no triviales correspondientes a cada A (autofunciones de (P) asociadas a A).
Observemos que y =0 es siempre solucién trivial de (P) y que, por ser lineales y
homogéneas la ecuacion y las condiciones de contorno, si y(x) es solucién de (P)
también lo es Cy(x) para cualquier C.

Comenzaremos en 2.1 estudiando varios ejemplos para la ecuacion y”’+Ay =0
(la mas sencilla y la que mas veces aparece separando variables). En ellos existira
una sucesion infinita de autovalores y las autofunciones asociadas a A distintos
serdn ortogonales entre si. Después precisaremos para qué tipo de problemas de
contorno (P) se mantienen esas propiedades. Serdn los que se llaman problemas
de Sturm-Liouville separados. Hablaremos también brevemente de los proble-
mas perioddicos y de los singulares.

En la seccién 2.2 veremos que cualquier funcién f continua y derivable a trozos
se puede escribir como una serie de autofunciones de un problema de Sturm-
Liouville, lo que serd muy util en la resolucién de EDPs. Este resultado generaliza los
desarrollos de Fourier en series de senos y cosenos, cuyas propiedades bdasicas
también veremos. Aunque la convergencia natural de estas series sea la llamada
‘convergencia en media’, nosotros nos limitaremos a tratar la convergencia puntual
y uniforme.

Por dltimo, en 2.3, estudiaremos problemas en que la ecuacién (o alguna condi-
cién de contorno) sea no homogénea. Para ellos, ni y=0 es solucién, ni lo son los
multiplos de una solucién dada. La existencia de soluciones dependera de si exis-
ten o no soluciones no triviales del homogéneo. Tendran solucién Unica en el Ultimo
caso, e infinitas o ninguno si el homogéneo tiene infinitas. Cuando haya solucién
Unica daremos una férmula para las soluciones del no homogéneo en términos de
la llamada funcién de Green.

La notacién en todo este capitulo serd y(x), pero en separacién de variables las
funciones de nuestros problemas de contorno serdn X(x), Y(y), R(r), ©(0), ...
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2.1. Problemas de Sturm-Liouville homogéneos

Antes de dar la teoria general, hallemos los autovalores y autofunciones de dos
problemas de contorno homogéneos para la sencilla EDO lineal y”’+Ay=0.

Como su polinomio caracteristico es u24+A =0 — u==++/—=X, la solucién general
de la ecuacién serd diferente segiin A sea menor, igual 6 mayor que 0.

Ej 1.

y”"+Ay=0
(P1) { ¥(0)=0, y(m)=0

Imponemos las condiciones de contorno en cada caso:

Si A<0 la solucién general es y =c1ePX+ce PX,con p=+v-A>0.

Si

Y para A>0 es y=c1cos wx+czsenwx, con w=+vA>0 —

y(0)=c1+c2=0 —cr=—cC1, X i}
y(m)=c1e™+ce ™ =0 ci[e™—e~TP] =0 ..‘.. pE
Portanto c1=c>=0 (pues e™#e~™ si p>0). e TP

Ningln A <0 es autovalor.

A=0esy=ci1+Cx —

Para tener solucion no trivial

Para ello, wn=nvA=nm — Ap=n2, n=1,2,...
Para cada uno de estos An hay soluciones no triviales

yn=c2sennx = {sennx} .

y(0)=c1=0
y(m)=c1+com=0

}—» y=0. A=0 tampoco es autovalor.

y(0)=c1=0
y(m)=csenwn=0

debe ser c2 #0.

. s
Observemos que se cumple si m#n: fo sennx senmxdx =0,

sen(n-m)x _ sen(rH—m)x] T 0
n-m n+m -

pues %fg [ cos(n—m)x—cos(n+m)x] dx = %[
Resumiendo: (P1) tiene una sucesion infinita de autovalores A,=n?%, n=1,2,....
Las autofunciones y,={sennx} asociadas a cada A\, forman un espacio vec-
torial de dimensién 1. La n-sima autofunciéon posee n—1 ceros en (0, m). Las
autofunciones distintas son ortogonales en [0, ] [respecto del producto escalar

(u, V)=fguvdx l.

Ej 2. | (P2) { ij,((-)i_))\:yo,:)g(n)=0 Imponemos estas nuevas condiciones:
peom SOOI amaater-e w0 =0
A=0— ){:E%Zzi:g } — A=0 autovalor con autofuncién yg=cj .
A>0— ){i%g;?ﬁvﬁf;g&n wi=0 } —Apn=n?, yp=cC1COSNX.

Los Ap=n? y las yp={cosnx}, n=0,1,2,...

tienen las mismas propiedades resaltadas para el problema
anterior. Por ejemplo, la autofuncién que ocupa el lugar n se
anula n—1 veces y sigue habiendo ortogonalidad:

sen(n—m)x
n—-m

sen(mm)x 1™ _
n+m ]0_0'

+

fg Cosnx cosmxdx = %fg[cos(n—m)x+cos(n+m)x] dx =3 [
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Pasemos a tratar ya el problema general. Sea la ecuacién lineal de segundo orden
dependiente de un parametro real A:

vy’ +a(x)y’ + b(xX)y + Ac(x)y =0, con a,b,ceCl[a,b], c(x)>0 en [a,b].
La reescribimos de otra forma, que se suele denominar 'autoadjunta’ o ‘'Sturm-
Liouville’. Multiplicando por el @ se tiene

[efay’],+befay+)\cefay5 [py’]’=qy+Ary =0, con peCt, q,reC, p,r>0.

Las condiciones que mas nos van a interesar son las condiciones separadas (cada
una afecta a los valores de y o de y’ sélo en uno de los extremos del intervalo):

Se llama problema de Sturm-Liouville separado regular a uno del tipo:
by [PV —ay+Ary =0
ay(a)—a’y’(a)=0, By(b)+B’y’(b)=0 (condiciones separadas)
donde peCl[a,b], q,reC[a,b], p,r>0 en [a,b], |a|+|a’], |Bl+IB|#0.

[Las dltimas condiciones lo que dicen es que a y |&’|, |8l y |8’] no se anulan a la vez].

Los ejemplos 1 y 2 eran unos (Ps). Este teorema generaliza sus propiedades:

Los autovalores de (Ps) son una sucesién infinita A <A><---<Ap<
que tiende a o. Las autofunciones {yn,} forman un espacio vectorial
de dimensién 1 y cada y, posee exactamente n—1 ceros en (a, b).
Las autofunciones asociadas a autovalores distintos son ortogonales
Teor 1.| en [a, b] respecto al peso r, es decir:

(Yn, ym) = f: rynymdx=0, si yn,¥m estdn asociadas a Ap#Am .

Si aa’>0, BB’>0y q(x)=0 en [a, b] entonces todos los A,>0. En
particular, para y(a)=y(b)=0 [0 sea, si a’=8'=0]todos los A,>0.

No probamos la primera afirmacién y la de los ceros que son dificiles. Si el resto.
Si y cumple (Ps): y’'(a)=gy(a), a’#0 ; y’(b)———y(b) B #0
[yes y(a)=0,sia’=0; y(b)=0, si g’=0].

Si y, y* estdn asociadas al mismo A, se deduce que dependen linealmente, pues
su wronskiano se anula en a (o también en b):

IWIy, y*@)=yy* —y’'y*|,_4=0, si @’=0 osi a’#0.
Sean ahora yp, ym asociadas, respectivamente, a Ap ¥y Am:

Anryn =—[py; 1 +ayn Multiplicando por ym € yn,
Amrym = —[py; 1’+qym | restando e integrando:

parte

b
[An—Am] fa rynymdx = f [Yn(py ) -ym(py;, )’ ]dx [P(Yn)’;n _mem]g =
pues |W|(yn, ym)=0 en a yen b. Portanto, si A\n#Am setiene que (yn, ym)=0.

Si y es la autofuncién asociadaa A y aa’>0, B8’>0, g=>0 entonces
b
A2 ry2dx = [° [=y(py’Y +ay?1dx = [ [p(y')?+ay?]dx - [pyy’]°2 0 = A20,
pues fa ry2dx>0 (r>0), fa [p(y)?+qy?]dx >0 (p>0,g=>0) ,

£ 2>0si , 220 0
_[pyy,](b)={%pgb),[_y(b)1 20SIB'#0 11 1(a)= {ap(a)[y(a)] >0sio #
sip’=0 0sia’=0

Si y(a)=y(b)=0, y={1} no es autofuncién = y’#0 = f(fp(y’)2 >0=>A>0.

17



y’+Ay=0

; ; . 11/ —0 - —
V/(0)=y(1)=0 (casi en forma autoadjunta: [y’]"+Ay=0; es r=1).

Ej 3. | (P3) {

Tendra las propiedades del teorema 1. Busquemos sus A, . Como aa’=88"=0, g=0, nos
limitamos a los A >0. [Ahora ya sabemos que podiamos haber hecho esto en el ejemplo
2,y que en el 1 hubieran bastado los A>0; que conste que hay problemas con A<0].

y'(0)=c2=0

A=0: y=ci1+cx — y(1)=ci1+c2=0

}—»yE 0. A=0 no es autovalor.

A>0: y=cycoswx+czsenwx. y’'(0)=0—-c2=0— y(l)=c1cosw=0

_ —1)272 _
- Wn=2”2 Lo, )\,,:%, yn={cos 2”2 lnx}, n=1,2,...

El teorema asegura que las {yn} son ortogonales: fol Ynymdx =0,

n#m (serfa facil comprobarlo), y que la autofuncién n-sima (como
le ocurre a las tres dibujadas) tiene n—1 ceros en (0, 1).

y”"+Ay=0 Como aa’=0, BB’>0, g=0,

Ej4. | (Pa) {y’(O):y’(1)+y(1)=0 volvemos mirar sélo los A>0.

y'(0)=c2=0

A=0: y=ci1+c2x — Y (1)+y(1)=c1+2¢c2 =0

}—»yEO . A=0 no autovalor.

A>0: y=cicoswx+casenwx. y’'(0)=wcz2=0—- y’(1)+y(1l)=ci[cosw—wsenw]=0.
No podemos hallar exactamente los )\, , pero tan wn=wln
lo cumplen infinitos wp (anulan el corchete infinitos wp),
gue sélo se pueden hallar aproximadamente. La y, para cada
)\n=w,27 es {coswpx}. Estas y, serdn ortogonales.

1 1 |
i i :
1 1 |
| 1 |
NI
i . i
i —
oMy /Wt fwy W
1
i i !
1 1 |
1 1 |
i i !
! ' l

[La mayoria de los problemas de S-L no son resolubles, pues
pocas lineales de segundo orden lo son elementalmente (las
de coeficientes constantes y pocas mds), y aunque lo sean

. . tan w
puede ocurrir lo que en este ejemplo].

Ej 5.

1" _ ot _ 2 _
(Ps) {y 2y"+Ay=0 He—=2u+A=0, [e—2xy/:|’+)\e—2xy=o

y'(0)=y/(1)=0 | = pu=1+JI-x.
Sabemos que los A>0, pero esto no ahorra calculos, pues y hay que mirar A<,=,>1:

A<l: y=c1e@tPx pc;e=Px v/ = c1(14p)eI+PX 4 cr(1-p)eI=PX  p=yT—-X —
c1[1+p]l+c2[1-p]=0
c1[1+pleltP+cy[1-plel=P=0

}-> c2(1-p)e[eP—eP]=0— p=1 (A=0), yo={1}.

c1+c2=0

=1 - — X / — X
A=1: y=[ci+cax]eX, y'=[c1+c2+cax] X — C1+2¢2 =0

} — y=0. A=1 no autovalor.

~y=[ci1coswx+crsenwx]eX, w=vA-1

)\>1 — v/ 0 =c c W=0—)
y’=[(c14+Cc2w) cos wx+(c2 —c1w)sen wx]eX y'(0)=ci+c2

y'(1)=cre(l1+w?)senw=0 —
w=nm,n=1,2,... » Ap=1+n?n?, y, = {eX[sennnx—nncosnnx]}, n=1,2,...
Las autofunciones serdn ortogonales respecto al peso r(x) = e~2X:
fol e X[sennmx—nmcosnmx] dx =0

1
fo [sennmx—nmcosnnx][senmmax—mmcosmnx]dx =0 (m#n)

. X2y +xy'+Ay =0 fa_ [ ’ _ 1
Ej 6. | (Pe) {y(1)=y(e)=0 p(x)—ef“—efx =x — [xy’]"+A%=0. Es r(x)=5 .

Es problema separado regular (p,r>0 en [1,e]).

Ecuacidén de Euler: r(r—=1)+r+A=0—r==++—X . Basta mirarlos A>0:
c1=0

y=c1cos(winx)+casen(winx), o senw=0

} An=n?m?, yo={sen(nminx)}, n=1,2,...

€ sen(nmlnx) sen(mmlinx)dx =0 m;én

Como siempre, las autofunciones son ortogonales: fl ~
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Separando variables nos apareceran también problemas de contorno como el si-
guiente, que no es separado, pues sus condiciones de contorno mezclan valores
en los dos extremos del intervalo. En concreto, este es un problema periédico:

Ei 7. | (Py) y"+Ay=0 [Estas condiciones equivalen a
) 7 M y(-m)=y(n), y'(-m) =y’ (1) pedir que y sea 2m-periddical.
c1[e™—e " ™P]—cy[e™—-e"™] =0 . ..
A<0— 1[e™ —e—] 4 co[e™ —e-TP] = 0 } Como el determinante de los coeficientes

e™—e~™ e~TP e .
= 2(e”p—e‘"p)2 #0 sip=>0,

e —e™mP M _e~TP
el sistema sélo tiene la solucidn trivial c;=c>=0. No hay autovalores negativos.

A=0 — C1—CoM=C1+C2T

o =Cs } se satisface para ¢ =0 y cualquier ¢c1: yo=c1={1}.

2cosentw =0

A>0-— 2ciwsenntw =0

}—> sentw=0 — Ap=n?, n=1,2,...

Para esos A las condiciones de contorno se cumplen para todo c; y todo c>.
Las autofunciones son, pues: yn =cjcosnx+ c2sennx = {cosnx,sennx} .

[Es claro que exigir simplemente que y sea 2m-periddica
lleva directamente a los mismos autovalores y autofunciones].

Las propiedades de (P7) son algo distintas de las los problemas separados: sigue ha-
biendo una sucesién infinita de autovalores A\,=n?, n=1,2,... tendiendo a o,
pero las autofunciones yo={1}, yhn={cosnx,sennx} forman, si n>0, un es-
pacio vectorial de dimensién 2. Utilizando senacosb = % [ sen(a+b)+sen(a-b)]
(y las relaciones ya vistas para senasenb y cosacosb y las férmulas del dngulo
doble) se comprueba gue sigue siendo cierto que autofunciones diferentes son
ortogonales entre si.

Los problemas de Sturm-Liouville pueden generalizarse. En la demostracién del teorema se
aprecia que lo esencial para la ortogonalidad es que [plWl(yn,ym)]2=O; esto sucede para
otros tipos de condiciones de contorno (y para otros muchos no) ademas de las separadas.

Por ejemplo ocurre en los llamados problemas periédicos que generalizan el (P7):

Po) [py’] —qy +Ary =0, conp(a)=p(b), peCl[a, b], q,reCla,b], p,r>0en [a, b]
P y(@)=y(b), y’(a)=y’(b) (condiciones periddicas)

Para (Pp) no se anula el wronskiano de dos soluciones nien a nien b (y por eso hay espacios
de autofunciones de dimensién 2), pero es claro que [p|W|(yn, ym)](B)=[pIW|(yn, ym)](a).

Més en general, se llaman problemas autoadjuntos aquellos tales que [p|W|(u, v)]2=0
para todo par de funciones u, v que cumplan sus condiciones de contorno.

Las autofunciones de estos problemas mds generales (que en libros avanzados de ecuacio-
nes se ve que tienen propiedades similares a las de los separados) son, pues, ortogonales.
Pero no nos ocupamos mas de ellos, pues los problemas que nos apareceran en el capitulo
siguiente seran todos separados (o el (P7) de arriba).

[El término ‘autoadjunto’ se debe a que llamando L[y]l=—[py’]1’+qy vy (u,v)=ff uvdx,

se tiene que (L[u], v) =(u,L[v]) para todo par de funciones u, v que cumplen las
condiciones de contorno: el operador L es ‘autoadjunto’ en ese conjunto de funciones].

y(0)=y(m), y’(0)=-y’(m)

El problema, pues, no es autoadjunto. Operando como en el ejemplo 7 es facil ver que
las cosas son muy diferentes: cualquier A (menor, igual o mayor que 0) es autovalor

Ej 8. | (Ps) {y”“y:O Se tiene [p|WI(u, V)] (m)=— [pIWI(u, v)](0).

(asociado, respectivamente, a {ch [p(x—’zl)]}, {1} 6 {cos [w(x—%)]})

y en general es falso que las autofunciones asociadas a A distintos sean ortogonales.
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Resolviendo algunas EDPs apareceran problemas singulares de Sturm-Liouville
gue no relnen todas las condiciones de los regulares: p 6 r se anulan o no son
continuas en algun extremo del intervalo, el intervalo es infinito. .. Resolvamos tres
de ellos (el 9 surge, por ejemplo, tratando ondas o calor en el espacio, el 10 si esas
ecuaciones son en el plano y el 11 para Laplace en la esfera), en los que en uno
0 ambos extremos es p=0. En esos extremos las condiciones de contorno de un
(Ps) son demasiado fuertes para tener autovalores y autofunciones como en los re-
gulares y se sustituyen por acotacion, de forma que siga habiendo ortogonalidad,
es decir, seglin vimos en la demostracién del teorema 1, que se cumpla:

0=[pny), —Ymy:)1o=An=Am){yn, ym) -

faz 2
y”+)2—<y’+)\y=0 e = [x2y’]’ +Ax2y=0.

. xy” +2y'+Axy =0
Ej 9. (Pg>{ Yoty Axy

y acotada en x=0, y(1)=0

Haciendo el cambio u = xy la ecuacidon se convierte en u”’ +Au=0 —

Cos WX sen wx
x T2 .

y acotada — c1=0; y(1)=0—senw=0— Ap=n?n?,n=1,2,..., yn=1{

la solucién general de la inicial para A>0 es y=c1

sennmx
=}

[ortogonales, como es facil comprobar, respecto al peso r(x)=x21.

Es facil ver directamente que no hay A <0, o podemos evitar las cuentas pues la prueba
de esa parte del teorema se puede adaptar a este problema singular, con lo que A>0.

[También se podria haber observado que las condiciones que quedan tras el cambio son
u(0)=0-y(0)=0, u(1)=1-0=0 — up={sennmnx},y haber deshecho el cambio].

[Si hubiésemos impuesto y(0)=0, y(1)=0 la Unica solucién seria y=0 VA;
las condiciones para este problema singular habrian sido demasiado fuertes].

xy” +y’ +Axy =0

— "’ =
y acotada en x=0, y(1)=0 [xy’ ] +Axy=0.

Ej 10. | (P1o) {

Se puede probar que A>0. Haciendo el cambio de variable independiente s=+Ax
la ecuacion se convierte en la de Bessel de orden 0:

2
SZT{ + % 4 sy =0—y=cio(s) +c2Ko(s) = c1Jo(VAX) + c2Ko(VAX)

La primera condicién de contorno impone que 1

c2 =0 (Ko no estd acotada en x=0). De la 0.8

otra se deduce que c1Jo(¥A)=0. Asi pues, los

autovalores son los A1 <Az <--- cuyas raices 0.6

son los infinitos ceros de Jo [estadn tabulados 0.4

. 1

y si n grande es \/Ap ~(n—z)m]. 02 ~

Para esos Ap las autofunciones asociadas son 0 VA
yn={Jo(/Anx)} . 0 ARV

que son ortogonales respecto al peso r(x)=x. 04

. 1-x2)y’] +Ay =0

Ej11. | (Pry) { [¢ '] ol . L

y acotada en x==%1 La ecuacion es la de Legendre si A=p(p+1).

Se sabe que sus Unicas soluciones acotadasen 1 y —1 son los polinomios de Legendre
Pn(x), que aparecen cuando p=n, n=0,1,2,...

Los autovalores son Ap=n(n+1), n=0,1,2,... y las autofunciones son los P,, que
cumplen, como se ve en los cursos de EDOs: f_ll PpPmdx=0 si m#n [r(x)=1].
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2.2. Series de Fourier

Consideremos el problema de Sturm-Liouville separado regular:

(P){mwy—qy+Nv=0
> | ay(@)-a’y’(a)=0, By(b)+B’y’'(b)=0

y sean yi, ¥2, ..., ¥n, ... sus autofunciones asociadas a los A1, A2, ..., Anp,....

La importante propiedad que veremos en esta seccion es que cualquier funcién
f suficientemente regular en [q,b] puede ser desarrollada en serie de
dichas autofunciones, es decir:

ﬂm=§%mm

Supongamos que este desarrollo es vélido y que la serie puede ser integrada tér-
mino a término. Entonces, por ser las y, ortogonales:

ffrfym dx = ; Cn f:rynym dx = cm ffrymym dx

Por tanto, si representamos el producto escalar respecto al peso r(x):

(u,v)=f5ruvdx debe ser | cp R2LIE , n=1,2,...

- (Yn. ¥n)

[El r es el de la ecuacién en forma autoadjunta; en la mayoria de los problemas que
apareceran separando variables en el capitulo 3 dicho peso serd 1, pero no siemprel.

El problema (nada elemental) reside en precisar para qué funciones f la serie con
esos coeficientes (serie de Fourier de f) converge realmente hacia f en [a, b].
Aunque se le pueden exigir condiciones mas débiles, nosotros pediremos a f que
sea C! a trozos, condicién que sera satisfecha por las funciones que nos apareceran
en problemas practicos.

[Recordamos que f es C! a trozos en [a, b] si podemos dividir el

intervalo en subintervalos [a, b] = [a,x1]U [x1,x2]U---U[xp, b] : h ¢
de modo que: \o \;\
X b

®
i. fy f/ son continuas en cada (Xk, Xk+1) | a x e
ii. los limites laterales de f, f’ en cada xx existen y son finitos].

Si f es C! atrozos en [a, b] entonces su serie de Fourier:
2 {fyn)
Teor 1. ,; (Yn, y¥n) yn(x)
converge hacia f(x) enlos xe(a, b) en que f es continuay
hacia %D‘(x‘)+f(x+)] en los x€(a, b) en que es discontinua.

El teorema no dice nada sobre la convergencia en los extremos a y b.

[La demostracion es dificil y la omitimos. En lenguaje de ‘andlisis funcional’, las {yn}
son una ‘base de Fourier’ del espacio de funciones de dimensién infinita (similar a una
base ortonormal de uno de dimensién finita). La cuestién principal es ver que la base
es ‘completa’, es decir, que no hay otras funciones ortogonales a las {yn}. El espacio
‘natural’ para estudiar las series de Fourier es L2 (funciones de cuadrado integrable) y
la convergencia més ligada a ellas es la ‘convergencia en media cuadrética’:

b n 2
fa ‘f(x)—;Ck}’k(X)‘ dx— 0 cuando n—oo].
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Caso particular de los desarrollos en serie de Fourier son los desarrollos en series
trigonométricas, que, al ser los que mas utilizaremos, estudiamos con detalle.

Los autovalores y autofunciones de:

“+Ay=0 272
(P”{i(O)J(L):o son An="5- e yn={sen"}, n=12.

[Es fécil verlo directamente, o también podemos hacer s=nx/L —
y’ + ;—iAy=O , Y(0)=y(m)=0 en la variable s, que es casi el ejemplo 1 de 2.1;

también se trasladaria haciendo s=x—a un problema en [a, b] al (P1) (con L=b-a),
sin necesidad de estudiarlo desde el principiol.

Llamaremos serie de Fourier en senos de f en [0,L] al desarrollo en estas
autofunciones:

L
f(x)_ansen”"", con bnz%ff(x)sen%dx,n=1,2,... [s]
0

Ya que el peso es r(x)=1 vy se tiene que (yn, ¥n) = fé [sen %]2 dt=5.

[Hemos escrito impropiamente f = X ; la igualdad sélo se da en los x€(0, L)
en que f es continua; en 0 y L audn no sabemos, pero pronto lo sabremos].

Para este segundo problema de contorno:

“"+Ay=0 272
(PZ)H’(O):yy'(L):o son An="7-, yn={cos "%}, n=0,1,... [yo={1}]

Y se llamara serie de Fourier en cosenos de una f dada en [0,L] a:

=) L
f(x)=az—°+z anpcos =, con an=%J0f(x)cos”LL"dx,n=0,1,2,... [c]
Pues (yo,yo)=félzdx=L e (yn,yn)=fé cosﬂ] dx=5,si n>1.
Qo

[Ponemos =2 en la serie para que la férmula del a, valga también para a, 1.
2

Ej 1. Sea ’ f(x)=x, x€[0,1] ‘ . Desarrollémosla en senos y en cosenos:

+1 1 2
—— sennmx, pues bn_Zfoxsennnxdx_—%cosnn,n_1,2,...

fo0=2 31

COS nmx =

o=+ 3 5

Nll—'

- % > (2m1—1)2 cos(2m-1)nx ,
m=1

ya que ao=2f0 xdx=1, an=2f01xcosn1rxdt=nzzT[cosnn—l] , n=1,2,...

Ambas series, segun el teorema 1, convergen hacia f(x) para todo x€(0,1).
Lo mismo sucederia con el desarrollo en autofunciones de cualquier otro pro-
blema de Sturm-Liouville que considerdsemos. Cuando nos encontremos estas
series resolviendo EDPs no tendremos la libertad de elegir en qué autofunciones
desarrollar: nos las impondrd el problema.

Otras dos familias de autofunciones sencillas en las que vamos a desarrollar fun-
ciones muchas veces son las de estos problemas faciles de resolver:

17 +)\ — O 2 _
{§(0)=§/(L)=0 con )\n_[2n22]I_-]2 , yn={5en %} (Y, Yn) = % n=1,2,...
//+A — 0 2
{il(O)zyy(L)zo con A= [2”22}_]2 , Yn= {COS M} (yn,yn)zé n=1,2,...

A los desarrollos en estas autofunciones los llamaremos, respectivamente, series
€en senos impares y en cosenos impares en [0, L].
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La teoria de series de Fourier puede ser extendida para incluir autofunciones de
problemas con condiciones periddicas. Asi para:

y”"+Ay=0 S,
{yg(—l-))=)/(ll-()) ,An=13-,n=0,1,..., Yo={1}, yn={cos %, sen I
y'(=L)=y’(L

se deduce la siguiente serie de Fourier en senos y cosenos en [—L, L]:

[pl | f(x) = % + > [ancos T +bysen =] |, con coeficientes:
n=1

L
[1] an=%J_Lf(x)cos%dx,n=o,1,z,... Ly

L
[2]1| by = %j f(x)sen™dx ,n=1,2,... |, ya que se cumple:
-L

mmnx nmnx

fchosTsen—dt—O paratodo my n; flezdx=2L;

mmx nmx 0 m#n mmx nmx 0 m#n
chos—cos dx—{Lmzn ; fLsen—sen dx—{Lmzn :
[Las férmulas [1]-[2] también valen para desarrollar una f definida inicialmente
en cualquier otro intervalo [a, a+2L] (cambiando los limites a la integral) pues

a+2L a+2L

J, Tcos?=[""sen2=L].

Como en el teorema 1, la serie [p] converge hacia f(x) en los x en los que f
es continua. Pero ademds se puede decir lo que sucede en los extremos —L y L
(observando que [p] define de hecho una funcién en todo R que es 2L-periddica).
Podemos hablar también sobre la convergencia uniforme de [p] (sin demostrar
nada, como en toda la seccién):

Suponemos que f es Cl a trozos en [—L,L] y extendemos f fuera de
[-L,L] de forma 2L-periddica. Entonces la serie [p] con a, y b, dados
por[1]ly[2]converge hacia f(x) en todos los puntos en que su extensién
es continua (y hacia %[f(x‘)+f(x+)] en los puntos de discontinuidad).

Ademas [p] converge uniformemente en todo intervalo cerrado que no
contenga discontinuidades de la f extendida. Por tanto, si f es continua
y f(=L)=f(L) entonces [p] converge uniformemente hacia f en todo el
intervalo [—L,L].

Teor 2.

Las férmulas [s] y [c] para los coeficientes de las series en senos y de las series en
cosenos se pueden ver como casos particulares de [1] y [2]:
Dada una f inicialmente definida en [0, L] podemos extenderla de forma impar o
de forma par a [—L, L]. En el primer caso es impar f(x)cos "= y par f(x)sen "
En el segundo f(x)cos > es pary f(x)sen”™ es impar. Por tanto, ap,=0 vy [1]
se convierte en [s] en el prlmero y en el segundo b,=0 y [2] pasa a ser [c].
[Si definiésemos la f de cualquier otra forma en [—L, 0), la serie en senos y cosenos
también convergeria hacia f(x) en los x de (0, L) en que fuese continual.

Como consecuencia de lo anterior y del teorema 2 se tiene que:

La serie de cosenos de una f continua en [0,L], con f’ continua a
trozos, converge uniformemente hacia f en todo el intervalo.

Si f satisface ademas que f(0)=f(L)=0 la serie en senos de f también
converge uniformemente hacia f en todo [0, L].

[Si no fuese f(0)=0 6 f(L)=0 la f extendida primero de forma impara [—L, L]
y luego de forma 2L-peridédica no seria continua en 0 o en L; ademds estéd claro
que todas las series en senos se anulan en 0 y L, pues lo hace cada sumando].
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.................... 1 ........ En particular, la serie en senos del Ej 1
: : no converge uniformemente hacia f en
: [0, 1] (silo hace en cualquier intervalo de
-3 -1 0 1 3 la forma [0,b], b<1). La serie en cose-
nos si converge uniformemente en [0, 1].

[Aunque las series en cosenos se compor-
ten mejor, resolviendo EDPs no podremos
elegir, como ya hemos dicho, el tipo de
series en que desarrollar las funciones].

. —-1<x<0
Ej 2. Sea f(x)—{x O<XX<1

Su serie en senos y cosenos esté casi calculada:

(= 1)" (="
cosnmx— sennmx.
HZZ e

n=1

La suma de esta serie es 0 en (-1,0], x en
[0,1) y 1/2 en —1 y 1. Entodo cerrado que no
contenga estos puntos la convergencia es uni-
forme. Cerca de ellos la convergencia es mala y
lenta. [Se produce el ‘fendémeno de Gibbs’: apa- ¥ e
recen 'picos’ cerca de las discontinuidades]. S1

—4=0

Ej 3. Hallemos otro par de desarrollos de , €n las autofunciones de los

ejemplos 3y 4 de 2.1: {cos M} y {coswpx} con tan wn_ L [rx)=1].
_ 1 (2n-1)mx & [4(=1)t? 8 (2n-1)mx
Cn =2 [y xcos =5 dx — x = n; [n(Zn—l) - n2(2n—1)2} Cos——— -
(cos wpx, cOs wpx) = flcoszw xdx = LysenWicoswy _ WpHCcostwy __2+wy
nss n*r=1Jo n -2 2wy - 2w? - 2(14w2) '
1 _ _
{x, coswnx) = [, x cos wpx dx = S 2 L zcoivvzv” 1
n n

[e<]
X = Z 2(2coswp—1)

W§+coszwn COS WpX [usando el ordenador: ¢3~0.52, co~-0.46...].

n=1

Ej 4. Nuevo desarrollo de , ahora en [1, e], en las autofunciones del Ej 6 de 2.1.

minx)dx _

2 1
Esta vez el peso no es 1, sino r(x)_— Como fe sen (”X fo sen?(nms) ds=% ,

2nm[1-e(-1)"]

. e 1
x= cnsen(nminx), si ch=2|, sen(nminx)dx=2|. eSsen(nns)ds = e
1 0 1+n‘m

m=1

Observemos para acabar que también se pueden hacer desarrollos de Fourier en
serie de autofunciones de diversos problemas de Sturm-Liouville singulares, en
particular en las de los tres que vimos en la seccién anterior.

Ej 5. Desarrollemos una f (C! a trozos) en las autofunciones del (P1g) de esa seccién:
xy”+y' +Axy =0
Pr0) {3 o k20, yy=o0 = F00= 3 nlo(/Anx) . peso r=x.

fle(X)J v/ Anx) dx 1
o OISXJ%(i;A_nx) jx N jg(jm) Ja x£00Jo(/Anx) dx

pues f(;l xJ2(V/Anx) dx = % fom uj(u)du= ﬁ [Uz U%(U)+J%(U))];/E= 32(/An)
ya que las J, satisfacen [x"Jn]" =x"Jp-1 — [xJ1] =xJo . Jy=-h

— Judu=% 3 +[ujourdu="% 3+ 5[unr)’
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2.3. Problemas no homogéneos; funciéon de Green

Separando variables en la ecuaciéon de Laplace y similares apareceran, ademas
de problemas de Sturm-Liouville homogéneos, otros problemas de contorno con la
ecuacion o las condiciones no homogéneas (para calor y ondas seran de valores
iniciales). Antes de dar su teoria general, veamos un ejemplo.

Ej 1. Discutamos cuéntas soluciones tiene , d, b constantes.

{ y// =x—d
y(1)=y(2)+by’(2)=0

., 3 2 2 .
La solucién general es: y =c1+cax + %—d% (con y’=cz+"7—dx). Imponiendo datos:

{y(1)=C1+C2+é—g=0 d

1
Cc1 C2—2 6
y(2)+by’(2)—C1+2C2+i31 —2d+bC2+2b—2bd—0

, €s decir: 4 -
c1+(2+b)ca =2bd+2d-2b-3

Este sistema lineal tendrd solucién Unica en c1 y ¢ si el sistema homogéneo tiene
sblo la solucién trivial (si el determinante de los coeficientes es no nulo). Cuando el
homogéneo tenga infinitas soluciones, el no homogéneo tendra infinitas o ninguna.

Por tanto, si b# —1, podemos despejar de forma Unica c1 y ¢z, y la solucién queda
determinada, cualquiera que sea d. Perosi b=-1:

Ci1+Cr=5—% . , . .,
{ 2_ 6  este sistema soélo tiene solucion cuando %—%=% =3 d=§ ,

y en ese caso una de las dos constantes queda libre. Si b=-1, d;é%, no hay solucién.

Veamos ya el problema general. Consideremos el problema para la ecuacion no
homogénea con condiciones separadas homogéneas:

(P¢) { [PC)y’]" +9(x)y =f(x)
ay(a)-a’y’(a)=By(b)+B’y’(b)=0
y llamemos (Py) al problema homogéneo asociado (f=0). Luego consideraremos

condiciones de contorno no homogéneas y el caso en que la ecuacién depende de
un parametro. Este teorema generaliza lo que ocurria en el ejemplo 1 de arriba:

, peCl, g,feC, p>0 en [a,b].

El problema (Ps) tiene solucién Unica si y sélo si (Py) tiene sélo la
solucién y = 0. Si (Py) tiene soluciones no triviales {yn} entonces 1-1
Teor 1.| (p;) tiene infinitas soluciones o no tiene ninguna segun sea igual 0%

o distinta de cero, respectivamente, la integral: f:f(x)yh(x) ax.

Se deduce gran parte del teorema imponiendo las condiciones de contorno a la
solucién general de la ecuacién y=c1y1+C2y2+Yyp, y usando las propiedades
de los sistemas algebraicos. Ademas si hay soluciones y de (Ps) debe ser:

fffyh = f,f [Lpy'Y +aylyn = [P(yny’—yy;)]o + ff,’ [[py; Y +9gyn]y =0

y se prueba que esta condicién necesaria es también suficiente.

[La f del teorema 1 es, desde luego, la de la ecuacién en forma autoadjunta
[py’]l’+gy=f; para aplicarlo habra, en ocasiones, que reescribir la ecuacién].

Ej 1*. Hagamos la discusién del Ej 1, ahora utilizando el teorema. El (Py) [para y”/=0]
tiene sélo la solucién y=0 si b#—-1.Y si b=-1 son soluciones y,={1-x}.
El (Pf) [para [y’]’=x-d], tendré entonces solucién Unica si b#-1, e infinitas 6 0,
para b=-1, segln se anule o no la integral: flz(x—d)(l—x) dx = %—g =1 d=% .
Si en vez de la x—d concreta tuviésemos una f(x) general, el teorema daria rdpidamente:
infinitas

Unica solucion si b#-1, e ninguna

, segln flzf(x)(l—x)dng , para b=-1.

Costarfa bastante mas concluirlo hallando la solucién: c¢1 +czx+xfff(s)ds—ff sf(s)ds.
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Sea ahora el problema con condiciones de contorno no homogéneas:

(Pas) { [PCAY]" + Gy =1()
ay(a)-a’y’(a)=A, By(b)+B’y’(b)=B

y sea (P,) el homogéneo obtenido tomando f(x)=0, A=B=0 (el mismo de antes).

Hallando una funcién v que satisfaga sus condiciones de contorno el (Pag) se pue-

de reducir a otro con condiciones homogéneas, pues el cambio w=y—Vv (gracias

a la linealidad de la ecuacién y las condiciones de contorno) lleva al problema:

) [POOW' ] +g(x)w = f(x)— [p()V'] —g(x)v

" aw(a)-a’w/(a)=0, Bw(b)+B’ W/ (b)=0

que es del tipo (Pf) ya analizado. Deducimos, por ejemplo, que:

, peCl, g,feC,p>0en[a,b],

Teor 2. ’ (Pag) tiene solucién Unica < (Py) tiene sélo la solucién y=0

[y si (Py) tiene infinitas soluciones, (Pag) puede tener infinitas o ningunal.

La idea de encontrar una v que satisfaga las condiciones de contorno para convertirlas
en homogéneas se utilizara en las EDPs de los préximos capitulos. Para encontrar dicha
v normalmente trabajaremos por tanteo. Si no es una constante, probaremos una recta;
si no vale, funciones mas complicadas...

Esta claro que aunque en (Pag) sea f(x)=0, si (al menos) una condicién de contorno
es no homogénea, las propiedades son las tipicas de uno no homogéneo. Esto
es lo que ocurre en el siguiente ejemplo.

Ej 2. Discutamos cudantas soluciones tiene: | (Pq) xy"” =y’ =0
) < STy (D) +ay(1)=0,y(2)=1

Comenzamos analizando cuantas soluciones tiene el homogéneo: y =c1 +0rx2 >

{y’(1)+ay(1)=2cz+ac1+acz=O [2—3a]cz2=0 y=0 si a;é%
y(2)=c1+4c2=0 - c1=-4cz 7 y=x2-4 si a=%

Si a;é%, (Pg) tiene solucién Unica. Para a=§ vemos lo que sucede directamente:

{ Y (D+2y(1)=3[c1+4c2] =0

VD)= crtheso1 no existe solucién de (Py/3).

Aunque también podriamos (mas largo) convertirlo en un (Pf) y aplicar el teorema 1.
Para ello buscamos una v de la forma v=Mx+N que satisfaga las condiciones:
xw”’ —w' =-2

V/(1)+3v(1)=1[5M+2N]=0
W/ (1)+35w(1)=w(2)=0

— v=5-2x, w=y-v — (P
V(2)=2M+N=1 4 ( W){

s/
Escribimos la ecuacién en forma autoadjunta: [%} = _X2_2 y usamos el teorema 1:
fz [— )%] [x2—4]dt #0 = (Py) [y por tanto (P2,3)] no tiene solucién.

1

Consideremos ahora una tercera situaciéon, el problema de S-L no homogéneo:

(Px) { [py’] = ay +Ary =f(x)
ay(a)—-a’y’(a)=By(b)+p’y’(b)=0
Llamemos (Ps) al problema separado de Sturm-Liouville homogéneo asociado (el de

f=0). Para cada valor de A tenemos un problema de los ya vistos (con g=—g+Ar).
Se tiene por tanto:

(P,) tiene solucién Unica & A no es autovalor de (Ps).

Si An es autovalor con autofuncién {yn},
(Px ) no tiene solucién
An’ tiene infinitas

Teor 3. b
segun sea [, fyndx fg .
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Ej3.| (P ){y”+)\y=1 Estudiemos, segin A, cuantas soluciones tiene
V2118 o=y (1)-2y(1)=0 569U A '

Hallemos los A, del homogéneo. Como BB’ < 0 podrian aparecer autovalores negativos.

_ C2=C1 N\
A<0: y=c1ePX+cre PX -
y=aem+e cl(p[ep—e‘P]—2[ep+e‘P])=0}

Hay autovalor )\o_—po si thpo_ , con yo={ch(pox)}

[Utlllzando el método de Newton o uno S|m|Iar. pox2.07, Ao~—4.27]. /| Py

c>=0

A=0: y=c1+Cox— 2c1—cy =

0 } — A=0 no es autovalor.

A>0 C1 COS WX+Cy sen wx €2=0x
. = —_—
Fy=a 2 ci(wsenw+2cosw)=0

Hay infinitos )\”=Wr27 si tan wn=—win, con yp={cos(wpx)}.

Por tanto (la ecuacién estd ya en forma autoadjunta):

Si A#Ap hay solucién Unica de (P3).

Si A=Ag, como f; ch(pox)dx#0, (P3) no tiene solucién.

Si A=Ap,n=1,2,..., fol cos(Wnx)dx = %;&O, (P3) tampoco tiene solucién..

Para acabar, deduzcamos una férmula que para cualquier f(x) nos da la solucién del (Ps) del
principio de la seccién (en el caso de que sea Unica) en términos de integrales, conocidas
las soluciones de la ecuacién homogénea (algo parecido a la férmula de variacién de las
constantes para problemas de valores iniciales):

Supongamos que (Py) tiene sélo la solucién y =0 y sean y1 e y»2
soluciones no triviales de la ecuacién homogénea [py’]’+gy=0 que
cumplen, respectivamente, ayi(a)-a’y;(a)=0y By2(bHB’y’(b)=0.

Entonces la solucién Unica de (Ps) es:
Teor 4.
b ATty ey ASSSX
y(x) = [ G(x,s)f(s)ds, con G(x,s)= ' .
a y1(x) y2(s) x<s<b
pIW|(y1,y2)” ~ =" —

Ala G(x,s) se le llama funcién de Green del problema.

[Observemos que el denominador que aparece en la G es constante:
[p(y1ys = y2y)1 = y1lpyy)] = y2lp(y})) = —gy1y2 + gyay1 =0 ].

Comprobemos que la y(x) de arriba cumple (Pf). Desarrollando la integral:

b
100 = OS2 iy 05+ 200y 9 951 0L iy 05 on o

Por tanto, y(x) es solucién de la no homogénea y” + %y’ + %y = % .

Ademas como y’(x) =y} fa l{,ﬁ“f) +y) f: ﬁ’Wllj;; -y} f: |yW2|J;:) se tiene que:
b b
y(@)=cy1(a), y’(@)=cy}(a), y(b)=ky2(b), y’(b)=ky,(b), c=], f.;ﬁf; k=], ﬁ;.}{p

Como y1, y2 cumplen cada condicién de contorno, también lo hace la y.

Una vez hallada la G, dada cualquier f, basta hacer un par de integraciones para
encontrar la solucion del problema no homogéneo (Ps). [La idea de la funcién de Green
se generaliza a otros problemas de EDOs y EDPs].

[Que quede claro que cada yk satisface solamente una condicién (o en a o en b;

ambas condiciones sélo las cumple la trivial). La f y la p del teorema son, una vez
mas, las de la ecuacidn escrita en la forma [py’]’+gy =f; en muchos casos serd p=1
(como en el ejemplo siguiente), pero en otros deberemos reescribir la ecuacién].
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sélo lo satisface y =0.

Ej 4. (Pa) {y"=f(x) {y”=o

y(0)=y(1)=0 y(0)=y(1)=0

Por tanto, (P4) tiene solucién Unica. Hallemos su funcién de Green:
La solucién general de la ecuacién homogénea es y =c1 + C2X.

De la primera condicién de contorno y(0)=c1=0. Podemos tomar y;=x.
De la segunda, y(1)=c1+c2 =0. Elegimos y>,=x-1. Entonces:

x x-1 s(x—1), 0<s<x

o 1
11 '=1.P(X)=1'G(X'S)={x(s—1),X5551 '

Wi(x)=

x(x-1)

Si, por ejemplo, f(x)=1, la solucién de (P4) viene dada por:
y(x) =f(;l G(x,s)1ds = (x—l)fgsds+xfx1(s—l)ds= 3[x2—x]

Para resolver un problema con una f dada, calcular la G puede ser un rodeo inutil. Por
ejemplo, la Ultima solucién se podria obtener:
y(0)=c1=0

—1r2_
y(1)=C1+C2+%=0 — y=3[x*—x] como antes.

y’'=1- y=C1+C2X+%X2 - {

Pero para cada nueva f habria que volver a hallar la yp e imponer y(0)=y(1)=0.

Las funciones de Green estdn muy ligadas a la ‘funcién’ §, -
cuya definicién rigurosa exige la llamada ‘teoria de las dis- R
tribuciones’, pero con la que es facil trabajar formalmente.
La 6(t—a) se puede definir intuitivamente como el ‘limite’
cuando n — o de

_[nsitela-5, a+5] i
fn() = { 0 en el resto ! " a a
Esta 6(t—a) tiene las siguientes propiedades (que bastan para trabajar con ella):
_ . . c _ _( fla) siae[b,c] . ...
5(t-a)=0 si t#a; [Sf(s(t a)dt_{ A A : 5
5(t—a)=%ua(t), donde uq(t) es la funcién paso ua(t)={g z: tt<>?1 . ol é

Volvamos a la G. Observemos que la G(x,s) del Ej 4 para x fijo (o para s fijo, pues G es
simétrica) es continua pero no derivable en s=x y su ‘derivada’ segunda es 6(s—x). De
hecho, esto es lo que sucede en general:

[p(s)y’]" +9g(s)y = 6(s—x)

Teor 5.| G(x, s) es la solucién para xe(a, b) fijo de
(x. ) P (a,b) i {ory(a)—or’y’(a)=By(b)+B’y’(b)=0

[La prueba es trivial: ff G(s, u)6(u—x)du=G(s,x) =G(x,s)].

Podriamos hallar la G del (P4) siguiendo este camino mas largo [pero que es el que se
generaliza a las EDPs; ademads da una forma de hallar la G en problemas autoadjuntos para
los que no es valida la férmula del teorema 4]. Como es G”’=0 si s#Xx:

G(s)= c1+¢2s, y(0)=0—- y=c3s, s<x
| kit+kzs, y(1)=0— y=kz[s-1], s=x

Y como G’ =6, ha de ser continua G y su derivada tener un salto en x de magnitud unidad:

y(xT)=cax=ka[x-1]=y(x*) _ [cr=x-1
Y'(xt)-y'(x")=kz-c2=1 { ka=x

Se puede resolver de otra forma si se conoce la transformada de Laplace. Con la notacién
L[G(s)]=H(p). para este ejemplo basta utilizar las siguientes propiedades de la L:

LIG(M(s)] = p"H(p) — p"~*H(0) — p"~2H’(0) — - = H"=1)(0) .
L[s”]=p’n’—i1 , L[8(s—a)]=e~% , L~1[e~%F(p)] =uq(s) [L"1F](s-a) .
Llamando G’(0)=c, y aplicando la transformada:
P2H(p)—c=e™P — H(p) = 5 + £ - G(5) = c5 + Ux(5)(5—X)

s(x—1), 0<s<x

- G(1)=c+1-x=0—- G(s)=(x—-1)s+ ux(s)(s—x) = { Sx—S+5—x. x<5<1 °
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