3. Separacion de variables

El capitulo estd dedicado a uno de los més viejos métodos de resolucién de EDPs
lineales (método de separacién de variables) que nos permitird hallar la solucién
(en forma de serie de Fourier) de gran parte de los problemas cldsicos planteados
en el capitulo 1, en concreto de los planteado en un intervalo finito en una de
las variables. Resolveremos la ecuacién del calor con diferentes condiciones de
contorno, la de la cuerda acotada (que volveremos a ver en 4.1), la de Laplace
en un rectdngulo y en un circulo,... Ello serd posible porque las ecuaciones seran
‘separables’ y los dominios que consideraremos son simples, pero hay muchos
problemas no resolubles por este método.

En la seccidén 3.1 resolveremos varios problemas para las ecuaciones del calor y
de ondas en dos variables. Comenzaremos tratando los problemas homogéneos
(aquellos en que son homogéneas ecuacién y condiciones de contorno; si estas no
lo son, haremos un cambio de variable). Basicamente esta sera la técnica utilizada:
buscaremos soluciones de la EDP que sean productos de funciones de cada varia-
ble [ u(x, t)=X(x)T(t) ] y que cumplan todas las condiciones homogéneas; obten-
dremos infinitas soluciones de ese tipo resolviendo un problema de Sturm-Liouville
y otra EDO; construiremos una serie a partir de ellas [u(x,t) = >.caXn()Tn(t) ],
cuyos coeficientes ¢, se fijardn imponiendo las condiciones iniciales aun no utili-
zadas (bastara para ello desarrollar funciones dadas en serie de autofunciones del
problema de Sturm-Liouville citado). La presencia de series en el proceso anterior
exigiria justificar las cuestiones relativas a su convergencia, pero nosotros no en-
traremos en ello. Pasaremos después a abordar los problemas no homogéneos,
buscando también una serie solucién. Probaremos en la ecuacién una serie cuyos
términos serdn productos de las autofunciones del problema homogéneo
por funciones a determinar de la otra variable. Resolviendo la familia infinita
resultante de EDOs lineales no homogéneas con las condiciones que se deducen
de las condiciones iniciales, se obtendra la solucién (formal) del problema.

En 3.2 utilizaremos la separacién de variables para resolver problemas para la
ecuacién de Laplace (homogénea y no homogénea) tanto en coordenadas rectan-
gulares como en polares y tanto para problemas de Dirichlet, como de Neumann,
como mixtos. En cartesianas el problema de Sturm-Liouville a resolver serd en x
0 en y segun convenga, pero en polares serd en la 6 (preferible al de la ecuacién
de Euler que apareceria para la r). Las condiciones adicionales a imponer a la otra
variable serdn aqui de contorno. De las soluciones en forma de serie deduciremos
férmulas como la integral de Poisson, que da la solucién del problema de Dirichlet
en el circulo (otra forma de llegar a ella la veremos en 3.4).

En la seccién 3.3 extenderemos el método de separacién de variables a algunos
problemas para ecuaciones en tres variables. La técnica serd muy parecida una
vez definidas las series de Fourier dobles. Simplemente habra que resolver dos
(en vez de uno) problemas de Sturm-Liouville. Veremos ejemplos en que aparecen
de forma natural los polinomios de Legendre y las funciones de Bessel.

En 3.4 generalizaremos las funciones de Green, vistas en 2.3 tratando proble-
mas de contorno para EDOs no homogéneas, para resolver Laplace en recintos
sencillos (forma alternativa a la separacién de variables). Seguiremos un camino
poco formal (utilizando la delta de Dirac como si fuera una funcién) que abrevia
los calculos. Utilizaremos el lamado método de las imagenes, introduciendo el
concepto de solucion fundamental (funcién v tal que Av =46) que es bésico en
estudios mas avanzados de EDPs.
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3.1. Separacion de variables para calor y ondas

Consideremos varios problemas para la ecuacién del calor. En el primero supo-
nemos que los extremos de la varilla se mantienen a 0 grados y que los datos
iniciales vienen dados por una f que es C! atrozos en [0, L]:

ut —kuxx =0, xe(0,L), t>0 | [1]

Sea [Pll{LKx,0)=JTX) [2]
u(o,t)=u(L,t)=0 [3]

Busquemos soluciones de la forma u(x, t) = X(x)T(t). Debe ser entonces:

X" T’ ) ” ,
XT'—kX"”T =0, es decir, X =%T (mejorque kf( =TT .

Como el primer miembro es funcién sélo de x y el segundo lo es sélo de t ambos
deben ser iguales a una constante:

X' 17
X =KkT = —A (ponemos —A para que nos quede la ecuacién habitual).

X" 4+AX=0 [4]

Asi obtenemos una EDO para X(x) y otra para T(t): {T’ +AKT =0 [5]

El producto de una solucién de [4] por una de [5] es entonces una solucién de
[1], cualquiera que sea A. Sin embargo, nos interesan sélo las soluciones que
satisfacen las condiciones de contorno:

u(0,t)=X(0)T(t)=0 = X(0)=0
(si fuese T(t)=0 tendriamos u=0 y no se cumpliria la condicién inicial).

Andlogamente, debe ser X(L)=0.

Nos interesan, pues, las soluciones (no triviales) del problema de Sturm-Liouville:
X'+AX=0 A _n?n?
X(0)=X(L)=0 n— 2

[Si el intervalo para la x fuese no acotado, no saldria un problema de contorno
de los de 2.1; se acudiria entonces a la transformada de Fourier de 3.3].

. Xn={sen™*}, n=1,2,....

Llevando estos valores de A a la ecuacién [5] obtenemos:

242 224712
T/:_kann T — Tn:{e—kn met/L }

Hemos deducido hasta ahora que para cada n las funciones
2.2 2
un(x, t) = {e‘k” UL sen %} , n=1,2,...

son soluciones de [1] que satisfacen también las condiciones de contorno [3]. Por la
linealidad de la ecuacién y de las condiciones, sabemos que una combinacién lineal
finita de estas up, también cumple [1] y [3]. Pero consideremos la serie infinita:

ux, t) =3 catn(x, t) = 3 cpekn?mL? sen™™ | [6]

n=1 n=1

y supongamos que converge y que satisface tambien [1] y [3]. Si queremos que
ademas se cumpla la condicién inicial [2] debe ser:

Z;cnsen%=f(x) = cn=%féf(x) sen T dx, n=1,2,.. | [7]

pues la serie es precisamente la serie de Fourier en senos en [0, L] de f.
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Tenemos una posible soluciéon de [P1]: la serie [6] con coeficientes dados por [7].
Pero esta solucidn es so6lo formal mientras no se pruebe que la convergencia de la
serie es suficientemente buena para asegurar que realmente cumple el problema
(una suma infinita de funciones derivables podria ser no derivable). Si f es C! a
trozos, se puede probar que converge en [0,L]x(0, ) y que Ut Y Uxx Se pueden
calcular derivando término a término (y asi se satisface la ecuacién). De hecho,
se ve que la u definida por la serie es C* en (0,L)x(0,00). En x=0y x=L
estd claro que la u se anula. Y la condicidn inicial se satisface en el siguiente
sentido: la u(x,t) definida por la serie para t > 0 y por u(x,0) =f(x) es una
funcién continua salvo en los puntos de t=0 en que la f es discontinua.

[Aunque f sea discontinua, la solucién es C*® para t>0 arbitrariamente pequefio:
a diferencia de lo que ocurrird con las ondas, las discontinuidades desaparecen aqui
instantdneamente].

Como cada unt—> 0 y es buena la convergencia, se tiene: u(x, t)t——> 0 Vxe[0,L]
—00 — 0

(la barra tiende a ponerse a 0 grados, como era de esperar).

Suponemos ahora que las condiciones de contorno son no homogéneas:

u(x, 0) = f(x)

ur — kuxx =0, x€(0,L), t>0
[P2] {
u(o,t)=T1, u(L,t)=T>, T1,T> constantes

Comenzaremos haciendo las condiciones de contorno homogéneas.
. X

Una v(x) que las satisfaceeslarecta: v=T1+(T2-T1) T

Haciendo w=u-vVv, nuestro problema se convierte en otro como el [P1]:

w(x, 0) = f(x) — v(x) . Por tanto:

{ wi—kwxx=0, x€(0,L),t>0
w(0,t)=w(L, t)=0

u(x,t)=T1 +(T2-T1) ’f + 3 cpekn? ML gon MIX | — /gy,
n=1

con ¢p= %fé [f(x)—Tl—(Tz—Tl)%] senXdx, n=1,2,...

Esta v(x) tiene un significado fisico claro: como w—0 cuando t— o0, v(x) es la
distribucion estacionaria de temperaturas hacia la que tienden las temperatu-
ras en la varilla, independientemente de las condiciones iniciales.

[Si T1 y T2 fuesen funciones de t, la v(x,t) definida arriba seguiria cumpliendo las
condiciones de contorno, pero la ecuacién para la w obtenida haciendo el cambio
seria no homogénea, es decir, del tipo de las que vamos a resolver a continuacién;
dicha v, funcién de t, pierde ademas su significado fisico].

[Si separdsemos variables directamente en [P2] llegariamos a X(0)T(t) =Ty (y otra
andloga para x=L), expresién de la que no deduciriamos nada].

u(x,0) distr.
ut—uxx =0, x€(0,1), t>0 T'?/estac. """ :
Ej 1. { ux,0)=1 o x.0)
u(o,t)=1, u(1,t)=0 N

) _1\n+1

Operando se llega a: u(x, t)=1-x+ % > % e~""Ttsen(nnx)
n=1

y la distribucién estacionaria hacia la que tiende es v(x)=1-x.

[No nos importa que para t=0 sea incoherente el dato inicial con el de contorno en
x=1; la solucién serd, como hemos dicho, una funcién continua para t>0 y para el
célculo de las integrales el valor en un punto no influyel].
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Veamos ahora cémo resolver el problema no homogéneo:

u(x, 0) =f(x)

us — kuxx = F(x,t), xe(0,m), t>0
[P3]{
uo,t)=u(mt)=0

(Tomamos L=m para abreviar las expresiones, pero no se pierde
generalidad pues un sencillo cambio de variable lleva [0,L] a [0, m]).

Aungue no es necesario, descomponemos [P3] en dos subproblemas [P1]y [PF], el
primero con F=0 (ya resuelto) y el otro con f=0:

u(x,0)=0

utr — kuxx = F(x, t), xe(0,m), t>0
[PF] {
u(0,t)=u(mt)=0

Las autofunciones del [P1] eran {sennx},n=1,2,... Probamos en [Pf] la siguiente
serie gue ya satisface las condiciones de contorno (y gue estéd relacionada con la
ecuacién):

(oo}

ur(x, t) = Tn(t)sennx | conlas Tp(t) funciones a determinar.
=1

n

. s _ 2 . . .
[Si tomésemos T,=cn,e k"t funciones que aparecieron resolviendo [P1],
la u satisfaria la ecuacion con F=0; debemos darle mas libertad a las Tp
para conseguir al meter la serie en la ecuacién una FZO01.

Suponiendo que la serie se puede derivar término a término:

i [T/(t) + kn?Ta(t)] sennx = F(x, t) = 5" Bn(t)sen nx
n=1

n=1

con | Bup(t) = %ng(x, t)sennxdx | (desarrollo de F en senos para t fijo).

Entonces para cada n debe ser: T,’7 +kn?T, =Bp(t) .
Y del dato inicial: ufr(x,0) = Z Th(0)sennx =0 deducimos Th(0)=0.
n=1
Resolviendo la EDO lineal para T, con este dato inicial (utilizando la férmula de

variacién de las constantes con datos iniciales; para una F concreta a lo mejor hay
métodos mas rapidos) hallamos la T, y por tanto:

ur(x, t) = i Ure"mz(f‘s) Bn(s) ds] sennx

n=1 0

Serie que es solucién formal de [Pr] (como siempre faltaria comprobar que es so-
lucién de verdad, que es realmente lo que sucede si la F es decente).

La soluciéon u de [P3] (por la linealidad de la ecuacién y las condiciones iniciales
y de contorno) serd la suma de ur y de la serie solucién de [P1] que obtuvimos
anteriormente.

[Si hubiésemos abordado directamente la blUsqueda de la solucién de [P2] sin
descomponerlo en dos, la Unica diferencia seria que las condiciones iniciales
Th(0), en vez de ser 0, serian los coeficientes del desarrollo en senos de
f(x), es decir, deberiamos resolver los problemas de valores iniciales

{ T/ +kn?Ty = Bn(t)
Th(0)=cn

[Si las condiciones de contorno de [P3] fuesen no homogéneas empezariamos como
en [P2] con un cambio w=u—vVv para conseguir que lo fuesen].

, con cn=fgf(x)sennxdx 1.
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Resolvemos ahora el problema homogéneo para la varilla con extremos aislados:

u(x, 0) =f(x)

ur — kuxx =0, x€(0,L), t>0
[P4] {
uX(O, t) = uX(I_, t) =0

Separando variables (es la misma ecuacién) aparecen, claro, las mismas EDOs del
problema [P1]. Pero ahora cambian las condiciones de contorno de la X:

{x”+)\x=o

2.2
X/(O)=X/(L)=0 g )\n=nL_g , n=0,1,2,..., Xn={COS$}‘ [X0={1}:| .

Para estos valores de )\ se tienen las Tn={e‘k”2"2m2} [To={1}].

. . C & —kn2m2¢/] 2
Asi pues, probamos la serie: | u(x,t) = ?" +Y] cpe kUL cos ITX
n=1

. C s e c s
Queremos que se satisfaga la condicién inicial: u(x, 0) = ?°+ > cpcos T =f(x) .
n=1

Los ¢, desconocidos seran los coeficientes de la serie de Fourier en cosenos de f:

L
cn=%fo f(x) cos™dx, n=0,1,2,...

Observemos que de nuevo la solucién se puede interpretar como la suma de una
distribucion de temperaturas estacionaria [ co/2 ] y una distribucién transitoria que
tiende a 0 cuando t — oo. Era esperable que toda la varilla (aislada) tendiese a la
misma temperatura y que esta fuese el valor medio de las temperaturas iniciales:

Co

2 =1 fo fO0dx

Si las condiciones de contorno hubiesen sido ux(0, t)=Fq , ux(L, t)=F; (flujo cons-
tante dado en los extremos), no se puede encontrar una v(x) que sea una recta
(en general) y, al hacer w=u-v, la ecuacién en w que resulta es no homogénea.

Para resolver un problema no homogéneo con estas condiciones en la ux, proba-
riamos la serie construida con las autofunciones que hemos hallado:

Ur(x, t) =To(t)+ > Ta(t)cos =,
n=1

y resolveriamos las EDOs que surgirian, con los datos iniciales deducidas del dato
inicial de la EDP.

Ut — Uxx =0, x€(0,1), t>0 | Tanteando con v=Ax?+Bx obtenemos que
Ej 2. { u(x,0)=0 v=x2 cumple las condiciones de contorno.
ux(0,t)=0, ux(1,t)=2 Y haciendo w=u—x2 se tiene el problema:
Wt — Wxx = 2 © 0
{ w(x, 0) = —x?2 — w=To(t)+ Ta(t)cosnmx — Ty+Y [T/ +n?m?Tp] cosnmx =2
wx(0, t)=wx(1,t)=0 n=1 n=1

[funcién que ya estd desarrollada en cosenos].

[e ) (o] 1
Como: To(0)+>. Th(0) cos nmx = —x? =—%+Z ancosnmx , con ap=-—2 fo x2 cosnmx dx,

n=1 n=1

, sellega a

T)=2 T/ +n?m?Tp=0
integrando y resolviendo: { 0 { n n

To(0)=-3 " | Th(0) =cn
=1

272
—— e~ "™t cos nmx
n

1 4
u(x,t)=2t+x2—§—F;

[u— oo pues por el extremo derecho estamos constantemente metiendo calor:
su flujo va en sentido opuesto al gradiente de temperaturas].
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En el quinto problema para la ecuacién del calor que tratamos la condicién de
x=0 representa la radiacién libre hacia un medio a 0 grados (el flujo de calor es
proporcional a la temperatura en x =0; si es positiva el calor sale y entra si es
negativa). En x=1 fijamos el flujo de calor que entra en la varilla (al ser ux>0 el
flujo es hacia la izquierda).

utr — kuxx =0, x€(0,1), t>0
[Ps] u(x, 0) =f(x)
54 ux(0, t)—au(0,t)=0, a>0
uX(l, t)= 1

Vimos en 1.3 que tiene solucién Unica. Para resolverlo lo primero, como siempre,
es consequir condiciones de contorno homogéneas.

Tanteando con rectas v=Mx+N, se llega a que v=x+% las satisface.
Wt — kWXX - 0
w=u-v — {w(x,O):f(x)_x_%
wx (0, )—aw(0,t) = wx(1,£)=0

Separando variables se llega a T'+AkT =0 y al problema de contorno:

{X”+)\X:O

X"(0)—ax(0)=X"(1)=0 que sabemos que no tiene autovalores < 0.

cp—ac1=0

— A =0 no autovalor.
c>=0

Si A=0: X=c1+cx — {
cow—ac1=0

g C2=2C1
cxcosw—cisenw=0 w

Si A>0: X=cC1COSWX+Crs5en wx, w=ﬁ—>{

— c1(acosw—wsenw)=0 — tanw=+.

1 | |
! y tanw],
.z I 1
Esta ecuacion transcendente no se puede \ ! !
resolver pero estd claro que hay infinitos X ! !
An=w2>0 (aproximables numéricamente). i ! 1
n b —— ta/w
. , 1l ' ' 7
Las autofunciones se podrian poner: 0| W W, W, W,

{cos WnX + Win sen wnx} )

pero quedan mas compactas en la forma:

Xn = {coswp(x—-1)}.

(oo}
Yendo a la ecuacién en T: T,={e 2k} — w=73" ¢ e kX, (x).

n=1

Imponiendo el dato inicial se determinan los ¢, [son aproximados al serlo los Ap I

© 1
3 nXn00 =f00=x=F = €n =gy aera [o [f00 - x= 3] Xa00x

pues fl [Xn()]%dx = % + 2| sen2wp(x—1) '
0 n 2 4wp n o
Si es calculable exactamente la distribucién estacionaria X+3
hacia la que tienden las temperaturas en la varilla:
a
u(x, t) = w(x, t)+x+%—> x+% cuando t — oo crece
[la temperatura final de la varilla, como era esperable, l
es menor cuanto mayor sea el a, es decir, cuanto mas
fuertemente irradie su extremo]. 0 1
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Dos ejemplos mas de separacién de variables para el calor (o similar). El primero nos sirve
para reflexionar sobre los cambios que hacen las condiciones de contorno homogéneas
(siempre necesario) y en el otro vemos que se puede aplicar el método en otras ecuaciones
separables (y no sélo en la del calor).

Una v que cumple las condiciones de contorno

Ej 3. u(x,0)=1 . .
J ( ) salta a la vista: v(t)=e~t. Haciendo u=v+w:

{ Ut —Uxx =0, x€(0,m), t>0
ux(0, )=0, u(m, t)=e"t

—t
Wt — Wxx =€ .
{ p X [problema no homogéneo].

w(x, 0)=wx(0, t)=w(m, t)=0

Necesitamos conocer las autofunciones de homogéneo para saber qué tipo de solucién
probar. Ya sabemos que al separar variables en el calor aparece X”’+AX=0 (ademéas de
T’+AT =0 que ahora mismo no nos importa). Esto, unido a las condiciones que salen
de los datos de contorno X’(0)=X(m)=0 (problema conocido en 2.2), nos lleva a:

w(x, t) = ZTn(t)cos—(Z”;”X - [T+ (2”21)2 Tn] cos(zngl)x =et
n=1

n=1

2 (M _(2n=1)x 4o _ 4(=1)"1
, con Bp=2 [, cost==X dx = T -

T/ 4@l B et
Th(0)=0 (del dato inicial)

Resolvemos la EDO lineal mediante coeficientes indeterminados: Tp,=Ae~! —

— ra—(2n-1)2t/4 , _4Bset Tn(0)=0 _ 16(—1)"+! [ —t_ A—(2n—1 2t/4j|
Th=Ce™ ) tan-nr=a — nO=smisze-nen & —© ( ) .
¢{Podriamos encontrar una v mejor que no estropee la homogeneidad de la ecuacién?
Buscamos Vv(x,t) que también la satisfaga. Al separar variables se ve que VA,B es
solucién: v=e~f(Acosx+Bsenx). Imponiendo a esta v los datos de contorno:

{ We = Wxx =0 [problema homogéneo y
R _ ,
v=-e~tcosx — w(x,0)=1+4+cosx 3 -

= or tanto, mas sencillo

u=vEw Ly (0, ) =w(m, t)=0 ]

w(x, t)=>cp e—(2n-1)°t/4 cosw - w(x,0)=>cp cosw =14cosx —
n=1 n=1
2[2(=1)"1 | (=1)" , (=1)"
T [ -1 T2n41 T 2n—3} :

cn=%fg(1+cosx) cosw dx=

[Evidentemente se podria ver que ambas soluciones coinciden].

[El término +2u representa una pérdida

Ej 4. . .
) de calor al medio a lo largo de la varilla].

u(x, 0)=cos5x

{ ur—uxx+2u=0, xe(0, 3),t>0
ux(0, t)=u(n/2,t)=0

Separando variables: u(x, t)=X(x)T(t) — XT”=T%+2=—)\ [ n‘iae?;(r)zel’; 27.}
X" +AX=0 de los datos d torno:  Wx(0 )=X"(0)T(£)=0 — X"(0)=0
{T,+(2+)\)T=O Yy de 10s datos de contorno: u(%,t):X(%)T(t):O—»X(%):O

X" +AX =0
{ — Ap=(2n-1)?,n=1,2,..., Xp={cos(2n-1)x}

X'(0)=X(3)=0
- T/ = —(2+)\n)T — Th= {e_[2+(2n_1)2]t}
Probamos pues: u(x,t) = i cpe—[2+@n 1]t co52n—1)x .
n=1

Y, por el dato inicial: u(x, 0) =Z cncos(2n—1)x =cos5x — ¢c3=1 ylosotros 0.

n=1

Asi pues: u(x,t)=e"27tcos5x .

[Muy parecido a como lo probamos para el calor, se ve que esta solucién es Unica;
o bien, haciendo u=e~2tw se obtiene un problema para la ecuacién del calor con
esos mismos datos, problema cuya unicidad ya demostramos].
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Resolvamos el problema para la cuerda vibrante con extremos fijos (en 4.1 lo
resolveremos extendiendo los datos y aplicando la formula de D'Alembert):

u(x, 0)=£(x), ut(x, 0)=g(x)

ust — C2uxx =0, x€[0,L], teR
[Ps] {
u(o, t)=u(L, t)=0

Separando variables u=X(x)T(t) e imponiendo los datos de contorno obtenemos:

X 1T A {X’,+AX=°'X(0)=X(L)=0 — An="7

n2 2 Xn—{sen nnx}

T” +Ac?T =0 n=1,2,.

Las T, correspondientes son combinaciones lineales de sen 1 ”"Ct y cos ”’Z“.

Asi, funciones de la forma: un(x, t) = [kn cos”"—Ct +ch sen”LCt] sen™™, n=1,2,...

satisfacen la EDP y las condiciones de contorno. Probamos, pues:

u(x, t) = Z [kn cos 27 + ¢ sen ”"Ct] sen 17X

n=1

con kn y cp constantes. Para que se cumplan las condiciones iniciales:

u(x,0)= Z knsen 1= =f(x) — | kn= %féf(x) sen T dx, n=1,2,...

n=1

y suponiendo que la serie se puede derivar término a término:

e

ut(x, 0) Z TchsenT™= =g(x) - | cp=

= fo g(x) sendx, n=1,2,.

pues %cn son los coeficientes del desarrollo de g en senos.

Tenemos una solucién, formal en principio, aunque se prueba que las series convergen
y satisfacen realmente el problema si f y g cumplen las condiciones que pediremos
en 4.1: si sus extensiones impares respecto a 0 y L son C2 y C!, respectivamente
(si f 6 g no son tan regulares la serie solucién representard lo que llamaremos una
solucién débil; en las ondas no desaparecen las discontinuidades).

Para algunas cuestiones (valores concretos, dibujos, ... ) serd mejor usar D'Alembert,
pero se ven mejor otras propiedades en la serie. Por ejemplo, como cada u, es 2L/c-
peridédica en t, tambien u tiene este periodo. Observemos ademads que la solucién
aparece como combinacién infinita de ‘modos naturales de vibracién’ [ sen(nmx/L)1]
cada uno de los cuales vibra con una frecuencia nnc/L (‘frecuencias naturales’ de la
cuerda). En términos acusticos u; da el tono fundamental (su frecuencia es mc/L) y
los demds son los ‘arménicos’ (de frecuencia multiplo de la anterior).

— u(x, t)= Y Tp(t)sennx
n=1

Ut — Uxx =X, X€[0, ], teR
Ej 5. { tt — Uxx [0, m]

u(x, 0)=ut(x,0)=u(0, t)=u(m, t)=0

Esta serie ya se anula en x=0 y x=m. Ademas debe cumplirse:

2[_1]n+1 2[_1]n+1
—n —_— .

— Thp=ci1cosnt+casennt+ 3

(s
T,’7+n2Tn = %fo X sennx dx =

! [1-cosnt] sennx .

u(x, 0)=ue(x,0)=0 — Tp(0)=T/(0)=0 — u(x,t)=2> =L
n=1
De otra forma: podriamos conseguir un problema homogéneo hallando una solucién
de la ecuacién v(x) que cumpla las condiciones de contorno:

v(0)=v(m)=0
=X — V=C1+Cax—3x3 — T v=1(mx-x3) .

Con w=u-vVv, acabamos en [Pg], con f(x):%(x3—n2x) y g(x)=0.
[Se podrian imponer otros tipos de condiciones de contorno (como las del calor) a la cuerda
vibrante (y se resolverian los problemas separando variables). La condicién ux=0 significa

que el extremo de la cuerda se mueve con libertad verticalmente y ux—au=0 é ux+bu=0
indican que el extremo esta unido por un muelle al punto de anclajel.
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Hasta ahora la EDO del problema de Sturm-Liouville siempre ha sido X”/+AX=0,
y, por eso, las series de Fourier eran todas con peso r(x) =1. Pero para otras
EDPs similares a calor y ondas, o para estas ecuaciones en el plano o el espacio
y coordenadas no cartesianas, surgen otras ecuaciones ordinarias y es necesario
manejar la teoria mas general del capitulo 2. Los problemas en mds variables se
veran en 3.3, pero podemos resolver ya alguno si se reduce a uno de 2 variables.

Por ejemplo, la ecuaciéon de ondas Ut —c2Au =0 en recintos esféricos lleva, en
general, a una EDP en 4 variables (el tiempo t y las variables esféricas r, 6, ¢),
cuyas soluciones quedarian determinadas (como en la recta) fijando unos datos de
contorno y un par de condiciones iniciales. Pero si buscamos sélo sus soluciones
independientes de los angulos aparece la ecuacion de ondas en el espacio con
simetria radial (en 2 variables). En concreto, vamos a resolver aqui el siguiente
problema homogéneo (vibraciones entre dos superficies esféricas):

utt—urr—%ur=0, 1<r<2,teR

[P71 4 u(r,0)=f£(r), us(r,0)=g(r)
u(l, t)=u(2,t)=0

R +2R 1 rR”+2R’+ArR=0
Separando variables: u(r, t)=R(NT(t) » —5— = TT ==\ — {

.
R T”+AT=0
Las condiciones de contorno imponen: R(1)=R(2)=0.

Vimos la ecuacién de R en 2.2 (alli asociada a un problema singular, aqui es regular
pues estamos en el intervalo [1, 2]). Se resolvia haciendo el cambio de variable:

s=rR—>{5”+’\5=0 I’=i;|'1{5"+)\5=0 . An=n?m?,n=1,2,... _ Ry={sennmry
S(1)=5(2)=0 5(0)=5(1)=0 S,={sennms} n r

Y para esos valores de A las soluciones para T son Tp={cosnmnt,sennmt}.

sennmr

Probamos, pues: | u= Z [kncosnmt + cpsennmt] R
n=1

Las condiciones iniciales imponen: 3 kp=*tT = f(r) y 3 nmcy > =g(r) .
n=1 n=1

Para hallar los coeficientes del desarrollo de una funcién en las autofunciones R, (r)
debemos utilizar el peso del problema de Sturm-Liouville: [r2R’]’+Ar2R=0.

Como (Rn, Rn)=f12 rZde sy ({f, Rn)=f12 r?f(r)*=t%dr, concluimos que:

kn=2f12 rf(rysennmrdr| y cn=%f12rg(r)sennnrdr

Evidentemente se llegaria a lo mismo (aqui es mucho mas corto, pero otras veces
no podremos hacer estos atajos) observando que las condiciones deducidas de las
iniciales se podrian haber reescrito asi:

>l knsennnr=rf(r) y > nmcpsennnr=rg(r).

n=1 n=1

De hecho, todo el problema se hubiera simplificado notablemente si hubiéramos
utilizado inicialmente el cambio de variable que sugieren los célculos anteriores:

Vtt—Vrr=0
u=¥ —»{v(r, 0)=rf(r), ve(r,0)=rg(r) , problema casi igual al de la pagina anterior.
v(1l,t)=v(2,t)=0

[Las ondas en plano con simetria radial satisfacen utt—ur,—%ur=0 y la ecuacién en
R es rR””4+R’+ArR=0, que (lo vimos en 2.2) estd asociada a las funciones de Bessell].
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Acabamos la seccién con algunas reflexiones sobre cambios de variable y descomposicién
en subproblemas que generalicen las ideas que hemos utilizado. Los problemas clasicos
que vimos en 1.3 estaban formados por una ecuacién lineal, que podemos representar, si
es no homogénea, por L[u]=F, con L lineal (es decir, L[aui+buz]=alL[ui]l+bL[uz])y
unas condiciones adicionales también lineales. En los que hemos resuelto por separacién de
variables necesariamente habia un par de condiciones de contorno Ck[u] =hk y, ademas
una o dos condiciones iniciales.

[Cuando resolvamos ecuaciones de Laplace separando variables en la préxima seccién
veremos que a veces las condiciones de contorno estardn implicitas (por ejemplo en
un circulo se exigira periodicidad). Y, en vez de condiciones iniciales, apareceran otras
dos de contorno (quizas alguna no escrita explicitamente, como la acotacién)].

Supongamos, por ejemplo, que son 3 las condiciones adicionales (como en el calor) y que
nuestro problema es de la forma:

Llu]l]=F
[P] { M[ul=f
Cilul=h1, C2[ul=h2

El problema de resolver [P] puede ser reducido a resolver otros subproblemas mas sencillos.
Por ejemplo, si u1, uz, us y usg son soluciones de

Llu]l]=F L[ul=0 L[u]=0 Llu]=0
M[u]=0 M[ul=f M[u]=0 M[u]=0
Py crpaz=0 P21y =0 P31 cyrag=h, P41 crdg=o0
C2[u]=0 C2[u]l=0 C2[u]l=0 C2[ul=h>

estd claro, por la linealidad, que u=uj+u+usz+us es solucién de [P], pero, como ya hemos
observado, bastantes veces nos convendrd descomponer [P] en menos subproblemas.

En otros casos interesara convertir la ecuacién en homogénea (si no hubiese condiciones
de contorno, por ejemplo). Si somos capaces de encontrar una solucién particular v de la
ecuacién (L[v]=F), el cambio w=u-vVv convertira [P] en:
Llw]=L[u]-L[v]=0
{M[WJ =f-M[v]
Cilw]=h1-C1[v], C2[w]=h2-C2[V]

Mdas a menudo necesitamos hacer homogéneas las condiciones de contorno (la separacién
de variables y otros métodos lo exigen). Asi, si lo que tenemos es una v que satisface
Ci[vl=h1 y Cz2[v]=h3, haciendo, como siempre, w=u—Vv acabariamos en

Llw]l=F—-L[v]

{ MIw] =f - M[v]

Ci[w]=C2[w]=0
Lo que ya es un lujo (pero se puede intentar buscar por el premio que nos da) es tener una v
que cumpla las dos condiciones y ademas la ecuacién (como en los ejemplos 3 y 5 de esta
seccién). Los problemas homogéneos siempre son mas sencillos que los no homogéneos
(separando variables, por ejemplo, los primeros exigen resolver sélo EDOs homogéneas,
mds corto que resolver las EDOs no homogéneas de los segundos).

Como vemos, hay mucha variedad en los posibles cambios. En cada caso habrd que ver
cuales nos llevan a problemas mas asequibles. Si inicialmente hay condiciones homogéneas
intentaremos que los cambios no las estropeen, aungque a veces no habrd méas remedio.
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3.2. Separacion de variables para Laplace

Resolvamos utilizando el método de separacién de variables diversos problemas
para la ecuacién de Laplace en recintos especialmente simples. Comenzamos por
el problema de Dirichlet en un rectangulo, es decir:

f(x)
Au=F(x, y), en (0, a)x (0, b) bp—=
[P114{ u(x, 0)=fo(x), u(x, b)=fn(x) &) &)
u(0, y)=9o(y), u(a, y)=9ga(y) ot @

Por ser lineales la ecuacién y las condiciones, basta resolver los 5 subproblemas
que se obtienen al hacer 4 de las 5 funciones que aparecen igual a 0 y sumar las
5 soluciones (de hecho, se puede descomponer en menos o hacer cambios que
anulen alguno de los términos no homogéneos). Comencemos resolviendo, por
ejemplo, uno de los 4 problemas para la ecuacién homogénea:

Au=0, en (0,a)x(0, b) ulx, y)=X(x)Y(y) = X"Y4+XY"=0 —
{ u(x, 0)=fo(x) Xr_Yr_ X" +AX =0
u(x, b)=u(0, y)=u(a, y)=0 TXTY TAT =AY =0

De u(0,y)=u(a,y)=0 se deduce que X(0)=X(a)=0, con lo que el problema de
contorno para la X tiene solucién no trivial si

252
Ap=01) an{sen%}, n=1,2,... .

a2

Para esos Ap es Yp=c1e"™/q4c, e "M/ | a condicién homogénea aln no aplica-

da u(x, b)=0 impone Y(b)=0. Nos interesan las Y, que la cumplen:
Cz:_cleZnnb/a - Ynzclennb/a(enrr[y—b]/a_enn[b—y]/a) N Yn={Sh nn[é)—y]}

(o]
Probamos entonces: | u(x,y)= > cp sh@ sen™7x

n=1

Para satisfacer la condicién de contorno no homogénea que falta:

(o]
u(x,0)= > cp sh% sen™X =fo(X) = | Cn sh% = %fgfo(x) sen?X dx
n=1

Andlogamente se resuelven los otros 3 subproblemas con F=0 de [P1]. En uno de
ellos volvemos a tener las X, de antes, y en los otros dos es Y (con condiciones
de contorno homogéneas) la que proporciona las autofunciones Y,={sen "%
[Los papeles de X e Y son intercambiables. En calor y ondas el problema de contorno
siempre era para la X (las condiciones de T eran inciales). Para Laplace en polares,
aungue tanto R como © tendrdn condiciones de contorno, la EDO de la © serd mas
sencilla y la elegiremos siempre para obtener las autofunciones].

Para resolver el ultimo subproblema, el de la ecuacién no homogénea:

Au=F(x,y), en (0,a)x(0, b)
{ u(x, 0)=u(x, b)=u(0, y)=u(a, y)=0

como siempre se prueba una serie de autofunciones. Aqui hay dos posibilidades
[elegiremos la que dé un desarrollo mas facil para F]:

oo} oo}
nmx 4 nTt
Ul y) =3 Ynly)sen g 6 ulx,y)=3 Xn(x)sen >
n= n=
[No olvidemos que con un cambio w=u-V, o resolviendo menos subproblemas se

puede llegar antes la solucién; lo Unico necesario para empezar con separacién de
variables es que sea u=0 en x=0,a 6en y=0,b].
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Siguiendo con Laplace en cartesianas, resolvemos un problema de Neumann.
Suponemos la ecuaciéon no homogénea, pero con condiciones de contorno homo-
géneas (si no lo fuesen, procederiamos de forma similar al problema anterior).

[P ]{AU=F(x,y), en (0, m)x (0, m)
2 uy(x, 0)=uy(x, m)=ux(0, y)=ux(m y)=0

Separando variables en la ecuacién homogénea llegamos, desde luego, a las mis-
mas ecuaciones que en [P1]: X”’+AX=0, Y”—-AY=0. Las condiciones de contorno
obligan a que X’(0)=X’(m)=0, Y/(0)=Y’(n)=0. Para este problema tenemos,
pues, dos familias de autofunciones {cosnx} 6 {cosny}, n=0,1,... y podemos
elegir cualquiera de ella para nuestra serie. Por ejemplo:

u(x,y) = Xo(x) + 3 Xn(x)cosny | -
n=1

Xg+3 X =n2Xn] cosny = Bolx) +3.Bn(x)cosny, Bn(x)=7 [o F(x. y) cosny dy

Debemos resolver los infinitos problemas de contorno para EDOs:

Xy = %Bo =%f§F(X,y)dy ; X;’—nZXn=Bn ,nx=1; con X/(0)=X/(m)=0.
Las X, con n>1 quedan determinadas de forma Unica (el problema homogéneo,
como sabemos desde 2.1, tiene sélo la solucién trivial).

Pero Xg =0, X6(O) =X6(n) = 0 tiene soluciones no triviales ({1} ), con lo que,
segln 2.3, para que haya solucién para X es necesario que sea fg 1-Bo(x)dx=0.

Es decir, [P2] tiene solucién sélo si fgfg F(x,y)dxdy =0

Y en ese caso tiene infinitas que difieren en una constante. Todo esto es coherente
con lo que sabiamos sobre Neumann desde 1.3.

Ej 1. Calculemos la solucién en el caso particular en que ’ F(x,y)=x-a ‘ .

El problema sélo tiene solucién si ffD F=0, esdecir,si a= g
Entonces nos queda X6’ =x—g (por suerte, la F ya estd desarrollada en {cosny}).

Por la misma razén los Bp, y por tanto los X,, son nulossi n>1.

Integrando e imponiendo X6(0)=X6(n)=0 obtenemos | u(x,y)= %x3 - %xz +C

[Si resolvemos probando u = i Yn(y) cosnx hay que desarrollar en serie. Lo hacemos,

n=0
aunque aqui sea una pérdida de tiempo. Los coeficientes de F=x—’21 en cosnx son:
0, sin=0,2,4,...

—2(M(y_mT =
Bn—nfo (x—3) cosnx dx {—#,sin:l,l...

Y6’+; [Yr’,’—nZYn] cosnx = mZ:lBZm_l cos(2m-1)x —

Y/’ =0 Yy —4m?Yam =0
{Y9 0)=Y’ =0 Yo=C; { Em 12m = Yam=0;
5(0)=Yg(m)= Yam(0)=Ym(M=0
{ng_l—(2m—1)2Y2m_1=BZm-1 s Yomo1=— Bl
/ =Y/ = - -
Yom-1(0)=Y5,_,(m)=0 en

(oo}
cos(2m—-1)x

- u= C+% Gm_D¢ que (salvo constante) es el desarrollo de la u de arriba]
m=1
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Dos ejemplos mas en cartesianas. El primero para Laplace con condiciones mixtas (parte
Dirichlet, parte Neumann). Ya dijimos en 1.3 que todos ellos tienen solucién Unica.

j 2. { Uxx + Uyy =0, (x,y)€(0,1)x(0, m) U=XCAY(Y) —

u(x, 0)=uy(x, m)=u(0,y)=0, u(l1,y)=1

Y”4+AY=0, Y(0)=Y'(m)=0 2n-12 2n-1)y
{X”—)\X=0,X(0)=o - A=) . Yn—{senT}_

Para esos A es X=c1e(2n-1x/24 c;,e-(2n-1)x/2 __, Xn={sh M}
X(0)=0 2

Probamos u(x, y) = Z cnXn(xX)Yn(y). Imponiendo el dato u(l, y)=1 que falta:

n=1
2n-1 _ 2 (™ 2n-1 4 2n-1
cpsh2-2 =2 [/ sen 2121 ¢ =m[1—cos%] -
2n-1 2n-1
u(x, y)= Z o 1)Sh — sh { n2 X can ( n2 Y

Si nos gustan mas las condiciones de contorno para x podemos hacerlas homogéneas
con un cambio de variable:

Wxx+Wyy=0
V=X, W=Uu-v — {w(x,0)=—x, wy(x, m)=0 —
w(0,y)=w(l,y)=0

{X//+)\X=O,X(O)=X(1)=O o An=n?12, Xp={sennmx}, Yn={chnu(n-y)1}.

Y”—-AY=0, Y'(m)=0
=n2=1ann(X)Yn(Y) — Z:ann(O)Yn(Y) =-X — kp= ——ch[mﬂ fo X sennmx dx

- u(x,y) = X+Z nnzc(h[llfnz] ch[nmn(m—y)]sennmx

[que es otra expresién de la misma solucién Unical.

En todos los problemas que hemos resuelto en este capitulo (excepto los de Neumann) la
solucién era Unica (todos eran problemas ‘fisicos’). Pero no olvidemos que la unicidad en
EDPs es complicada, y que un problema nuevo del que no se ha demostrado la unicidad
podria no tenerla. Eso pasa en el siguiente ejemplo (para una ecuacién de ‘Helmholtz’ muy
asociada a los problemas de més de dos variables):

Au+u=0, (x,y)e(0, m)x (- %, %) Como es ecuacién nueva, separamos
Ej 3. uy (x, — M) =uy(x, 1)=0 variables desde el prmosjllo-
u(0,y)=0, u(m y)=sen2y u=XY — —+l———_)\ —
Y/ 4+AY =0 s=y+3 (Y/+AY =0 a2y m _
{Y/(— D=r(H=0 " {Y’(o)=Y’(%)=o ~ An=4n?, Yo={cos2n(y+ )}, n=0,1,...

X"+ (1-Ap)X=0, X(0)=0 —» Xg={senx} y Xp={sh(W4n2-1x)} si n>1.

Co indeterminado
_ —sen2y — c1sh(v/3m) =1

u(x,y)=cosenx+ Y. cpsh (van?-1x) cos (2ny+%)
n=1 ch=0,n>1

sh(v3x)

Tiene, por tanto, infinitas soluciones: u=Csenx+ /3D

seny.

Evidentemente no se podra demostrar la unicidad haciendo uso de la férmula de Green.
Operando como en 1.3, si u1 y uz son soluciones del problema, su diferencia satisface:

Au+u=0
U=U1—U2 —_ {.=.=0 band ffD (uAu+u2) _ffDuz ffDllvullz 0 ??

e=e=0
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Para resolver los problemas en circulos nos interesa expresar el Laplaciano en
polares (x=rcos@, y=rseng). Como,

Ur=Ux COSO+Uy SENO ; Urr=Uxx COS20+2Uxy S€N B COS B+Uyy SEN?H

Uge = Uxxr25en?0—2uUxyr?sen 8 cos 0+uy,r’cos?6—uxrcos 6—uyrsen o -
1 1
Au = urr+7ur+r—2uee
Resolvamos el problema de Dirichlet homogéneo en un circulo:
[Ps] Au=0, enr<R
311 u(r, 8)=£(6), 6€[0, 2m)
— r’R”+rR’ _ ©” _ ©”+A0 =0
u(rle)_R(r)e(e)_’T__F_)\_){rZRN_i_rRI_)\R:O f(e)

Parece que no hay condiciones para la ©, pero esta claro que la solucién u(r, 8)
debe ser 2m-periddica en 0, es decir, debe ser 0(0)=0(2m), ©/(0)=0'(2n).
Este problema de Sturm-Liouville periédico tiene por autovalores y autofunciones:

An=n?,n=0,1,2,..., ©9(8)={1}, ©,(8)={cosnb, sennb} .
Las soluciones correspondientes de R son (ecuaciones de Euler):
Ro(r)=ci+ca2inr y Rp(r)=cir"+caor" si n>1.

Parece légico imponer por argumentos fisicos que la solucién debe permanecer
acotada cuando r — 0 (matematicamente la solucién también debe estarlo si
debe ser de clase 2), asi que debe ser c; =0 en ambos casos. Por tanto, probamos
soluciones de la forma:

u(r, 0) = % + Y. r"[ancosnb+ by senn@]
n=1

Debe ser: u(R, 0) = % +i R"[ancosn6+bssenn6] =f(6), 6€[0,2m) —

an=an "f(6)cosnede , n=0,1,...., bn=nR,, "f(6)senn0do , n=1,2,.

Sustituyendo estos coeficientes en la serie y operando formalmente:
1 2n 0
u(r,6)= 3 ["[1+2 3 frcosn(6-9)] f(#)d¢
0 n=1
Vamos a sumar la serie:

142 Z m cosna — 1+Z(re‘°’) +Z(re “") — 1+ rel + re?@ _ R2-r2

R—reld " R—re~id ™ R24r2_DJRrcosa

Por tanto, la solucién de [P3] se puede expresar:

férmula integral de Poisson

R [ f(9)do
u(r, 0) = 5 L R2 — 2Rrcos(6 — ¢) + r?

Haciendo aqui r=0 (o mirando la serie) deducimos que | u(0, 8) = 0 f(d)) do

si Au=0, el valor de u en el centro de un circulo es el valor medio de u sobre la frontera.

Habria que probar que la u de la serie (o la integral) es realmente solucién de [P3].
Se demuestra que si f es continua a trozos, la u tiene infinitas derivadas en r <R
(aunque f sea discontinua), que en ese abierto es Au=0 y que alcanza el valor de
contorno con continuidad en los 6 en que f es continua (y sigue habiendo unicidad,
cosa que vimos en 1.3 sélo si f era continua). [La situacién es totalmente andloga
para [P1], Dirchlet en rectadngulo].

[El problema exterior en r>R lo veremos en 3.3, para compararlo con el del espaciol.
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Vamos con el problema de Dirichlet no homogéneo en el circulo. En vez de
tratarlo en general, resolvemos un problema concreto.

[(Pa] urr+“’+“99 =4,enr<l
u(l, 9)—c0529

Podriamos descomponerlo en dos (el de Au=0 lo acabamos de estudiar), pero lo
resolvemos directamente. Como en todo problema no homogéneo probamos una
serie con las autofunciones del problema homogéneo:

u(r,8)=ao(r) + i [an(r)cosn6 + by(r)sennb] | —

n=1

06'+ +Z ( [a” + - ’;—jan] cosné+ [by + %b; - 7—22bn] sen ne) =4,

gue, por suerte, ya estd desarrollada en esta familia de autofunciones.

[Si en vez de un 4 tuviésemos una F(r, 8) cualquiera, la desarrollariamos en senos
y cosenos, mirando la r como constante e identificariamos ambos miembros].

Habrd, pues, que resolver las ecuaciones de Euler:
raj+ay=4, rla’+ra, —n?an=0, r?b/+rb/ —n?bp=0
La condicién u(1, 8)=cos 26 (también desarrollada ya) impone que:
bn(1)=0 Vn; ax(1)=1; an(l)=0, n#2.

La acotaciéon cuando r — 0 serd la otra condicién necesaria para determinar la
solucién de cada EDO de segundo orden. Para la de ag necesitamos una solucién
particular, que se puede hallar con la férmula de variacién de las constantes:

‘1 Inr 1 1-4dr _ (Inr4adr

1/r 1/r

_1 — — 2
o 1r|=7 + Qop Inr r< .

0, mejor, tanteando, pues (porque la de coeficientes constantes asociada la tiene
de la forma Ae?S) sabemos que tiene una agp=Ar? (— 2A+2A=4, A=1). Asi:

acotada ao(l) 0
ap=ci1+cInr+r2"=5"¢c;=0 c1=-1
Para a;:
_ acotada 02(1) 1
az=cirl+cor2°="¢c;=0 c1=1

No necesitamos imponer los datos en la solucién del resto de ecuaciones homogé-
neas para asegurar ya que el resto de a, y las b, son cero (0 es solucién y no
hay mas por tener un problema de Dirichlet solucién Unica). La solucién de [P4] es:

u(r,0) =r2—-1+r2cos26

[Se podria escribir en cartesianas: u=2x2-11.

Como otras veces, un buen cambio simplifica el problema. Por ejemplo, podemos
en este caso buscar una solucién v(r) de la ecuacién no homogénea resolviendo

v+ %v’ =4 . La solucién mas sencilla de esta ecuacién de Euler es v=r2.
Aw=0,enr<l1
w(l,0)=cos260-1

De la serie de la pagina anterior obtenemos, sin méas que identificar coeficientes,
gue la solucién de este problema es:

w(r,0)=r?cos26-1

lo que nos lleva de forma mucho mas rapida a la solucién de antes.

w=u-v — {

Au=F, r<R
u(R,0)=f

[Utilizando funciones de Green se dara en 3.4 una férmula integral para {

que generalizaréd la férmula de Poisson de la pagina anterior].
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Resolvamos ahora el problema de Neumann homogéneo en un circulo:

g

- Au=0, en r<R
[Ps] {ur(R, 0)=f(6), 6€[0,2m)

Como el problema de contorno y la ecuacién de Euler son las
mismas que en Dirichlet, la solucién que probamos es:

&
I

[o0]

u(r,0) = % + Y. r"[ancosnb+ bpsennd]

pero ahora es diferente la condicién de contorno que falta:
ur(R, 8) = i nR"1[ancosnb+b,sennd] =£(8), 6€[0,2m)

an =

Jf(e)cosnede bn= - Jf(e)sennede n=1,2,...

nmR"— ‘nRN—1 TTIRN- hrRN-1

siempre que no tenga término independiente el desarrollo en senos y
cosenos de f(0); es decir, una condicién necesaria para que el problema se
pueda resolver por este método es que se cumpla:

Oz"f(e) d6é =0 | [confirma lo visto en 1.3: debia ser §, fds= [, Fdxdy=0].

Ademids, a, queda indeterminado [Neumann siempre tiene unicidad salvo constante].

Ej 4. ur(1,0)= i n[ancosnb+b,sennd] = sen39 = 4 sen 6—— sen30.
n=1

ur(1,8)=sen306

{Au=0en r<l1

No hay que hacer integrales: b; =%, b3=—ﬁ y los demés cero.

Por tanto: u(r,8)=C+ %r senf — 1—12r3 sen36, C cualquiera.

Y ahora resolvemos uno de Neumann no homogéneo en un semicirculo:

[Pe] Au=F(r,0), en r<l,0<6<m
63 ur(1, @)=ue(r, 0)=ug(r, m)=0
Como para este problema no hemos resuelto el homogéneo, debemos comenzar

hallando sus autofunciones. Conocemos la ecuacién en © que sale al separar va-
riables. Junto a las condiciones de contorno nos dara dichas autofunciones:

0" +20=0
{@’(O)=@’(n)=0

— Ap=n?%, Op(8)={cosnb}, n=0,1,2,... —

_ = La serie con cosenos y senos del [P4] no cumple ]
u(r, 8) =Ro(r) + Z Rn(r)cosné [ los datos de contorno; aqui no hay periodicidad. -

Ro+2Ry+Y R+ 1R/ - LR, | cosné = F(r, 8) = Bo(r) + 3 Ba(r) cosné
ot PR F 2[Ry + 7R, =72 n =r(r,0)=05o 2,5n ,
con Bo(r)=%ng(r,6)d6 y Bn(r)=%ng(r,6)cosn6d9.

Basta, pues, resolver: rRo+R’ = [er)]': rBo(r) y r?Rnp+rR!—n?Ry=r?Bn(r),
ambas con los datos de contorno (singulares): R, acotadaen r=0y R;(1)=O.

Si n>1 el problema homogéno (y, por tanto, el no homogéneo) tiene solucién R,
Unica (aunque el problema sea singular, vale lo que vimos en 2.3). Pero si n>0:
R acotada
rRo+R’ =0 — Ro=c1+c2Inr =—="" Rop={1} —
o R (1)=0
infinitas soluciones

. . 1 =0
ninguna solucién Ro del no homogéno segun sea fo rBo(r)dr;léo .

Existen

[Concuerda una vez més con 1.3. Debia ser: folfg rF(r, ) dédr = 0].
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Resolvemos para acabar con Laplace en polares dos problemas con
condiciones mixtas. El primero va a ser homogéneo.

Ur(lr 9) =.f(6) rzR//+rR/—)\R=O

— n
[P]{Au_o'r<1'9€(o’2) {@”+/\e=o,e’(o)=@(%)=o —
7 e d

up(r,0)=u(r,3)=0

Los autovalores y autofunciones son conocidos: Ap=(2n-1)%, ©,={cos(2n-1)6}
n=1,2,....

Resolviendo para esos A, la ecuacién en R y exigiendo que esté acotada en r=0:

u(r, ) = i cnr?"~lcos(2n-1)6 | — i (2n—-1)cpcos(2n-1)6=f(6) —

¢ =z Jo f(6) cos(2n-1)0d6, n=1,2,... | (solucién tnica).

El recinto siguiente no incluye el origen. La condicién implicita de estar acotada en

ese punto es sustituida por un dato explicito en r=1: 0

. {Au:O, l<r<2, 0<@<m
Ej 5.

u(l,8) = u(2,8) = u(r,0) =0, ug(r, 1) = r? 0

0

Aparentemente es un problema homogéneo, pero ya dijimos que las condiciones de
contorno para Laplace en polares que deben ser homogéneas son las de la 6. Necesi-
tamos una v que las cumpla. Claramente v=r26 lo hace:

Aw=-460, 1<r<2, 0<06<m
w=u-v — { w(l,68)=-6, w(2,0)=-46
w(r,0) = wg(r,m)=0

Las autofunciones del homogéno las dara el problema de contorno:

0”+20=0 o A= [2n-172
0(0)=0’(1)=0 n=""73

, G)n(e):{sen [2"2;1]9} ,nh=1,2,...

Probamos entonces la serie: | w(r, 0) = Z Rnh(r)sen [2”2;1]9 —
n=1

4r?

> [R;’ + %R;7 - [2”_1]2Rn} sen —[2”;1]9 =-40= 4; Bnsen —[2”;1]9

n=1

con Bp=2[)-6sen22518 gp = n[zn[__ll/]znjz

De los datos no homogéneos deducimos las condiciones para las Rp:
Z Rn(1)0n(6) = Z BnOn(6) . Z Rn(2)0n(0) = Z 4B,0n(6)
n=1 n=1 n=1 n=1

Resolvemos pues: rZR;)’+rR;) - [n- %]ZR,, =4Bpr? con Ry(1)=Bp, Rn(2)=4B, .

__Bn
4-(n-1/2)2

— 29[29-4][Br—A]
= 2201

Rnp=Ar? [A=2 no autovalor] —» A= —Rp=c1r" V2 4 cor—(n=-1/2) 4 Ap2

+2_ _
C. coﬁorno 1= [29+2-1][B,—A]

.1
T%0-1 . llamando g=n-5.

» €2
Simplificando un poco:

Rn(r) = m( [2q+2_1]rq + 2q[q2_4]r—q - [22q_1]r2)

La solucién final es u=r26+w donde la w es la serie de arriba con los R, dados por
esta expresién.
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3.3. Algunos problemas en tres variables

Comenzamos estudiando las series de Fourier dobles, de teoria semejante a
las de una variable (las triples, que aparecerian en problemas con 4 variables, son
también similares).

Sean Xm(x), x€[a,b] e Yu(y), ye[c, d] las autofunciones de dos problemas de
Sturm-Liouville con pesos respectivos r(x) y s(y),y sea f(x, y)eC'([a, b]lx[c, d]).
Entonces, para cada (x, y)€(a, b)x(c, d) se puede escribir f como la serie:

1
(Xn, Xn) (Ym, Ym)

o oo b rd
fx,y)= Z chanYm con Cpm = J J FOY)XmYnrsdydx
me1 hel alc

[ (u, v) designa, desde luego, f:uvrdx ) fcduvsdy]

. e (f(xl.y)er)
pues para x fijo se puede poner f(x,¥)=> Cm(X)Ym , C;m(X) = —~F—,
m=1 (le Ym)
e (Cm(x), Xn) . . .
ycon Cm(x)=> chnXn, Chrm= W se tiene la expresidén de arriba.
n=1 ns n

[Se llega a lo mismo, desde luego, desarrollando primero en X, y luegoen Y 1.

En particular, se tienen los desarrollos en series trigonométricas dobles de una
funcién feC ([0, L]1x[0, M]):

f(x,y =Z Z bnmsen X sen X con bnm——JJ f(x.y)sen™™ sen™7Y dy dx

nmx mmy

e anm cOs "= cos T

(o]

[Ms
||[\/J8

fx,y)= 4aoo + 5 Z Qno COS —/ + %

n=1 1

3
Il

con anpm ——j j f(x, y) cosmcosTydydx

[O los desarrollos parecidos en Y. sencos 6 Y. cossen, 0 Con series en senos y cosenos].

[Los factores % y % son, como siempre, para que la férmula valga también sin=04é m=01.

,en [0, m]x[0, ] de dos formas:

Ej 1. Desarrollemos ’ fx,y)=

© 4 s
Xcosy =Y > bpmsennxsenmy con bpm= —ZJ j Xcosy sennxsenmydy dx
0JO

n=1 m=1

(o) (o] n+1
— xcosy =10} Z LM sennxsen2my

KA 2
" n=1 m=1 nfam?-1]
4 0 si m#1
anm = ?J J xcosycosnxcosmydydx =14 m si m=1,n=0 -
0 2[(-1)"=1]/(nn?) si m=1,n>0

XCosy = gcosy— % Z (2n 7 cos[2n—1]x cosy [ya estaba desarrollado en y1.

[La igualdad entre f y su serie se da en los puntos de continuidad de la f extendida,
de forma impar en el primer caso y par en el segundo, en cada variable hasta [—m, ]
y luego de forma 2m-periddica; asi, la serie en senos converge hacia xcosy en el lado
x=0 del cuadrado [0, m]x[0, ], pero no lo hace en los otros lados; la serie en cosenos,
en cambio, converge (uniformemente) en todo el cuadrado, incluido el borde].
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Resolvamos separando variables varios problemas (homogéneos) en 3 variables.
Primero, la ecuacidén del calor en un cuadrado: estudiamos la evoluciéon de las
temperaturas de una placa (dadas las iniciales) si el borde se mantiene a 0°:

0

ut — k[uxx+uyy] =0, (x,y)e(0,m)x(0,m), t>0 .
0

ulx, y,0)=f(x,y)

ux,0,t)=ulx, mt)=u(0,y, t)=u(my t)=0 5 =

Buscamos soluciones: u(x,y, t) =X(X)Y(y)T(t) = XYT' —k[X"Y+XY"]T=0

T v X'"+AX=0 ’
kT T +k[A+ulT=0

Y =
[Como en 2 variables, dejamos para la T la expresién mds complicadal.
Las condiciones de contorno exigen: X(0)=X(m)=Y(0)=Y(m)=0 . Asi pues:

A=n?, Xm={sennx}, n=1,2,... —(n2+m?)kt
{/J=m2, Y,={senmy}, m=1,2,... Tnm = {e } '

Cualquier upm(x,y, t) = {e‘(”2+m2)ktsen nxsen my} satisface la ecuacion y todas

las condiciones de contorno, asi como lo hace cualquier combinacién lineal de ellas.
Esto nos lleva a probar la serie:

ux, y, )= >.>" bam e~ (n?+m?)kt sen nx sen my

n=1m=1

gue debe satisfacer ademas: u(x,y,0) = Z Z bnmsennxsenmy =f(x,y) —
n=1m=1

bnm=%jf f(x,y)sennxsenmydxdy |, n,m>1.
0JO

[Como en la varilla, aqui también u— 0 cuando t — oo].

Ahora, Laplace en un cubo con condiciones de contorno mixtas (cuya solucién
seda Unica como los similares del plano):

Au=0 en (0, 7)x(0, m)x (0, m) /
u(x,y, 0) =f(x,y)
u=0 en x=0, x=m, z=7

uy,=0 en y=0, y=m /

1

u=XYZ - ¥+Z7"=_X_"=)\_, 2 _y=_

% > Y”+uYy=0, Y/(0)=Y’(n)=0

Z" —[A+u1Z=0, Z(m)=0

— Zmn = {sh (Vn2+m2 [n—z])} -

<

X" +AX=0, X(0)=X(m)=0

A=n?, Xp={sennx}, n=1,2,...
u=m?2, Ym={cosmy}, m=0,1,...

ulx,y,z) = % > cnosh (n[m—2z]) sennx
n=1

+ > > chmsh (Vn2+m? [m—2z]) sennx cosmy

m=1 n=1

Como u(x,y, 0)=f(x,y), los chm son:

s

4 b4
Chm=—"—+—— X,y)sennxcosmydydx
=T P9 s || foew ydy
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Resolvamos el problema de Dirichlet en una esfera. En los libros de calculo en
varias variables se encuentra la expresién del laplaciano en esféricas:

X=rsen@cos¢ 2ur Uge COSOuUg Upe

y=rsenfsen¢ i — AU=Urr+—+—2 - — 0

z=rcos®6 r r sen@r sen4or P
Veamos primero el caso con datos independientes de ¢: 5

sené@

u(R, 8)=f(6), 6€[0, ]

{urr+%ur+r%[ueg+c°seu9]=0, r<R

que, de hecho, es un problema con dos variables. Podemos buscar entonces so-
luciones que tampoco dependan de ¢ . Separando variables:

r’R” +2rR’ —AR=0

0"+ 250'+10=0

sené@

u=R(r)o(o) — {

do

" _— 299’0 _ do
a5+ O =sen“6 cos6; ] lleva la segunda

El cambio s=cos6 [©’=—-senb

ecuacion a:
d%e do L
[1-5?] Gz —255; +A0=0, ecuacion de Legendre.

Imponemos que O esté acotada en s==+1 [6=0,m polos de la esferal. Los
autovalores de este problema singular (citado en 2.2) son Ap=n(n+1),n=0,1,...
y sus autofunciones son los polinomios de Legendre:

{Pn(s)}={Pn(cos 6)} [Po=1 , P1=s, Po=3s2-1, P3=§s3—§s,...]
Para estos valores de A:
r’R”+4+2rR’—n(n+1)R=0 — pu?2+u—-n(n+1)=0 —» u=n, —(n+1)

R acotada
— Rp=c1r"+cor- D "S5 R ={r"}, n=0,1,...

Probamos entonces:

u(r,8) = i anr"Pn(cos8)| — u(R, 9)=i anR"P,(cos 8)=f(6)
n=0

n=0

2n+1
e an = >RP

Jf(e)Pn(cose)senede ,nh=0,1,...,
0

pues el peso es r(8)=send [(sen6OQ’) +AsenfO=0] y de los P, se sabe que:

= 1
J& [Pn(cos 8)]° senode *~2°° [1 [Py(s)]° ds = 5,27

Ej 2. Si ’ R=1y f(8)=cos?6 ‘ se tiene: an=%ﬁlsan(s)d5.

, 1 1 )
Asi pues: ag = %f_lsz ds=% , dy = %f_l [%s“—%sz] ds = % , y los demés ap=0

(ya que Py esimpar (= a1=0), y para desarrollar s? bastan Pg, P1 Yy P> ).
La solucién es, por tanto, u(r,8) = 3 — 3r2 +r?2cos?6 [=1(1-x2-y2+222)].
Para un dato como este se podrian determinar los coeficientes tanteando:

20=2(3cos29-1) 4+ 1 =2 =1
cos“@=5(5c0s°6—3)+3— az=%5, ap =3, COMo antes.

[Para resolver problemas con términos no homogéneos F(r, 8) en la ecuacién,
(o]

se probaria como siempre una serie de autofunciones: u=>an(r)Pn(cos6)].

n=0
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Pasemos ahora a resolver, con menos detalles, el problema general en 3 variables:

2 1 cosé 1
{ Urr + ;ur+ r—z[ue9+sen9ug+mud,¢] =0, r<R

u(R,6,¢)=f(6,9), 6€[0,m], p€[0,2m)

Vamos en este caso a separar primero la parte radial y la que depende de los dos angulos:

r’R” +2rR’” —AR=0

u=R(r)Y(6, $) {Y¢¢+sen9(sen9Y9)9+)\sen29Y=0

®'+ud®=0
(sen6 @) +(Asen6-

Separando ahora la parte angular: Y(6, )= 0(6) ®(¢) — { u _
75)0=0

se
La solucién ha de ser 2m-periédica en ¢: pum=m?, &m(¢)={cosm¢, senm¢}, m=0,1,...

Llevando estos um a la otra ecuacién y haciendo como antes s=cos 6 se tiene:
%[(1—52)£} + [)\ m? }O =0, O acotadaen s=+1.

T 1-s2

La EDO, nueva para nosotros, se llama ecuacién asociada de Legendre. Si m=0 es la
de Legendre y las autofunciones eran los P,. Se prueba que los autovalores del problema
singular son también An=n(n+1), y sus autofunciones estan relacionadas con ellos:

2 m
‘PT(t)= (1-s2)™? 2 pp(s)|, con m<n

[PS:P,,, Pl=senf, P;=3sen6cosf, P§=3sen29,...]

— Y,T(e,qb):{cosmd}Pn’”(cose),senmd)an(cose)} , h=0,1,..., m=0...n.

[Y8={l}, Y9 ={cos6}, Y] ={senbcos¢,senfsen¢}, Y9 ={3 cos26-3},
Y>={3sen6@cosfcos¢, 3senOcosOsend}, Y2={3sen?6cos2¢, 3sen?6sen2¢}, }

Las soluciones acotadas en r=0 para esos A, son como antes R,={r"}.

Los armdnicos esféricos son las soluciones de la ecuacion de Laplace |u =r"Y"(6, ¢) |.

[Hay libros que llaman arménicos esféricos a los Y™, otros a mdltiplos concretos de los Y™ ... 7.

Con ellos formamos la serie:

[oe]

u(r,6,¢9)= Z rn [anoPn(cos 0) + i (anm cosme + bpm senme) an(cos e)] -
n=0 m=1

ano = 2242 0211 (’)Tf(e, ®)Pn(cos6) sen6d6de ,

A = % 0211 ;Tf(e' ¢)cosm¢ P'(cos6)sen6dode
, m=>1

brm = GELCm [2T[ T £(6, §) senm@ PT(cos 6) sen 6.dodd

2  (n+m)!
2n+1 (n—-m)! *

puesto que se cumple fill [Pn’”(t)]zdt =

Ej 3. Para | R=1 y f(6, p)=sen?6sen?¢p ‘ . Buscamos identificar como en el ejemplo 2.

Debe ser: f(6, ¢) = 5 sen?6 — %senzecos 26 = % - % cos26 — %senzecos 2

1
2
=1_1r3c0s29-17_1gen2 =1y0_1y0_1y2
=3-3[5C05°0—5]—3sen“0cos2¢=3Y,—3Y, —5Y5.

, a22=—% y los otros son cero. La solucién es, pues:

[} cos?0- 1] - 12 sen0cos 26

- ianas: y= 1 240152020527 12 _27=21_1,2,.2,2_ 1.2
Escrita en cartesianas: u= 5—-52°+z[x*+y*+z*] -5 [x*~-y?]=3—-3x*+3y*—32°,

funcién que cumple Au=0 y que cuando x?+y?+z%=1 vale y? [=f(6,¢) si r=1].
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Veamos ahora el problema exterior de Dirichlet para Laplace en el circuloy en la
esfera con simetria (con datos independientes de ¢ ). Para que haya unicidad, las
condiciones en el infinito han de ser distintas:

plano: espacio:
Au=0, sir>R Au=0, sir>R
{u(R,9)=f(6), 0<6<2m {u(R,6)=f(9), 0<6<Lm
u acotada cuando r—oo u— 0 cuando r—oo

Separando variables se llega a las mismas ©, que en los problemas interiores:
{©n}={cosnb,sennb}, n=0,1,... {©,}={Pn(cosB)}, n=0,1,...
Pero hay que elegir diferentes R, , para las nuevas condiciones en el infinito:
n=0, ci+c2Inr - Ro={1} n=0, c1+cart - Ro={r1}
n>0, c1r"+cor"—=Ry={r"} n>0, cir"4cor~(M+1) L R, ={r~(n+1)}

[En el plano ninglin Ro—0, y en el espacio estan acotadas tanto 1 como r~1; tendera
0 nos dejaria sin soluciones en el plano y pedir acotacién darfa infinitas en el espacio].

Probando las series correspondientes e imponiendo u(R, 8)=f(0), se obtiene que
las soluciones respectivas son estas series con los coeficientes indicados:

u(r,)=%+>" r-"[a,cosné+b,sennb] u(r, ©)=%2+%" a,r-"*1p,(cos 6)

n=1 n=1

_ R" [2m — n
ap =" )" f(6)cosnede, n=0,1,... aFMfgf(@)Pn(cose)senede

bn="B" [2"F(6)senn6dO, n=1,2, ... n=0,1,...

Ej 4. Hallemos la solucién en ambos casos cuando | f(8) = a | constante.

Basta mirar las series para deducir las soluciones en ambos casos:

u=a | enelplano. u= =1 en el espacio.

[Interpretemos estos resultados mirdndolos como soluciones estacionarias de la ecuacién del
calor. Si mantenemos la superficie de una bola de radio R constantemente a a®, la temperatura
que tenderian a tener todos los puntos del espacio seria aR/r, disminuyendo con la distancia a
la bola. Para el primer caso, en vez de imaginarnos en un mundo bidimensional, situémonos en
el espacio con datos y soluciones independientes de la variable z: si toda la superficie de un
cilindro infinito de radio R se mantiene a a°, todo el espacio tendera a tener esa temperatural.

[Si nos plantedsemos el problema en el interior r <R, es inmediato ver que la solucién, tanto
en el plano como en infinito, es u=a].

Ej 5. Sea |[R=1y f(O)= cosze‘ . Resolvamos y comparemos con las soluciones en r<1.

En el plano, la serie del interior y exterior llevan a la misma condicidn:

< 1,1
u(l, 9)=7°+Z; [ancosn@+bpsennb] = 5+5c0s260 — /\1
n=
_1,1.2 N _1, 1 ,
u=3+3r<cos2@ (interior), u=3+ 55 cos26 (exterior).
[En cartesianas u=1PCY2 =14 Xy respectivamente:|.
2 2 2(x2+y2)

Para el espacio, el interior ya se ha resuelto en el ejemplo 2. Y en el exterior la condicién
que aparece al hacer r=1 vuelve a coincidir con la del interior.

Las soluciones respectivas son, pues:

=1_1/24r2¢0s20 (interi 1 _ 1 .1 2 -
u=3—3r<+rcos<é (interior), u=s; — 35+ 5C0s°6 (exterior).
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Si los problemas ‘esféricos’ llevan a Legendre, los ‘cilindricos’

(Laplace en polares mas otra coordenada, t en calor y ondas,

z en Laplace) llevan a Bessel, como sucede en los problemas ' ‘
de vibracion de una membrana circular (de un tambor). ‘ A
Como hicimos con Laplace en la esfera, para empezar trata-

mos el caso mas sencillo con 2 variables en el que la vibracién no depende de 6.
Y para simplificar aln mas suponemos que inicialmente es u;=0:

1
—_ = = <
ute — [urr + ,.Ur] 0,r=1,teR [Las vibraciones con simetria

u(r,0)=f(r), usg(r,0)=0 radial en el espacio, como se
u(l,t)=0 vio en 3.1, son mas sencillas].

iy RR [rR’]"+ArR=0, R acotada en 0, R(1)=0
u=RT-> =B 0 -5,
T/ +AT =0, T/(0)=0 — { cos(A t)}

El problema de contorno singular para la R fue visto al final de 2.1. Recordemos
que con s=rvX desaparecia A y la ecuacién pasaba a ser una de Bessel:

SR”(S)+R’(5)+5R(s)=0 — R =c1Jo(s)+c2Ko(s) = c1)o(rvA)+c2Ko(rvx)

Imponiendo los datos se tenian los autovalores A, tales que Jo(y/An)=0,
y las autofunciones asociadas Rn={jo(r\/)\n)}.

Nos falta imponer la condicién inicial que falta a la serie:

u(r,t):icncos( )\nt)jo(rm) — ni;cnjo(r )\n)zf(r)

Este desarrollo ya lo discutimos en el Ultimo ejemplo de 2.2. Alli vimos que era:

2 1
0= f rF(r)Jo(ry/An) dr

Ej 6. Hallemos si | f(r)=1-r2| la integral fol(r—r3)jo(rwn)dr, wnp=+/An, que define ¢p.

1 Wn

Haciendo s=rwp, : f; = # 8”” sjo(s)ds — 7 |, s3Jo(s)ds .

La primera primitiva es inmediata, pues [511]'= sJo . La segunda, por partes:
[s?2sjods=53)1—2[s?1ds=53J1 —25%), =(s3—4s)J1 +25%)o ,
yaque [s22] =521 Y Jn+1 = 2?"1,7 —Jn—1.Y como Jo(wp)=0 concluimos:

1 S8
fo = wire;jl(wn) = u(rt) =n§1 Wi (wn) cos(wnt) Jo(wnr) .

Pese a su aspecto complicado, esta solucién no lo es mucho mas que la > k, cos(nmt) sen(nmx)

gue se obtendrian para la cuerda vibrante con datos similares (lo resolvimos en 3.1).

En muchos libros (o en programas tipo Maple o Sage) se pueden encontrar los ceros w, de Jo:
{wn} ~ 2.4048256, 5.5200781, 8.6537279, 11.791534, 14.930918, ...

y los valores de Ji(wp): 0.519147, -0.340265, 0.271452, -0.232461, 0.206547, ...
Necesitamos sélo un programa que reconozca la Jo para dar valores o hacer dibujos aproximados
de la solucién. Por ejemplo, utilizando los 5 primeros términos de la serie, podemos (con Maple en
este caso) aproximar y dibujar u(0, t):

u(0,t) ~ 1.108 cos(2.405t) — 0.1398 cos(5.520t)

+ 0.04548 cos(8.654t) — 0.02099 cos(11.79t)
+ 0.01164 cos(14.93t)
Las vibraciones de un tambor, a diferencia de lo que pasa

a una cuerda, no son periddicas (los w, no son multiplos
exactos unos de otros).
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Para acabar esta seccién, tratemos el problema mds general y complicado en 3 variables:

Uet — € [Urr + %ur+ rlzueej =0, r<1, teR
u(r,0,0)=f(r,0), ut(r,6,0)=0
u(l o, t)=

7" R”+'i ” 2p ’
u-R@T—»T— T 100 )RR a2 =

7= "R tre = R =TH=

o
0”4+uO®=0, 0 2n-periédica —» Um=m?2, m=0, 1..., O ={cosmb,senm6},0p={1}
T” +Ac?T =0, T'(0)=0 — { cos[vVAct]}

r’R” + rR’ + [Ar2—u]R =0, R acotada en 0
Para u = m?2 consideramos el problema de contorno singular para R:
r’R”+rR’ + [Ar?-m?]R =0
R acotada en 0, R(1)=0
Haciendo s=rv/A desaparece como siempre A y la ecuacién se convierte en Bessel:
s2R”(s)+SR’(s)+[s2—-m?]R(s)=0 —
R = c1)m(8)+C2Km(S) = c1)m (rvA)+c2Km(rvX)

R acotada = c; =0 . Los autovalores seran los A que hagan Jm(¥/A)=0, que son una
sucesion infinita para cada m: Am,, ..., Amy, - - -

Y las autofunciones son Rmk={jm (ra/Am, )} . Asi que probamos:

u(r,6,t)= % i CokJo (r\/)\ok ) cos (c Ao, t)
k=1
3 i [cmkcosn6+dnksenn6]jm(r\/ )cos( Cv/Am t)

m=1

[ee]

— % i cokJo(ry/ Ao, )+ i Z [cmk cosnB@+dnksennb])m(ry/Am, ) =f(r. 6)
k=1 m=1

e

Para r fijo, f(r,0)= %Ao(r) [Am(r)cosmé+Bm(r)senmo] ,

=1

Am(f)=%f§ f(r,8)cosméde, m=0,1,...

3

Bm(r)=%f2 f(r,8)senmédd, m=1,2,.

Desarrollando:

Am(r) = Z CmkJm(rvAme) » Bm(r) = Z dmik)m (rv/Ame )
= k=1
Teniendo en cuenta que fo r)2 (ryim,)dr= 2] a(Pm)

se llega a la expresién definitiva para los coeficientes:

2n
c rf(r,8)cosné ry/A drdé
T ﬂF)” £(r,0) 0S8 Jm (r/Arm; )

2n
d JJ rf(r,0)senné ryJA drdoé
= M) f(r.6) Jm(ry/Am,)
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3.4. Funciones de Green.

[En lo que sigue trabajaremos formalmente con la é§ en dos variables, utilizando sélo que:

i. 8(E=x,n=y)=0 para (& n)#(X,y)
ii. [[,F(& n)&(E-x,n—-y)dEdn=F(x,y) si F continuaen DCR? y (x,y)eD ].

Consideremos el problema de Dirichlet no homogéneo:

p Au=F(x,y) enD
(Pp) u=f enaD

Nuestro objetivo es (como en 2.4) expresar su solucién en funcién de integrales en las que
s6lo aparezcan una 'funcién de Green’' G y los datos F y f:

AG=6(§—x,n-y) enD
G=0 enoD

y vista como funcién de (&, n), se le llama funcién de Green de (Pp) y la
solucion de (Pp) es

ux, y) = ”D G(x, y; E ) F(E, n) dEdn + § Gnlx,y: & MF(E n)ds

Si G(x, y; &, n) satisface (Pg) { , para cada (x,y)eD

Teor 1:

[Gn es, como siempre, la derivada de G en la direccién de n, vector unitario exteriora D].
Del teorema de la divergencia es facil deducir la lamada segunda identidad de Green:
Si uy G son C?(D) se tiene [[,[GAu—uAG]d&dn=§,,[Gun—uGnlds

Si u es la solucién de (Pp) y G la de (Pg), y admitimos que la identidad anterior es valida
para nuestra G (que claramente no es C2, pero se justifica con ‘distribuciones’) tenemos:

J[[GF—us1dgdn=¢,,[-fGnlds - u= [[,GFd&dn+§,,Gnfds

¢Coémo resolver (Pg)? Comencemos buscando una v(x,y;§, n) que, vista como funcién de
(&, n), satisfaga Av=6, aunque no cumpla la condicién de contorno. ¢{Qué funciones cono-
cidas cumplen Av=0 y puedan originar una é? Las soluciones de Laplace en polares que
dependen de r son:

vrr+%vr=0—>v=cl+czlnr

Asi que algin multiplo del discontinuo logaritmo de la distancia r = PQ del punto P=(&, n)
al Q=(x,y) es buen candidato a v:

v=2=In[(E-x)2+(n-y)?]=5= InPQ satisface Av=5(§—x,n-y) para (x,y) fijo.

A v se le llama solucién fundamental para el punto (x, y).

Teor 2:

Para probar el teorema volvemos a hacer 'trampa’ con la 6. Ya vimos que Av=0 si r#0,
o sea, si (§ nN)#(x,y). Ademas, el 'teorema’ de la divergencia en un circulo de centro Q y
radio R nos da:

J[i<rBvdEdn =9, _ vads=§_, vrds=[2" 2 RdO=1-Av=6

Si w satisface Aw=0 en D, la funcién v+w seqguira satisfaciendo A[v+w] =§ para cada
(x, y)eD fijo. Por tanto, para encontrar G [y tener resuelto (Pp)]

’ basta encontrar la w armoénica en D tal que v+w =G se anule en la frontera aD

La forma practica de hallar la w (en recintos D limitados por rectas y circunferencias) es el
método de las imagenes. Mirando la geometria de D se tratard de escribir G como suma
de la solucién fundamental v y de funciones arménicas w del mismo tipo, logaritmos de
distancias a puntos Q’ exteriores a D ('imagenes’ de Q respecto de la D), escogidos de
forma que la G se anule en la frontera de D. Resolvemos un primer ejemplo con la G, en
el que D estd limitado por rectas:
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(P1) Au=0en D={x>0}x{y>0} Sean Q=(x, y)eD fijo,
1 ulx, 0)=£(x), u(0,y)=0,uacotada | P=(E,n), v=2InPQ.

Si Q’=(-x,y), es claro que w’'=-5=InPQ’ es una funcién de ‘1
P que es arménica en D (lo es en R2—{Q’} )y que v+w’ =0 Q'('X/Y,):’_’_____:“_~_\Q(X/Y)
si P pertenece al eje y, pues entonces PQ = PQ’. Anéloga- T rF D
mente W« =—5-InPQ, , con Q. =(x,—y), es arménica en D RN
y V+w« =0 si P estd en el eje x. Para que G sea cero en am- ' ‘ (e n)
bos ejes a la vez hay que sumar una nueva w’, =—% InPQ’, , o
Q’, = (-=x,-y). Entonces G(PQ) = v+WwW +wx« +W/, es la 0 v
funcién de Green buscada, ya que AG =6 [pues Av=6§y v "
AW +w«+w,)=01y G=0 si PeaD [si P esta en el eje y +o . *—
es PQ=PQ’ y PQ., =PQ’, ; y similar en el eje x1. Q(-x-y) Q.(x,-y)
Escribiendo las distancias analiticamente tenemos:
GO, ¥ &) = 7% In [(E-x)2 + (N—-y)?] — 2 In [(E+X)? + (n-y)?]
— 72N [(E=x)? + (N+Y)2] + 7% In [(E+x)% + (N+Y)?]
Y como n=—j en el eje x, la solucién de nuestro problema (P1) sera:
— _[® _ |y 1 1
U, y) = §,pGnfds =[5 =Gnl,_o fEYAE =+ =| % [* | ey — GEmoray? [/ (E) 9E
Resolvamos ahora el problema no homogéneo de Dirichlet en el circulo:
(P5) Au=F(r,0) enr<R Q=(r, 0)eD fijo, Q’@z,e)
271 u(R,0)=f(6), 6€[0,2m] | P=(0,¢) variable.

La solucién fundamental v en estas coordenadas queda: P(o,9)

1 oYa) 1 2 2 Q(,e)
v=5-InPQ = z=In[0% +r? —2rocos(6—¢)]

¢Dénde situar el punto imagen Q’? Las cosas no son tan D
claras como en el ejemplo anterior. Es claro que su 6 ha
de ser igual, pero {a qué distancia del origen O colocarlo?
Podriamos llegar al resultado tanteando, pero nos limitamos a comprobar que la G es:

G(PQ)=3[INPO-InPQ"+In k], 0= (%, 9),

o expresada en términos de coordenadas:

G(r,6;0,¢) = 4—111 In[0% +r? —2rocos(6—¢)] — % In[R? f;—‘;z —2rocos(8—-¢)]

En efecto: G=v+Vv/+cte = AG=0 [V’ arménicaen R2—{Q’} y Q’¢D]y G=0 si PeaD,
0 sea, si 0=R. Ademas, Gn=Go|0=R y ds=Rd¢, por lo que la solucién de (P2) es:

Re2 2 2_p2
u(r,0) = [f, " 0 G(r, 6:0, 9)F(0,8)dddo + 3= [o " rrzmreasiogyrr [ () Ao

expresién mucho mdés compacta que las series de Fourier, aunque estas integrales, en ge-
neral, no sean calculables (y habra que aproximarlas, pero son aproximaciones también las
sumas parciales).

Las cuentas en tres dimensiones son muy similares a los de dos. Si G es solucién de (Pg):

u(x,y, z) = [[{, GFd&dndy +§,,GnfdS| (8D es ahora una superficie)

Se ve de manera similar que la solucién fundamental en el espacio es:
1 2 2
V=—— Vir+2vV,=0—-v=c1+ -2
4TPO |: rr rvr 1 r ]
Los puntos imagenes respecto a planos son igual de sencillos y para la esfera
de radio R vuelve a situarse el punto Q’ a una distancia R2/r del origen.
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