4. Otros métodos en EDPs

Este capitulo estd dedicado al estudio de varios temas independientes entre si.
En 4.1 nos dedicaremos a sacarle jugo a la férmula de D’Alembert deducida en
1.3 para la solucién del problema puro de valores iniciales para la cuerda infinita:

{ Uit — CPUxx =0, X, teR
u(x, 0) =f(x), ue(x, 0) = g(x)

Utilizaremos que la solucion u(x, t) resulta ser la suma de dos ondas que se mueven
en sentido opuesto a velocidad c. Daremos también una férmula para las solucio-
nes en el caso de la ecuacion no homogénea (con fuerzas externas F(x,t)).
Comprobaremos como, extendiendo de forma adecuada los datos iniciales
a todo R, podemos abordar problemas con condiciones de contorno. Al estar
manejando funciones con expresiones diferentes en diferentes intervalos, escribir
la solucién explicitamente nos puede llevar a discusiones complicadas. Por eso nos
conformaremos muchas veces con hallar su expresién para valores de t o x fijos
o con los dibujos de la solucién.

En 4.2 comenzaremos dando sin demostracién la solucién del problema puro de
valores iniciales para la ecuaciéon de ondas homogénea en el espacio (formula de
Poisson-Kirchoff). De ella deduciremos la formula para el plano. Estudiaremos
las diferencias entre la propagacién de las ondas en una, dos y tres dimensiones es-
paciales. Comprobaremos que las ondas en el espacio ‘pasan’ (como ocurre con el
sonido), mientras que en el plano la influencia de los datos iniciales se deja sentir,
aunque amortiguandose, a lo largo del tiempo (en la recta dependera de si la per-
turbacién inicial se da en la posicién o en la velocidad). Estudiaremos también las
ondas que se propagan en el espacio con simetria esférica que son de tratamien-
to sencillo, por ser esencialmente unidimensionales, ya que un sencillo cambio de
variable lleva a la ecuacién de la cuerda (para n=2 no existe tal cambio).

En la la seccién 4.3 definiremos la transformada de Fourier 7 y veremos al-
gunas de sus propiedades que permiten resolver algunas EDPs en intervalos no
acotados (para ellos no se puede utilizar separacién de variables por no aparecer
problemas de Sturm-Liouville). Como ocurre con la transformada de Laplace para
las EDOs, aplicando la F a algun problema para EDPs acabaremos en otro mas sen-
cillo (de EDOs, para las ecuaciones en dos variables que tratamos). Resuelto este
segundo problema, para hallar la solucién habrad que encontrar una transformada
inversa. Para problemas en semirrectas introduciremos también las transformadas
seno y coseno. En particular (ademas de otros problemas), las transformadas de
Fourier nos permitirdn resolver problemas de la ecuacién del calor en varillas
no acotadas (no resolubles con las técnicas de los capitulos anteriores) como:

Ur—uUxx =0, xeR, t>0
u(x, 0) =f(x), uacotada

Aparecerd la soluciéon fundamental de la ecuacién del calor y se comprobara que,
segln nuestra ecuacién matematica, el calor se transmite a velocidad infinita.
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4.1. Ecuacion de la cuerda vibrante

En el capitulo 1 vimos que para el problema puro de valores iniciales:

Ut — CPuxx =0, X, teR ux0| g}
(P1) { u(x, 0) = f(x) N— Hf(x)

ut(x, 0) = g(x) X

las caracteristicas eran x+ct=K, la solucién general
’ u(x, t) = p(x+ct) + g(x—ct)

, p y g funciones arbitrarias de CZ,

y la solucién Unica de (P1), satisfaciendo ya los datos iniciales:

x+ct
Férmula de D’Alembert | u(x, ) = 3 [f(c+ct)+f(x—ct)] + 3 [ g(s)ds | [1]
t

X—C

Para que u sea C?, debia feC? y geC! (entonces es solucién clasica o regular).

[Si u es continua pero no C2 se llama ‘solucién débil’, concepto tipico EDPs. En cada caso
hay que precisar que se admite como solucién débil y comprobar que el problema sigue
bien planteado (si hay mas funciones que valen como soluciones, éseguira la unicidad?)].

t (Xo,to) Observemos que u(xo, to) sélo depende de los valores de
i f enlos puntos xo—cty Yy Xo+Cty [puntos de corte con el
X—ct:xo—cto',"' “‘.‘X+Ct:x0+ct0 eje x de las caracteristicas que pasan por (X0, ty)]1Yy de
R los de g en elintervalo [xo—cto, Xo+Cto] . A este intervalo

. L x se le llama dominio de dependencia del punto (X, tp)
X,-ct, x0'+ct0 [de los valores iniciales f y g; el dominio de dependencia
dominio de dependencia de los valores de f se reduce a los extremos].

x+ct _ 1 r_2x+ct _
x—ct SAS = acls ]x—ct =1tx.

Ej 1. Sea’ f)=0, g(x)=x ‘—» u(x, t)=%

[La cuerda infinita se inclina progresivamente,

cosa poco real. La ecuacién es sélo un mode- t=0 ‘ T
lo simplificado. Mas interés (y mas complicaciéon 7 2 1
de andlisis) tienen los problemas en los que los l !
datos son no nulos sélo en intervalos acotados].

u(x,t)

La solucién de (P;1) es la suma de dos ondas que viajan a velocidad ¢, una
hacia las x crecientes y otra hacia las decrecientes. A |a vista de [1]:
1 .
x) = 5f(x)—G(x) va hacia la derecha
Llamando G(x)= zlcfg g(s)ds: q(x) 12f( )=6(x) R
p(x) = 5f(x)+G(x) va hacia la izquierda

Para obtener un dibujo de la solucién u(x, t) en diferentes instantes, identificadas
estas ondas viajeras, bastara trasladar sus graficas y sumarlas (graficamente).

Ej 2. Supongamos f=0 salvo una perturbacién en forma de tridngulo

en torno a 0 y que soltamos la cuerda sin impulso (g=0). f f/2
Dibujemos la solucién para diferentes t. Basta trasladar las dos
ondas que viajan en sentidos opuestos [aqui ambas son %f(x) I: —b 0| b

t=b/2c /2
/{;—:?\’E\
—b

Ha costado muy poco hacer estos dibujos y predecir la evolucién de esta solucién débil
[bastante mds costaria dar la expresién analitica de la solucién para todo x y todo t].
Los picos de la f inicial se mantienen indefinidamente y viajan también a velocidad c.
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Supongamos ahora que hay fuerzas externas. El problema es:

Ut — C2uxx = F(x, t), x, teR
u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x)

Necesitamos sélo la solucién ur del problema con f=g=0, pues, por la linealidad,
si u1 es la solucién del (P1) anterior, es ui+ur la solucién de (P2). Sabiendo algo
de derivacién de integrales, no es dificil deducir que

(P2) {

Utt — C2Uxx = F(x, t)

1 [t pxtclt=T] .
ur(x, t) = LJ F(s, T)dsdt satisface { u(x, 0)=ur(x, 0)=0

x—c[t—T]

Por tanto, concluimos que la solucién de (P;) es:

X+

1 1 ct 1 t px+c[t-1]
UG, ) = F OO+ (x=ct] +5: [ a()ds+5 [ [ Fs,dsdr | 12]
0

x—ct x—c[t—T]

Se comprueba que el recinto descrito por la integral do- T
ble es el tridngulo del plano st limitado por el eje T=0
y las caracteristicas que pasan por (x, t). Asi pues, para
hallar la solucién u en un punto (x, t) se necesita sélo:
i) los valores de F en dicho tridngulo, ii) los de g en su
base y iii) los de f en los dos puntos x—ct y x+ct.

1
1
1
i
x-ct X x+ct

Ej 3. u(x, 0)=x, ug(x,0)=3 Utilizando directamente [2]:

{Utt—uxx=2

u= 3o+ + -] +3 (4 3ds+ 3 [ [T 2dsdr = x+3t+2 [ [t-T1dT = x+3t+£2

A veces es facil hallar una solucién particular v de la ecuacién no homogénea y asi
evitar el calculo de la integral doble, pues w = u—v conduce a un problema con
F=0, resoluble con [1] (esto no se podrd hacer siempre cuando haya condiciones de
contorno, pues podrian dejar de ser homogéneas). Por ejemplo si f depende sélo de
X o de t se puede buscar una v(x) o una v(t). En este caso:

— =9 & y—=—x2 - ci 2 Wit — Wxx =0
Vxx=2 — V=—Xx*+Cx+K — si v(x)=-x*, w cumple { W(x, 0)=x+x2, we(x, 0)=3
X+t

p 305 =X4+X2 4+t 43t - u=x+3t+t?

— W= [(x+ )+ (x+)2+(x—t)+(x—1)2] +
Wit — Wxx =0

- = i = 2
w(x, 0)=x, wt(x,0)=0 W=X— U=x+3t+t

vit=2 — v(t)=t2+3t — {

Resolvamos ahora el problema para la cuerda semi-infinita y fija en un extremo:

2 —
Ui —C“Uxx =0, x>0, teR [ .
para que no esté rota,
(P3) {u(x, 0)=f(x), ut(x, 0)=9g(x) _
u(0, ) =0 debe ser f(0)=01.

La férmula [1] exige funciones definidas ¥Vx. éComo extender f y g a todo R? Si
lamamos f* y g* a sus extensiones se debe cumplir la condicién de contorno:

u(o, t) = 2[FH(ct) +FH(=ct)] + & [, g*(s)ds = 0.

Es claro que f* y g* han de ser impares fFog* J./\fég o~
respecto a 0, es decir, AN
p ‘.“~___¢l \‘ "T \/
“ .’

FX(=x)==f*x); g*(-x)=-g*(x) .

Asi pues, la solucién de (P3) es la del siguiente problema (para la cuerda infinita):

Utt—Czuxx:O, x,teR x+ct
{u(x, 0)=*(x) . | u(x, t)=%U*(x+ct)+f*(x—ct)]+2lcf g*(s)ds | [3]
ur(x, 0)=g*(x)

pues u cumple la ecuacién, las condiciones iniciales para x>0, y la de contorno.
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Siguiendo con la cuerda semi-infinita, veamos como se resuelve el problema mas

gen

eral con fuerzas externas y extremo movil:

u(x, 0) = f(x), ue(x, 0) = g(x) f(0)=ho(0)1.

U —
o {Utt Couxx =F(x, 1), x20, tER | 14ope ahora ser
u(0, t) = ho(t)

Primero debemos hacer la condicién de contorno homogénea, encontrando

una

v que la cumpla y haciendo w=u-v.

La v mas clara (no siempre la mejor) es: v(t)=ho(t).

Una vez que tenemos la condicién de contorno homogénea, la solucién del proble-

ma

en w la da[2]sisustituimossus f, gy F por f*, g*y F*, siendo ésta dltima

la extension impar de F mirandola como funcién de x.

{ Utt—uxx=0, x>0,teR

Ej 4. u(x, 0)=ut(x,0)=0 Hallemos primero la solucién para un x y t fijos: u(1,2).
u(o, t) = t2
Para anular la condicién de contorno podemos usar la v de arriba: 2|---n 2
Wit —Wxx =—2 _ _[2,x<0 2
w=u-t? - {W(x, 0)=wt(x,0)=0 — {W“ WXX—{—z,x>o -
w(0,t)=0 w(x, 0)=w¢(x,0)=0

w(l,2)=3[[F*=3 [(2)érea‘+(—2)érea Q] =-3 - u(l,2)=-3+4=1.

[Por ser constantes las F a integrar, nos hemos ahorrado el célculo de integrales
dobles. Pero como esto no se podra hacer en general, vamos a perder un poco el
tiempo en hallar w(1, 2) sin este atajo. El valor que estamos calculando es:

w(1,2) =1 [[ F*=1[2[3"T Fx(s,T)dsdt
Sobre el tridngulo pequefio la integral viene dada por:
112 2dsdr= [ (1-DdT=13.
Para el otro cuadrilatero hay que dividir en dos el recinto de integracién:
T (—2ydsdr+ L2 T (—2)dsdt = [ (1-3)dT+[] 2T1-4)dT=-1 .

Sumando ambos resultados obtenemos w(1, 2)=-3 como antes].

Pero podriamos conseguir un problema sin F (que siempre es complicado), haciendo el
cambio con una v mejor. Tanteando un poco se ve que v =x2+t2 cumple la condicién

y también la ecuacién:

Wit —Wxx =0 Wit —Wxx =0, X, teR
w=u-v — { w(x, 0)=—x2, w¢(x,0)=0 — {W(X, 0)=r*()
w(0,t)=0 wi(x,0)=0

—w(1,2)= 3 [f*3)+f*(-1)]=-4— u(l,2)=5-4=1

Con este segundo cambio no es dificil dar la u(x, t) para todo x,t>0 (con el primero
nos costaria mucho mds). Estd claro que hay que considerar dos posibilidades, pues,
aunque x+t es siempre positivo, x —t puede ser también negativo, y la f* tiene
expresiones distintas para valores positivos y negativos:

_1 24010y )2 = 2
Lrrn . s(X+t)?+5(x—t)?=-2tx, x<t (x—-t)4, x<t
w=5 X+t)+f*(x-t)] = - u=
Z[f ( )+f*( )] {_;(x-}-t)z—%(x—t)Z:—Xz—tzrXZt 0, x>t
[Como las ondas viajan a velocidad c=1 los puntos a distancia >t debian estar
parados en el instante t].

En 4.2 veremos que los problemas de ondas en el espacio con simetria radial
se reducen con el cambio v=ur a problemas de cuerdas semi-infinitas.
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Estudiemos la cuerda acotada y fija en ambos extremos [resuelta ya en 3.1]:

utt—C2uxx=0, x€[0, L], teR

[debe ser
/\,7 (P ){u(x, 0)=f(x), ut(x, 0)=g(x) _ _
0 L 70, =u(l, =0 J0)=7(1)=01

Para hallar su solucién Unica con la férmula de D’Alembert extendemos f y g a
[-L,L] de forma impar respecto a 0 y luego de forma 2L-periddica a todo
R, es decir, llamando f* y g* a estas extensiones:

Fr=x)==f*x), f*x+2L)=f*(x) ; 9*(-x)=—-g*(x), g*(x+2L)=g*(x) .

£*
. -
sne,
tens® 0

.

.

(se tiene entonces que f* y g* son también impares respecto a L).
Como para (P3), la solucién de (Ps) se obtiene aplicando [3] al siguiente problema
(por la imparidad de los datos se cumplen también las condiciones de contorno):
{ Utr—C2Uxx =0, X, teR
u(x, 0)=f*(x), ut(x, 0)=g*(x)
Para que la u dada por [3] sea C? (regular) deben feC2[0,L] y geC1[0,L] y ademas:
FOO)=f(L)=F"(0)=f"(L)=9g(0)=g(L)=0 [f’ y g’ existenen 0 y L por la imparidad].

ur — uxx =0, x€[0,1], teR
X, 0<x<1/2 (Puede representar la
Ej 5. u(x,0)= { T pulsacién de la cuerda

1, 172=5x<1 de una guitarra)
ut(x,0)=u(0,t)=u(L,t)=0 '

“1-x, -3/2<x<-1/2
* _ x, -1/2<x<1/2
FPO)=1 124 12<x<32

X-2, 3/2<x<5/2

Hallar u(x,t) = %[f*(x+t) + f*(x—1t)] exigiria discutir en qué intervalos se mueven
x+t y x—t y seria muy largo (para estas discusiones conviene dibujar los dominios de
dependencia). Algo més facil es hallar la solucién para un t o x fijos. Por ejemplo:

ulx, 3) = 2 e+ )+ (x— 2]

1/4|58;~7-a;————sr——=

5'|‘l+5—l=X 0<x<3i / MNP IN R
2TgT278 =4 VY=A=7 A st

— 3_x,x_1_1 1_..,.3 P AR Y heS

- §_§+i_§_1' Z—X—Z snnnnil £ | £ - o o o s e
3_Xx .5 _X_1_y 3 -1/2 o 1/4 1/2 3/4 1
2-X+43-%=1-x, 3=x<1

Si es muy facil hallar u para un (x, t) dado. No se necesita siquiera la expresién de f*.
: 1 1 13 11 1 3 3 3 1
Por ejemplo: u(3,3) =3 [f* () +f* (- )| 23 [ (- D+ (- D] =) =-%.
f* es 2-periddica f* esimpar

Tampoco se necesita la expresiéon de f* para hacer dibujos: basta trasladar ondas y sumar.
Dibujemos: u(%, t)= [f*(%+t) +f*(%—t)} = [f*(%+t) —f*(t—%)]

La grafica se repite con periodo 2. Esto es general: por las propiedades de f* y g* la u
dada por [3] es 2?L—periédica. Lo que era evidente en la serie solucién dada en 3.1:

nm
4sen >

@ 1/2 1
u(x,t)=ancosnntsennnx, kn=2fo/ xsennnxdx+2f1/2(1—x)sennnxdx= v

n=1

(Pulsando la cuerda en el centro desaparecen los armdénicos pares).
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Si queremos resolver el problema mas general:

u(x, 0) =f(x), ut(x,0) =g(x) (hay fuerzas externas y

{ urt—Cc2uxx = F(x, t), xe€[0,L], teR
u(o, t) = ho(t), u(L,t) =h.(t) movemos los extremos)

primero, como siempre, hay que hacer las condiciones de contorno homogéneas,
hallando una v que las cumpla y haciendo w=u—-v. Una v de esas es la conocida:

v(x, t)= [1——]ho(t) + XhL(t) [a veces serd mejor buscar otral.

La solucién del problema en w la da de nuevo [2], poniendo envezde f, gy F,
las extensiones impares y 2L-periddicas f*, g* y F* (vista F como funcién de x).

{ ute—Uxx=0, x€[0, 2], teR Hallemos u(1,2) y u(x, 1), mediante D’'Alembert

Ej 6. | { u(x,0)=x2, ut(x,0)=0 @ ,
u(0.)=0, u(2, )=4 y por separacion de variables.
""" 1 ""'"""""""""""‘-N‘
La v =2x de arriba es adecuada en este caso: ,”\\J K \‘
Wet—Wxx=0, x€[0, 2] ya I 3
w=u-2x — { w(x, 0)=x2-2x, w(x,0)=0 . 4 ..
w(0, t)=w(2,t)=0 x=2x

Debemos extender f de forma impar y 4-peridédica a f* definida en R:
.., X(x+2)en [-2,0], x(x—2)en [0,2], —(x—4)(x—2)en [2,4],
La solucién viene dada por w = %[f*(x+t)+f*(x—t)] Por tanto:
w(l,2)=3 [f (3)+f*(- 1)] 2 [f (=1)+f*(- 1)] —f(1)= 1 - u(l,2)=3.
Para hallar w(x, 1) aparecen dos casos (se podria ver con Ios dominios de dependencia):

0<x<1, I[-(x=1)(x+1)+ (x+1)(x=1)] =0
wx, 1)=3[f*(x+1)+f*(x-1)] = 2 ,1)=2x.
(O D=3 [+ D+ (x-1)] {15)(52, %[—(x—l)(x—3)+(x—3)(x—1)]=0_) ulx, 1)=2x

[Es claro que llevando f* una unidad a izquierda y derecha y sumando todo se cancelal.

Para resolver el problema en w separando variables copiamos la solucién dada en 3.1:

nmt nmx 2 16
w(x, t) = Z kncos —-sen == con l<n=f0 (x2-2x)sen"PX dx = —Sazlcosnm—1]

(2m;1)nt sen

_ 32 < 1 (2m-1)mx
- wx t)=-33 m; Gm-1y €OS > .
Para t=1 todos los cosenos se anulan, con lo que w(x, 1)=0 (como por D'Alembert).
1-[3

Ademas w(1l,2)= Z ((Zni)ml; [:l; deducimos que 1 — 3% + 5% - 7% +or=33 }

Por Gltimo veamos cdmo se debe extender si la condicién de contorno es | ux(0,t)=0 |:
ux(0,t) = 3[f*'(ct)+f*'(~ct)] + 2= [9*(~ct)—g*(ct)] =0, f* impary g* par =

se deben extender f y g de forma par respecto a 0 (o respecto a L si fuese ahi ux=0).

[Separando variables salen las autofunciones senTX con condiciones u=0 vy cos’”L’X

si son ux=0, su periodicidad y paridades son las mismas que las obtenidas aqui].

utt—Uxx=0, x€[0,2m], teR
. _ __ [ senx, xe[0,m] Hallemos u(x, 2m), por D’Alembert

B17. ux, 0)=0, uelx, 0)_{ 0, xe[m,2m] y separando variables.

ux(0, t)=ux(2m, t)=0

g*
{utt—uxx=0,x,teR ! m ! M

" i } }
u(x, 0)=0, ur(x, 0)=g* (x) con g* pary 4m-periddica. T 0] T o 4

_ Ll xH2m o 102m 4 (W _ [la integral en un periodo de una funcién
ulx, 2m) = 2x—2n9 = 2) 219 _fo sensds =2 periédica no depende del intervalo].
Separando variables: X”+)\X=O,X’(O)=X’(2n)=0—>)\n—— Xn—{cos X1,n=0,1,.
T/4+AnT=0 _ To={t} _ _
{T(O)—O - To={sen2t t p>1” t+;ansen 2cos X|iean=aom.

ur(x, O)—O"’+Zanzcos2 g(x)—>a0=22n 0 g—lfosenxdx———>u(x 2m)=2.
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4.2. Ondas en tres y dos dimensiones.

Sea el problema de valores iniciales para las de ondas en 3 dimensiones espaciales:

(P3) { uet — c? [uxx+Uyy+Uzz] =0, (x,y,2)€R3, teR
3
ux,y,z,0)=f(xy2), ut(x,y.2,0)=g(x,y,2)

Se puede deducir una féormula para la soluciéon de (P3) andloga a la de D’Alembert para
n=1. Aceptemos que, si feC3 y geC?, esa solucién viene dada por la

! 1 férmula de Poisson
[PK] | uCx,y,2,t) = 5| r,cztﬂcfds]Jr rmztﬂc 9ds o de Kirchoff

siendo C la superficie de la bola de centro (x,y, z) y radio ct.

La forma mas natural de parametrizar esta superficie es mediante
los dngulos 6 y ¢ de las coordenadas esféricas centradas en el
punto (x,y, z) del dibujo de la derecha —

Desarrollando las integrales de [1] se obtiene:

ulx,y,z, t)= at[4tn 0 f(x+ctsen9cos¢ y+ctsen@seng, z+ctcosB)sen eded(p}

+ 4—tn 5” o 9(x+ctsenbcos¢g, y+ctsenbseng, z+ctcosO)sen6dode

Estudiemos ahora la propagacién de ondas en 2 dimensiones:

Py) { Ut — €2 [uxx+Uyy] =0, (x,y)€R?, teR
ulx,y,0)=f(x,y), ut(x,y,0) =g(x, y)

Podemos mirar (P2) como un caso particular de (P3) en que datos (y por tanto soluciones) no
dependen de z. Las coordenadas adecuadas ahora para parametrizar C son las cartesianas
(o las cilindricas). Expresando [pk] en cartesianas se obtiene:
f(& n)d&dn 9(§,n)d&dn
u(x, y, t) = 3= —H + U ]
3t JJs /22 - (§-x)2 - (n-y)? V2t - (§-x)2 - (n-y)?

donde B es todo el circulo de centro (x,y) y radio ct.

La férmula anterior escrita en polares centradas en (x, y) queda:

1 [ (P rf(x+rcosé, y+rsen9)drd9 2"Ctrg(x+rcose y+rsen@)drdé
ulx, y, t) = 5 pv:

Jeare -2 Jeatz —r2

Utt — [Uxx+Uyy+Uzz] =0, (X, ¥,z t)eR?

Ej 1. Resolvamos:
J v { ulx,y,z,0) =2z, ut(x,y,z,0) = x2+y?

Aplicando directamente la férmula de Poisson-Kirchoff:
u=2[& " "(z+tcos 6)sen @ deds|
+ 4tn 0 (x +y2+t?sen?6+2t[xsenfcosp+ysenBsend]l)senddode
=32 [%fo (z+tcosB)sen ede] +5 fo (x24y?2+t2sen?6) sen6do
= 2 [tz] +t(x2+y%+ 2—5) =z+tx2+ty? + 5¢3
También podemos descomponer el problema en dos y sumar sus soluciones:
El de f=z, g=0 se puede ver como uno para n=1: uj; = % [(z+)+(z-0)] =

Elde f=0, g=x2+y?, como uno de n=2:

2t 2 2 2 0 0 2 3
Uz = 5 J j r(x2 +y%+r2+2r[xcos@+ysen ])d de = J r(x2+y2)+r

t2 —r2

= [-0C+y )V -r2 - J(22+r7) /e -1 }0= tx2+ty2+3t3,

Jez-r2
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Interpretemos la férmula [pk]. Los valores de u sélo dependen de los de f y g sobre el
borde de la esfera B((x,y, z),ct). Si para t=0 hay una perturbacién concentrada en un
punto P del espacio, en otro t sélo estan perturbados los puntos de la superficie esférica
de centro P y radio ct, pues para los demds puntos es f=g=0 sobre la superficie C.

Si inicialmente se perturba todo un conjunto A, los pun- frente

tos afectados para cada t son una regién A; del espacio d¢lantero

formada por la unién de todas las superficies esféricas \ '

de radio ct y centro Pe€A. La superficie exterior de At

se llama frente delantero de la onda y la interior fren- Q"

te trasero. En el dibujo se esquematizan ambos frentes

para el caso de una perturbacion inicial de una esfera

de radio a. Los puntos que alcanza el frente delantero, frente
antes en reposo, comenzardn a oscilar. Los puntos sobre- trasero
pasados por el trasero volveran al reposo.

Veamos ahora lo que sucede en el plano. Supongamos una perturbacién localizada para
t=0 en un punto P del plano. Otro punto M, situado a una distancia d de P, permanecerd
en reposo hasta el instante to=d/c.Si t>t,, P ya pertenece al circulo B(M, ct) y por tanto
serd u(M, t)#0: a partir del instante t, el punto M permanece perturbado indefinidamente
(aunque tienda a pararse cuando t— oo, como las ondas producidas por una piedra en un
estanque). Esta situacién no contradice los resultados para n=3: la perturbacién de P, vista
como una perturbacién en el espacio independiente de z, consiste de hecho en un cilindro
vertical infinito sobre P, con lo que al M irdn llegando las perturbaciones provinientes de
puntos cada vez mas lejanos del cilindro (que, por tanto, serdn cada vez mas pequefias). Las
ondas que se propagan constituyen ondas cilindricas en el espacio: en cada cilindro paralelo
al inicial la solucién toma un valor constante.

[Las ondas pasan en el espacio y permanecen en el plano].

Silas f y g sblo dependen de x, se puede ver que como caso particular de [pk] aparece
la conocida férmula de D’Alembert para n=1. Si se mira esta solucién sumergida en R3 se
puede interpretar como la suma de dos ondas planas avanzando por planos perpendiculares
al eje x a velocidad *c. Todos los puntos de cada plano estan igualmente perturbados.
Veamos si para la cuerda las perturbaciones iniciales pasan o permanecen. Para ello vamos
a definir lo que se llama dominio de influencia: el valor de la
f inicial en x=x, influye sélo en los valores de la solucién u
sobre las dos caracteristicas que pasan por (xo, 0) [dominio de X+CUEX ct=
influencia de la f ], pues este punto no influye en el valor de la
solucién en puntos que no estén sobre ellas. Por la misma razén
el dominio de influencia de la g en x, consiste en el tridngulo
infinito limitado por dichas caracteristicas. |

En el caso n=1, se da una situacién intermedia entre n=2 y n=3: la influencia de la
posicién inicial f desaparece, pero la de la velocidad g inicial se deja sentir indefinidamente.

Nos interesan también los dominios de influencia en la cuerda semi-infinita (las ondas en
el espacio con simetria esférica se reducirdn a ella). La situacién es la siguiente:

Como se extendia de forma impar respecto del origen, si x,
esta perturbado, también lo estard (en sentido opuesto) el
punto —X,. Cuando la caracteristica que sale de x, llega
a x=0 se encuentra con la que viene del punto simétrico
(‘rebota’). La f influye, pues, en el segmento y semirrectas
indicados. Y la g, sobre la regién sombreada (fuera, o se
integra 0 6 se cancelan las aportaciones de X, Yy —Xo).
Como se ve, también la g en este caso deja de influir sobre
la solucién pasado un tiempo.

[Este dibujo nos sirve ademas para ver que se invierte una onda cuando llega a un extremo
fijo: cuando rebota, aparece la onda que viene de —x, con forma opuesta a que llegd].

dominio de
influencia

t

dominio de
influencia de f

X

Si n=2, el dominio de dependencia de u(x,y,t) t
de los datos iniciales es todo el circulo B((x, y), ct)
y el de influencia de la f y g iniciales en un punto
(X0, Yo, 0) es todo el cono (x—x0)2+(y—yo)? < c?t2.

(xy.2)
[ ]

RS
RS

Para n =3 la influencia de (Xxo, Yo, Zo, 0) es sola-
mente la superficie de un cono tetradimensional

(no dibujable). (Xo,¥ ,0)
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Consideremos ahora ondas en el espacio con simetria radial. Pasando a esféri-
cas y quitando los términos con derivadas respecto a 6 y ¢ llegamos al problema:

(P)) {utt—cz [urr+%ur] =0, r>0, teR
" ur, 0) =£(r), ue(r, 0)=g(r)

Haciendo , la ecuacién se transforma en la de la cuerda: vi—c?v,r=0.
Y como u es acotada, aparece la condicién de contorno: v(0,t)=0-u(0,t)=0.
Asi, el problema en las nuevas variables es:

Pu) Vit —c2v,y =0, r>0, teR
VI v(r, 0)=rf(r), ve(r,0)=rg(r), v(0, t)=0

Sabemos desde la seccién anterior que si F* y G* son las extensiones impares
respectoa 0 de F(r)=rf(r) y G(r)=rg(r) la solucién de (P,) es:

u(r, ) = 2F*(r+ct)+F*(r—ct)] + 5= [ G*(s)ds | [e]

r—ct

que podemos poner en la forma u(r, t) = %p(r+ct) + %q(r—ct) e interpretar como
la suma de dos ondas esféricas, cuyos radios disminuyen o crecen a velocidad c.
La magnitud de la perturbacién propagada es inversamente proporcional al radio.

[¢] da problemas en r=0, pero con L'Hb6pital y el teorema fundamental del calculo:

u— I[F¥(ct)+F*(—ct)]+5= [G*(ct)-G* (—ct)] = | F¥'(ct)+2G*(ct) = u(0, t)

r—0
[u(O, t) puede no ser continua aunque f lo sea (si F* no es C1)].
Ei 2 utt —Au=0, r=0, teR Comencemos suponiendo n=3.
: 1,r<1 . . -
! u(r,0)=0, ut(r, 0)={ o r=1 | Susoluciénes u="Y, si v es la solucién de:

Vit—Vrr=0, nteR 1
v(r, 0)=0, Vt(r,0)=G*(r)={ phrst mvin)=3

GY ,
J‘I’+tG* . ‘/

0, Irl>1 r-t '/I r
*
Estudiemos la evolucién para t>0 de un punto M del espacio t
situado a una distancia R>1 del origen.Si t<R—-1 0sSi t>R+1  Ry1}enn v
es claroque v=0.Si te[R-1,R+1], la integral se reduce a: .| influencia
1 _ 1-[R—t]? ‘
[aesds = u(R 1) = Iz [N
Se ve que M oscila sélo durante un intervalo de tiempo finito R1
[eso lo podiamos decir dibujando el dominio de influencial]. e SN
Y que la amplitud méxima de la oscilacién es inversamente -1 Rt 1 R
proporcional a la distancia que separa M del origen. u(R,1)
VAR - - - - - e 5
Dar u(R,t) con la férmula [pk] es complicado, pero si es | /;\ t
R-1 R+1

facil hallar:

u(0,0,0,t) = { 4mt

a2 )/.0d5=0,si t>1

1 dreadeC :
T ldS=""—=——-——=t,si 0<t<1
amt HC = G*(t) [predicho con L'Hépital].

Hay discontinuidades (G era discontinua), pero se concentran en el origen [ u(M, t) si era continual.

Miremos ahora el problema como si fuese para n=2. Los célculos
son siempre mas dificiles, asi que nos limitamos a hallar u(0, 0, t):

2m ot t f(; rzdrz =t, t=1
T J2-
u(O, 0, t)=2i : J‘ rgdrd@ — rgdr _{ t2—r

0 Jiz_r2 01/t2—r2_ f(;l‘/rzd;z=t_ /t2_1,t>1
té—r

Como debia suceder, t—+t2—-1=—L_ 0
/-1 tooo
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{utt—urr—%ur=o, r>0,teR (r-2)(r—4) si re[2,4]

Ej 3. u(r,0)=f(r), ut(r,0)=0 » con f(r)= {0 en el resto de [0, )

Dibujemos la solucién para t=3 y 6 y describamos la evolucién de dicha solucién.
Para ello nos basamos en los dibujos del problema para la cuerda semiacotada:

Vet—Vrr=0,r=>0 Vit—Vvrr =0, reRr Fpmy -
{ v(r, 0)=rf(r) = F(r) — { v(r, 0)=F*(r) impar A
ve(r,0)=v(0,t)=0 ve(r,0)=0 : — 1

3 * 0 y '
PUDIF (=), ) = Y00 [ ______ \J

Movemos %F* a izquierda y derecha y sumamos.

3

Serd v(r,t) =

t=3

Precisamos los dibujos hallando algunos valores: ) /
Como F(r)=r(r-2)(r-4), re[2,4], es F(3)=-3 At ous?
y F es minima para x=2+%«/§z3.2.

N 6
1 -3/8 3 -3/2 1 y—/\ 8 1
u(z.3)=Tp=-7. u63)="F=-7, I N/
—3/2 1l N YA
ui3,6)=4=1, uo9,6)="2=-1, e No

Ademas u(0, t)=F*’(t) —» u(0,3)=3t2-12t=8 1.

[u(0, t) resulta ser discontinua para t=2 y t=4: F*'(2t)=—4#0 y F*’'(47)=8#0.
En esos instantes los ‘picos’ de f confluyen en el origen].

t=3~=

Tanto para v como para u, la onda se divide en 2 y se refleja cambiando de signo; pero,
mientras en dimensién 1 no se deforma, en el espacio disminuye al alejarse del origen.

2 —
Ej 4. {utt—(urr+;ur)—0, r20 | calculemos u(1,t) para t>0.

u(r,0)=r, ut(r,0)=0

f* extensién impar de r?2

Vit—Vrr=0,r>0 Vee—Vrr=0, reR
d .
{ [-r?sir<o0].

v=ur — { v(r, 0)=r2 v(r, 0)=f*(r)
ve(r,0)=v(0,t)=0 vi(r,0)=0

S[(1+6)2+(1-1)2]=1+t2si 0<t<1
F[(1+2-(1-t)2]=2t si t>1 '

Por tanto, u(l,t) = V(}'t) = {

También se puede hallar con la férmula de Poisson-Kirchoff. Para simplificar, la evaluamos
en el punto mas sencillo situado a distancia 1, el (0,0, 1):

2 = 2] 1
u(0,0,1,0)= %[ 45 Jo o V1+t2+2tcoso senododg| =" L[5 1) /1+t2+2ts ds]

2[2t3+6t]si 0<t<1

a1 > 3211 15 3 37_1
= 2 [1(1+t242ts) =L t+1P-t-13] = %
"t[‘i ] 6ot 1=% 2[6t2+2] si t>1

-1

que nos lleva al resultado de antes.
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4.3. Transformadas de Fourier.

Sea f(x) definida en R y absolutamente integrable [ffooo |f] < oo] :

La transformada de Fourier de f es la funcién: f(k):%f f(x)elkxdx .

Si f es ademas C! se puede recuperar a partir de f usando la férmula de inversién:

Teor1 | feCl(R) y absolutamente integrable = f(x)=%f f(k)e~*kxdk VxeR.

1 Y 2 .
7 en la definicion de f y ponen 5= enla formula

de inversién; también se puede ver en la primera férmula e~** y en la segunda et*;
como otros resultados (algunos se probardn en problemas) no la demostramos].

[Algunos libros no ponen la constante L

Se llama a f transformada inversa de Fourier de f. Vamos a denotar
también F(f)=f y F~1(f)=f. Es evidente que F y F~! son lineales.

Veamos otras propiedades. La F hace desaparecer derivadas:

F(f) = —ikF(f)
F(") = =K F ()

FIF00] = 7= [ oo F 0 efXdx= = f0) e ] % — < [T f(x) e*Xdx = —ik F[f()]
pues ijooo Si ffooo |f] converge. F[f"(x)]=-ik F[f'(x)]=-k? F[f(x)] .

Estas transformadas nos apareceran resolviendo EDPs (probamos las 2 primeras):

Teor 2 | f, f/, f” €C(R) y absolutamente integrables =

f_l(f(k)eiak)=f(x—a). Si h(x)={1,xe[a,b] ’ }‘(h):L#.

Teor 3 0 en el resto 21
—ax?y_ _1 _—k?/4a —1(n—ak?y_ _1 _—x2/4a
F(e )—me . F (e )—me .
“1(ta—ikay__1 (% 3 —k(X=a) ol — Fl3_ — 1 (b ikxgy — _1 elkb_gkka
F~1(fe )—mf_oof(k)e dk = f(x—a). f(h)—mfae dx—m &
La convolucion de es la funcién: (f*g)(x =ir x-s)g(s)ds.
Teor 4 fyg Fx9)(X)=5| f(x=s)g(s)

Se tiene fxg=gx*f, y F(f*xg)=F(f)F(g), si las transformadas existen.

Aplicando a una EDP en dos variables la F en una de ellas aparece una EDO (en
la otra variable) para la (. Resolviendo la EDO se halla . Identificando la u de la
gue proviene o con el teorema 1 se puede a veces dar explicitamente la solucién,
pero en muchos casos hay que dejar u en términos de integrales no calculables.

Ei 1 ut + ux = g(x) Aplicamos la F en la variable x (se suponeque u, gy f
)2 u(x,0)=f(x) son buenas, de modo que se pueden usar los teoremas):

d.i. .

Qe — ikl = §(k o " i
{ ‘ AN atk, t) = p(k) ekt =99 | arpitraria ' @ = f(k) ekt + g(k)[%}

a(k, 0) = f(k)

Por tanto: u(x, t) =f(x—t)+ v2mg(x)* h(x) siendo h(x)={ 1 sixe[0,t]

0 en el resto

Como fg g(x—u)du= —f;_tg(s) ds, concluimos que | u=f(x—t)+ f:_tg(s) ds

[La solucidén la podemos calcular también con las técnicas del capitulo 1:
=x-t X
%=1_’ {§=§ —'Un=9(f7)—>U=P(X—t)+fog(s)ds—>

PO+ [3 g(s)ds =f(x) = u=Ff(x—t) - fg‘tg(s) ds+ [, g(s)ds como antes].
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Mds interés que el ejemplo anterior, puesto que no conocemos ningln otro método
para resolverlo, tiene el problema para el calor en una varilla infinita:

(P) Ur—Uxx =0, xeR, t>0
u(x, 0) =f(x), uacotada

Supongamos que u y f son suficientemente regulares y que tiendena 0 en £ lo
suficientemente rdpido como para poder utilizar los teoremas anteriores. Aplicando
la F en la variable x a la ecuacién y al dato inicial se tiene el problema:
Ue + k20=0
a(k, 0)=f(k)
La solucién sera la convolucién de las transformadas inversas de cada uno de los
factores (la del segundo la vimos en el teorema 3):

cuya solucién es Q(k, t) = f(k) ekt

u(x, t) = zim f f(s) e~ (x=9)/4t gs = f G(x, s, t)f(s)ds | [1]

2 -z .z
G(x,s, t)=2+/ﬁe‘(x‘5) /4t as |a llamada solucion fundamental de la ecuacién del calor

[es la temperatura del punto x en el tiempo t debida a una f inicial de la forma §(x—s)].

Una vez deducida [1], en vez de justificar los pasos que llevaron a ella, se prueba
gue proporciona realmente la solucién de (P) con hipétesis mas amplias incluso
de las que nos permiten aplicar la F. En concreto, para cualquier f acotada y
continua a trozos [1] nos da la solucién Unica acotada de (P) que es continua para
t>0 a excepcién de los puntos de t=0 en que f es discontinua.

De [1] se deduce también que, segin nuestro modelo matemdtico, el calor se
transmite a velocidad infinita: si f>0 en un entorno de un x, y nula en el resto,
estd claro que u(x, t)>0 por pequefo que sea t y grande que sea |x—X,|. También
se ve que u es C® para t>0 aungue f sea discontinua (iaunque sea f(x)=6(x—s)!).
Son propiedades claramente diferentes de la ecuacién de ondas.

Ej 2. Apliquemos [1] para resolver un par de problemas particulares.

0, x<0

Suponemos primero que: | f(x) = { 1, x>0

- u(x, t)= sz f(;” e—(x—5)2/4t 4o

Haciendo v = (s—x)/2+/t la integral se transforma en:
_ 1 [’} ) 1 x/24Jt .2 1 © 2 _1 X
upot)= 2= [ e dv= = [T eVidvt = [T eV dv_7[1+¢(2—ﬁ)}

----------------- donde ¢(s)=%f§ e V’dv es lallamada funcién error que

0(s) aparece a menudo en la teoria de las probabilidades.

lt—>oo

Como se observa, la solucién
tiende hacia % para todo x
cuando t tiende a .

0

Sea ahora | f(x) = e |, Completamos cuadrados y hacemos un cambio de variable:

* —5)2 2 sVAt+I- 2=
u=— e=sle " F ds=-L e an| e (Pds con e=‘" ' _Jiul
24/mt |_ 24J/mt o 24/t

2 L 2

. . 1 24/t — X —z2 1 - X
— . - = 4t+1 = — 1+4t
Haciendo z=e se obtiene: u 5/ Jari e L)Oe dz =7 © .
Pero sale més corto aplicando directamente F:
Gr=—k20 L1 _Kaway _x2
= —— 4 = 1+4t
a(k, 0)=‘/—12 e-kra — U=3¢€ — U '



Ej 3.

Ut —uxx +2tu=0, xeR, t>0 Hallemos la solucién para una f(x) general
u(x, 0)=f(x), uacotada y deduzcamos la solucién para f(x)=1.

[Como F(1) no existe, no se puede resolver directamente el problema con u(x,0)=11].

at+(k2+2t)a= 0 ~ _Kk2t—t2 d.i. ~ A 62 K2t
N 2 — u(k,t)=pk)e = ulk,t)y=f(k)e e —
{u(k,O):f(k) (K, ) = p(k) (k1) =f(k)

2 [®
u(x, t) = e tf(x) * F-l(e k') = ;%;TJ f(s)e~(x=9)/atgs,

En particular, si f(x)=1, u=

e t2 @ 2 e,tz © 2 2
sz e~ (x=5)/4tgs = ﬁj e Udu=et.
— 1

(5-x)/2vVt)=u

—00

We—Wxx=0 |
w(x, 0)=f(x) ’
de [1] se deduce nuestra féormulay w=1 es solucién clara si f(x)=1 (la varilla sigue a 1°).

, . _t2
[Parece que seria adecuado hacer un cambio de la forma u=we™t" — {

Analogamente a lo que pasaba con la transformada de Laplace para resolver EDOs, el uso
de la F permite abordar problemas de EDPs con |la delta de Dirac § sin entrar en sutilezas
sobre continuidades y saltos en derivadas.

La transformada de la delta es muy facil de hallar:

F[o(x-a)] |= %J 5(x—a)elkX dx = ‘/% elka

[Obsérvese que formalmente esta funcién (que no tiende a 0 en +o0)
no tiene transformada inversa, pero, como ya hemos dicho, con la F
se suele ser riguroso justificando los resultados al finall.

Resolvamos un problema (algo complicado) para la cuerda infinita con una F=§6 (empuja-
mos hacia arriba en el punto central de la cuerda):

N 2~ 1
Qe + k U——m
,0

Ej 4. ) \ :
G(k, 0)=dr(k, 0)=0

(Ps) Utt — Uxx = 6(x), xeR,t>0
6 u(x,0)=ut(x,0)=0

. Aplicando la F: {

La solucién general (A==ki y up a simple vista) es:
. _ 1 di _ 1-coskt _ 2 [sen5t]2
a(k, ) = p(k) coskt +q(k) senkt + —==— Ak, ) = C0skE — m[ k ] .
Enla h del teor 4, cuando a=-b se tiene como caso particular:
si h(X)={1' X€[-b, b] . F(h)y=-L eb—e7*b _ /2 senbk

0 en el resto L2 kT oym k
La u serd, por tanto, la convolucién de una h de este tipo consigo misma. En concreto:

1, xe[-t/2,t/2]

1 (® e _
u=1[®h(x=s)h(s)ds, donde h(x)—{o xel-t2.!

Discutiendo en qué intervalos el integrando es 1 6 0 segun los valores de x se concluye:
Si x<-t 6si x>t es u=0

: - i 1ot t 1
V2 0 vz xt2 x xt2 Si xe[-t,0], u=35[x+5—(-3)] = 5[x+t]
- Si xe[0,t], u=3[5—(x=%)] = 3[t—x]
Y20 u(x,t), t>0 fijo 0, si |x|>t
Es decir, u={ 1 -
S[t- <
T ol t X > [t=Ix1], si Ix|<t

Para hacerlo sin transformadas, mas facil que discutir

u= 1[0 Ts(s)dsdr,

/
\

es hacer la ecuacién homogénea con un cambio de variable. v

1/2 —

Como v=%|x| satisface v//=6(x), con w=u+V se obtiene:

Wtt — Wxx =0 1 1 i
{w(x,0)=|x|/2 — u=g[Ix+t|+|x=t]] - 3Ix|. v
wi(x,0)=0
X
Discutiendo los valores absolutos se llega a la solucién de antes. 0
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En problemas para regiones semi-infinitas se usan las transformadas seno y coseno que
son caso particular de F por las propiedades de las funciones pares o impares. Se definen
estas transformadas de funciones f absolutamente integrables en [0, ) mediante:

PO = stk = [ [ fosenkxdx s 7P =fetk) = y/2 | fGocoskxdx

La férmula de inversién adopta la forma:

Sea feCl([0,)) y sea fgolfl < 0. Entonces:

Teor 1’ fo) = @j fs(k)senkxdk para todo x& (0, %)
0

fx)= \/%wac(k)cos kx dk paratodo xe€[0, )

Con hipdtesis analogas a las del teorema 2 se tiene también:

Teor 2’ | (") = —k2Fs(f) + { 27(0)k i Fe(f") = —k2Fe(f) = 2(0) .

[Por este resultado, la Fs serd util cuando nos den el valor de u(0, t)
mientras que la F¢ la emplearemos si lo fijado es ux(0, t) 1.

Fs[f"(x)] = ‘/_fo f(x)senkx dx = ‘/Ef’(x)senkx] —k‘/_fo f/(x) cos kx dx
=—k‘/_f(x)coskx]0—k2‘/_f0 f(x)senkxdx——kz]-‘s[f(x)]+/_f(O)k

Felf""(x)] =%fg°f”(x)coskxdx = ﬁif’(x)coskx]go +k% fgof’(x)sen kx dx
=~ 22 F(0) + k2f(x) sen kx]§y —k? Fe[f()] = —k Fe [f()] - Y2£'(0) .

Estas transformadas aparecen en problemas del calor en [0 0):

2 2 2
er—x /4a ; 1(e ak ) — e—X /4a

’ -1 —ak?
Teor 3’ | 77" (ke )= m

[20]3/

u(x,0)=0, u(0,t)=g(t)
u acotada

ut—uxx =0, x>0,t>0
Ej 5. Calor en una varilla semi-infinita: {

Llamemos U(k, t) a la transformada seno de u(x, t) respecto a x (suponiendo como
siempre que existe). El problema para  es:

Ot + k20 = \fg(t)k a(k,0)=0 — a(k, t) = \ﬁ —kztf g(s)kek’sds
La férmula de inversién, el cambio de orden de integracién y el teor 3’ nos dan:

ux, t) = %f(;”fg g(s)ke k(=) senkx ds dk = %fé 9(s)[y ke (=9 senkxdk ds

t _ _
- | ulx, t)= 2—% Jor=m e x*/14(t=9)] g(s) ds

u(x, 0)=ut(x,0)=0

Utt—Uxx=0, x>0, teR
Ej 6. Ondas semi-infinita: {
u(o, t) = t?

Para Fs (o F¢) no se necesita (nada habitual) hacer la condicién de contorno homogénea:
Fsu=0— Qre+k20 [tz k — G =p(k)coskt + g(k)senkt + \/> -5
Ak, 0)=Ge(k, 0)=0 — G = [2 [& 4 2Coskt=D)] _, 2 [ M]senkxdk

La integral es muy complicada. Hallamos sélo u(1, 2) pues entonces parece simplificarse:
u(1,2) =2 [°[=epk — sen k] dk = (tablas) = 3[Z - 311 =1

[Llegamos a ese valor en 4.1 a partir de D’Alembert (que era mejor camino)]l.
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