problemas de EDII (r) 2011

problemas 1

3. Resolver uy+2yux=3xu con

Resolver (si es posible) los siguientes problemas de Cauchy:

3x2uy+ux=x> (2Qy—x)uy+xux=2y Uy+Xux=—x%e7Y XUy —YyUx=2Xyu
u(x, 0)=x3 u(l,y)=0 u(-1,y)=0 u(x, 0)=x
Ux—Uy = %u uy+3y2ux=2y—“+6y4x yuy+(2y—x)ux=x yuy+ X uy = 2x
u(x,1)=x u(x, 1)=x2 u(x,1)=0 u(x,0)=0

Sea yuy—Xxux = u+2x y los datos iniciales: i) u(x,0)=-x, ii) u(x,2)=7x. Hallar la Unica
solucién que satisface uno de ellos y dos soluciones distintas que cumplan el otro.

i)u(x,1)=1

ii) u(0, y)=0 estudiando la unicidad de la solucién.

4. Sea (E) y?uy+x2ux=x2+y?. Resolver (E) con el dato u(x, 1) = x+1. ¢Es Unica la solucién?

©

10.

11.

12.

13.

Imponer unos datos de Cauchy para los que (E) tenga infinitas soluciones y dar dos de ellas.

Precisar para qué valores de n entero positivo el dato de Cauchy u(x, x")=x" determina
una Unica solucién de la ecuacién ux+yu=y? cerca de (0, 0).

Sea la ‘ecuacién cuasilineal’ (E) A(x, y, u)uy+B(X, y, u)ux=C(x, y, u) .
Probar que si las soluciones del sistema de ecuaciones:
% =% , Z—Z ='§ son g& § Z;ig; [curvas caracteristicas de (E)],
entonces n(x, y, u)=p[§(x, y, u)] (o bien, §(x,y, u)=q[n(x,y, u)]) con p, g arbitrarias es la
solucion general de (E). Resolver la cuasilineal: uy+uux=0 con: i) u(x, 0)=x, ii) u(0, y)=0.

Reducir a forma candnica vy, si es posible, encontrar la solucién general:
eXuxx+e¥uyy =u Uxx—3yUx+2y2u=y Uxx+4Uxy —5Uyy+6Ux+3uy = 9u

Escribir (E) ust+2uxt =2 en forma candnica y hallar su solucién general. De los datos de
Cauchy: i) u(x,0)=ut(x,0)=0, ii) u(0,t)=0, ux(0,t)=t, hay unos que determinan una
Unica solucién de (E). Hallarla en ese caso.

. Sea [E] utt+2uxt+uxx+u=0. Hallar su solucién general. Hallar (y simplificar) la solucién

de [E] que satisface u(x, —x)=0, ut(x, —x)=1. Escribir una solucién de [E], distinta de la
u=0, que cumpla u(x, x)=ut(x, x)=0.

a) Escribir (E) 4yuyy —uxx+2uy=0 en forma canénica para y>0 y para y<0.
b) Resolver (E) con los datos iniciales: u(x, 1)=2x, uy(x, 1)=x.

Utt—AUxx = 2

2 , i) directamente, ii) tras hacer w=u-t2.
u(x, x)=x4, ug(x, x)=x

Resolver el problema {

Sea (E) Auyy+Buxy+Cuxx+Duy+Eux+Fu=G(x,y), con A, B, ..., F constantes. Probar que, si
no es parabdlica, un cambio de variable u=ePYe9w, con p y g adecuadas, lleva (E) a una
(E*) sin derivadas de primer orden. ¢Para qué relacién entre las constantes A, ..., F no tiene
(E*) término en w ? Aplicar lo anterior para hallar la solucién general de ux,+2uy+3ux+6u=1.
Probar que cualquier ecuacién parabdlica o es resoluble o se puede escribir con cambios de
variable en la forma wp+E*wege=G**(E, n).

Sea (e) utt—uxx+Dus+Eux =4, con D y E constantes. a] Escribir (e) en forma candnica.
¢Para qué relaciones entre D y E es esta forma resoluble? b] Para D=-2, E=2, hallar la
o las soluciones de (e) con los datos: u(0, t)=e2t, uy(0,t)=2.



problemas de EDII (r) 2011

problemas 2

1. Determinar los autovalores y autofunciones asociadas:
y"+Ay=0 y"+Ay=0 y”"+Ay=0 x2y" +xy’+[Ax%—%1y=0
y(0)=y’(1)=0  y(-1)=y(1)=0  y(0)=y(1)+y’(1)=0  y(1)=y(4)=0

y”+Ay=0 Comprobar que hay infinitos autovalores positivos Va . Discutir

2. Sea y’(0)—ay(0)=y(1)=0 silos hay <0. Estudiar como varia con a el menor autovalor.

3. Desarrollar a) f(x)=1 y b) f(x)=x2, x€[0, 1], en serie de i) {sennnx}, ii) {cosnmx} .
Dibujar algunas sumas parciales de las series obtenidas.

4. Desarrollar f(x) = cos3x, x € [0, ], en serie de i) {cosnx}, ii) {sennx}, dibujando las
funciones hacia las que tienden las series y estudiando la convergencia uniforme.

5. Desarrollar en senos y cosenos en [—m, m], estudiando la convergencia puntual y uniforme:

a)f(x):senzx, b) f(x)=|senx], c)f(x):sen%. d)f(X)={ ;:ﬁ;j;gi;:g

1, 0<x<1 . . ad
6. Sea f(x)= { 0 1;’;;2 . Hallar su desarrollo en serie de Fourier f(x) =% + 3 a,cos 5%

n=1

¢Cudnto debe sumar la serie para i) x=1, ii) x=27? Comprobarlo sustituyendo en la serie.

_[x,0=x<% L . y”"+Ay=0
7. Desarrollar f(x)_{o, T ex<n en serie n;cnyn(x), con yp autofunciones de V(0)=y'(m)=0
s . > T . m_ 1,1 < 1
¢Cuanto vale ;cnyn(i)? Deducir de ello, y de que 7=1-3+z—---, el valor de ;lm .

8. Desarrollar f(x)=x en las autofunciones de cada uno de los problemas del problema 1.

y"4+2y’+Ay=0

9. Desarrollar f(x)=1 en serie de autofunciones del problema .
169 P {y(0)+y’(0)=y(%)=o

10. Sea { ([1—x2]y’)/ +Ay =0 Hallar los 3 primeros términos del desarrollo de f(x)=1

y(0)=0, y acotada en1l en serie de autofunciones de este problema singular.

xy”—y’=x2—a

11. Hallar, si existe, un valor de a para el que
P g {y'(2)=y'(4)=0

tenga infinitas soluciones.

2\, _ — _
12. Sea {X Y ay = 3x-4 Precisar cuantas soluciones tiene para: i) a=2, ii) a=0.

y(D)+y’'(1)=y(2)=0"

. i1A==-2 . . . (Y'Y +HAy=1-x
13. Precisar para i A=0 cuantas soluciones tiene el problema: {y’(0)=y’(2)=0
14. Sea y” + Ay =x Hallar los autovalores y autofunciones del homogéneo.
' y(0)=y’(1)-y(1)=0 * (Tiene el no homogéneo infinitas soluciones para algin A?
15. Se y” +Ay = cos3x Hallar el primer término del desarrollo de f(x)=cos3x en

a y’(0)=y'(%)+y(%)=0 " serie de autofunciones del problema homogéneo.
Precisar para i) A=0, ii) A=1 cudntas soluciones tiene el problema no homogéneo.

16. Hallar la funcién de Green y la solucién para f(x)=x:

Yy’ =f(x) x2y" +xy’ —y =f(x) y'+y =2y =f(x)
y(0)=y’(1)=0 y(D)+y’'(1)=y(2)=0 y(0)-y’(0)=y(1)=0



problemas de EDII (r) 2011

problemas 3 (calor y ondas)

1.

e)

10.

11.

Resolver por separacién de variables:

{ Ut — Uxx +2tu=0, xe (0, %), t>0 ) { Ut—Uxx—4ux—4u=0, xe(0,m),t>0
u(x, 0)=1-2x, ux(0, t)=u(3,t)=0 u(x, 0) = e=2%, u(0, t)y=u(m, t)=0

u
{“f_“XX"' &1 =0, x€(0,2), t>0 ) {Ut_UXX =e 2tcosx, xe(0,3), t>0
<x<
u(x, 0)={g’ 92x%3  ux(0, D =ux(2,)=0 u(x, 0)=1, ux(0, =0, u(Z, t)=1

Ut + 4ur — uxx =0, x€[0, ], teR Utt — Uxx = 4sen6xcos3x, xe |0, g]
{ u(x, 0) =sen2x f) { u(x,0)=ut(x,0)=0, teR
ut(x, 0)=u(0, t)=u(m, t)=0 u(0, t)=ux(3, t)=0
Ut — Uxx = F(t), xe(0,m), t>0
Resolver { u(x, 0)=f(x)
ux(0, t)=ux(m, t)=0

Determinar la distribuciéon estacionaria
si f(x)=sen?3 y F(t)=e"t.

ur—uxx =0, x€(0,1), t>0 3
Resolver { U(x, 0)=0, Ux(0,)=0, ux(1, t)=2e"t y hallar el t"_,To u(x, t).
[Simplifica los cdlculos hallar una v(x, t)=X(x)T(t) cumpliendo ecuacién y condiciones de contorno].
Sea ut—uxx=0, xe(0, m), t>0 Resolverlo y hallar para cada x€(0, m) el
u(x, 0)=0, ux(0, t)=ux(m t)=t * limite de la solucién u(x, t) cuando t — .
s Ut — 4uxx = COS 1r2_x x€(0,1),t>0 Calcular la solucién y su limite cuando
u(x, 0)=T, ux(0,t)=F, u(l,t)=T t— oo (Fy T constantes).

Sea una placa circular homogénea de 1cm de de radio, inicialmente a 0°. Supongamos
que en t=0 todo su borde se calienta hasta 1° y luego se mantiene a esa temperatura.
Determinar la distribucién de temperaturas en la placa para t>0. éHacia qué valor tenderd
la temperatura de un punto situado a 0.5 cm del centro de la placa cuando t —» o0 ?

S utr—uxx —au=0, xe(0,3m), t>0
u(x,0)=1, u(0,t)—4ux(0, t)=u(3m, t)=0
Determinar, seguln la constante a, el limite de la solucién cuando t — co.

X" 42X +AX=0

il Hallar los autovalores y autofunciones del problema {X(O):X(l)+X’(1)=O .

ii] Resolver ut—uxx—2ux =0, x€(0,1), t>0 [directamente o tras un

u(x, 0)=eX, u(0, t)=u(l, t)+ux(1l,t)=0 cambio u=eP+*w].
i1 Sea X"+2AX=0 Hallar sus autovalores y autofunciones y comprobar que
! X(0)=X(1)-X’(1)=0 " la primera autofuncién es ortogonal a todas las demas.

Ur—uxx+2u=2, x€(0,1), t>0

u(x, 0)=1-x, u(0, )=u(l, )—ux(l, )=1 P°" separacion de variables.

ii] Resolver {

u(x,0)=ut(x,0)=0
u(0, t)y=senwt, u(m, t)=0
Determinar valores de w para los que la solucién no esté acotada.

utr — uxx =0, xe[0, ], teR
Sea{

Sea tui—4t3uxx—ur =0 . a] Hallar la solucién que satisface: u(x, 1)=x, ut(x, 1)=2x.
b] Separar variables u=XT en la ecuacién y comprobar que la solucién particular de a]
aparece como producto de soluciones asociadas a A=0.
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problemas 3 (Laplace y 3 variables)

1. Resolver por separacién de variables:

Au=ycosx, (x,y)e(0,m)x(0,1)
ux(0, y)=ux(m y)=0
uy(x, 0)=uy(x,1)=0

Au = 2x cos?y, (x, y)e(0, m)x (0, m)
a) { u(m, y)=5+cosy

u(o0, y)=uy(x, 0)=uy(x, m)=0

u=0enx=0,x=m,y=0,y=m u(2, 8)=ue(r,0)=u(r, )=0

Au=cosf, 1<r<?

o {
Au=-1, (x,y)e(0, m)x (0, m) a) {Au:r2 cos36, r<2,0<0<g
f { ur(1,0)=0, ur(2, 8)=cos 26

u(l,8)=u(2,6)=0

ug(r, 0)=ug(r, m)=0
u(2,0)=3

u(1,6)=0, ur(2,0)=send

c){
{ Au=r?cos20, 1<r<?
e)
o
u(r, 0)=u(r, 7)—ue(r, 7)=0

Au=r,r<2,0<6<m Au=0,1<r<2,0<6<%
h){

Uxx+Uyy+6ux=0 en (0, m)x (0, m)
2. Resolver por separacién de variables: { uy(x,0)=0, uy(x, m)=0
ux(0, y)=0, u(m, y)=2cos22y
Uxx +Uyy—9u =0 en (0, M)x(0, M)  pasolyerlo en general, y para f(x) = cos4x.
Sea: {ux(O,y)qu(n,y)zo © JEs dnica | lucion?
uy(x, 0)=0, uy(x, M)=£(x) ¢Es Unica la solucién?

4. Probar que % < u(%, g) <1, siu(r,6) es lasolucién del problema en el plano:

Au=0, r<l _(1,0<0<m
{u(l,e) =f(6) con f(e)—{o, n<6<2m

Urr + %ur + ,lzuee =cos20, r<1,0<6<m

para los a que se pueda.
ur(1,0)=a, ug(r,0)=ue(r, M)=0

5. Resolver {

r2y”+ry’—y= r2
y'()+ay(1)=y(2)=0 -
Au=senf, 1<r<?2
ur(1,0)=u(2,06)=0

6. a] Discutir cuantas soluciones y(r) tiene{
b] Resolver el problema plano: {
Au=0, r<1, 6€(0,m)

7. Hallar la Unica solucién de este problema en el plano: { u(l,8)+2ur(1,6)=4sen
u(r,0)=ug(r,m)=0

30
>

Comprobar que cambiando +2ur(1, 6) por —2u,(1, 8) el problema fisicamente imposible

que resulta pasa a tener infinitas soluciones.

8. Hallar (en términos de funciones elementales) una solucién acotada de:
{ Urr+%+%+ 4u=0,r<1, 0<6<m [Separando variables y haciendo s=2r

0 Y ,
u(l, 8)=sen5, u(r,0)=ue(r, 1)=0 aparece una ecuacién conocidal.
1 1 2senf
. L Urr+ = Ur+ =5 Ugg =
9. Hallar la Unica solucién de los problemas en el plano { TR Y0 = 1y

u(l,6)=1, uacotada
il en el circulo r<1, iil en la regién infinita r>1 [iojo!, rarctanrr—;ooo].

. . Au=rcos?f, r<1
10. Calcular el valor en el origen de la solucion del problema plano {

u(1,0)=0, 0<6<2m ’



Au=0, r<3

11. Resolver el problema para la ecuacién de Laplace en el espacio { ur (3, 8)+u(3, 6)=sen?@ -

2 1 cosé T
urr+Fur+r_2u09+ rzsen9u9=0’ r<1, O<9<§

ur(1,0)=f(0), ue(r,m/2)=0
¢Qué condicién debe cumplir f(8) para que exista solucién?
Hallar la solucién si f(8) = cos26 — a para el Unico a para el que existe.

12. Resolver el problema en la semiesfera: {

Au=0, si r>R Au=0, si r>R
13. Hallar la solucién de: { u(R, 6) =cos30, 0<6<2m vy { u(R, ) =cos39, 0<6<m
u acotada cuando r — o u—0 cuando r —» c©
(en el plano) (en el espacio)
14. Resolver:
ut—Au=0, (x,y)e(0, m)x (0, m),t>0 utt—Au =0, (x,y)e(0, m)x (0, m), teR
u(x,y,0)=1+cosxcos2y u(x, y,0)=0, ut(x,y, 0)=sen3x sen?2y
ux(0,y, t)y=ux(m y, t)=0 u(0,y, t)y=u(m, y, t)=0
uy(x, 0, t)=uy(x, m, t)=0 uy(x, 0, t)=uy(x, m, t)=0
— 2.2 52
{Au_3z,.x -;—y ;‘Z 2<1 ur—Au=0, 1<r<2, 0<z<l, t>0
u=2z>si x“+y°+z°=1 u(r, 6, 0)=sennz
Au=0, x2+y2+72<1 ul,z,t)=u(2,z,t)=0
u=x3 si x2+y24+22=1 u(r,0,t)=u(r,1,t)=0

15. Escribir en cartesianas los arménicos esféricos: Yg, rY‘lj, rY% , r? Yg, r2 Y21, r2 Y% )

vi
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problemas 4

1. Resolver por diferentes caminos:

] Uit —4uxx =et, x,teR b] Ur—4uxx=16, x,teR
u(x, 0) =x2, ur(x,0)=-1 u(0, t)=t, ux(0, t)=0

ut—uUxx=0, x>0, teR

Hall 2m).
Ux, 0)=0, ur(x, 0)=cos2x . 2 Hallar u(m 2m)

2. Sea
u(0, t)=t b] Hallar u(x, 2m) para x>2m.

utt—4uxx=0, xe[O 2],teR
u(x, 0)=4x—x3 ut(x 0)=0 . Hallar u(3,3). Dibujar u(x, 2). Hallar u(x, 1).
uo,)=u(2,t)=

3. Sea

Dibujar u(x, m) y hallar su expresién con
, Ut(x,0)=0 . D’Alembert. Resolver por separaciéon de
variables y comprobar.

25enx,xe[0,n]
u(x, 0)= 0 xe[m,2m]

u(0, t)=u2m, t)=0

4. Sea

Utt—Uxx=Xx, X€[0, ], teR
5. Sea
u(0,t)=0, u(m, t)=m

ust—uUxx=0, x€[0, 2],teR

6. Sea { u(x,0)=u¢(x,0)=0

u(x, 0)=x, ut(x,0)=0 Hallar u(’z—T, 1) con D’Alembert y separando variables.

al Hallar u(x,T), Te€[0,2], y describir la evolucién de

u(0, )=t, u(2, t)=0 la cuerda para te[0,2]. b] Hallar u(x, 2k), k=1,2,...

Ute—Uxx=0, x, teR a] Dibujar u(x, 1), u(x,2) y u(x, 3).
1, |x|<1/2 . W
u(x,0)=0, ur(x,0)={y M*1"* * b] Dibujar u(3,1), t20.

7. Sea
Utt—Uxx=6x, X >0, teR

8. 583 | L(x, 0)=ur(x, 0)=ux(0, )=0 °

Calcular u(0, t) para todo t.

{
{
{
{
{
{

2
9. Sea {”“_(“”Jrrur) =0, r>0,teR  a] Hallar u(1,2).

u(r,0)=r, ut(r,0)=-2 " b] Hallar u(1,t) paratodo t>0.

Utt—Urr—2U;p=0, r<1, t>0 i) por separacién de variables,
10. Resolver r 1 o . ,
u(r,0)=0, ut(r,0)==+senmnr, u(1,t)=0 ii) con las técnicas del capitulo 4.

11. Hallar I(a,x)=fg°e‘a’<2coskxdk probando que f£=-X] e I(a,0)=%

Usar lo anterior para calcular: ]-'C‘l(e‘akz) C FoNk e=ak?) | F-l(e=ak?)  F(e=ax®)

_ —(x2— —x2/2 L .
12. Sea { Ur—Uxx=(x*-1)e , XER, t>0 [ El término no homogéneo es la }

u(x,0)=0, uacotada derivada segunda de e~x*/2
Hallar su solucién (en términos de funciones elementales) y el t”m u(x, t):
—00

a] Aplicando la F directamente. b] Con un cambio que haga la ecuacién en homogénea
y evaluando la integral de los apuntes mediante un cambio de variable.

13. Comprobar, paso a paso y utilizando la F, que la solucién de:
Ut—Uxx=e"X7/4 xeR,t>0
u(x,0)=0, uacotada
Deducir el valor de u(0, t) integrando por partes y utilizando que fjooo e~S'ds=yT .

® e kz_e—kz(t+1)

viene dada por: u(x,t) =%J - - e—kxgk .

Ut—uxx+ux=0, xeR,t>0

14. Hallar su solucién sin que aparezcan integrales: 2
9 P 9 u(x, 0) = ex/2

vii



15.

16.

17.

18.

19.

20.

Obtener la formula de D’Alembert utilizando transformadas de Fourier.

u(x, 0)=f(x), ut(x,0)=0

S {utt—Buxt+2uxx=0, x,teR

Hallar la solucién de {

a] Dada 3ur—ux=2, hallar:

b] Resolver {

Resolver a] {

a) Resolver por Fourier y por las caracteristicas: {

b) Si f(x) = {

2ut + ux =tu b]
u(x, 0)=e"‘2 !

cos?x, xe[-n/2, /2]
0 en el resto

Resolverlo con transformadas de Fourier
y deducir la solucién para f(x)=x?.

Urt+2Uix+Uxx=0, x, teR i) a partir de su forma candnica,
u(x,0)=0, ut(x,0)=g(x) ' i) con transformadas de Fourier.

a1] la solucién con u(x, 0)=x,
az] dos soluciones con u(x, —3x)=-2x.

3ur—ux=9g(x) b1] utilizando las caracteristicas,
u(x,0)=f(x) ' bz]con transformadas de Fourier,

y comprobar az].

ur+elux+2tu=0 i) utilizando las caracteristicas,
u(x, 0)=f(x) ii) con transformadas de Fourier.

ut + (cost)ux =u, xeR, t=0

u(x, 0) =f(x)

describir u(x,t) para t>0.

viii



