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1. Sea [E] y3uy—uX=2y2u. a] Hallar la solucién general de [E] tomando i) n=y, ii) n=x.
b] Resolver [E] con el dato inicial u(x, 1)=2x, estudiando la unicidad de la solucién.
c] ¢En qué puntos del plano es tangente la curva 2x=—y?2 a alguna caracteristica de [E]?

2. Sea uy—2yux=2yu y los datos iniciales: i) u(x,1)=e™%, ii) u(-y?2,y)=0. Hallar la Gnica
solucién que satisface uno de ellos y dos soluciones distintas que cumplan el otro.

i) n=t,
i) n=x.
Escribir 2 soluciones distintas de (E) validas en un entorno de origen que cumplan u(0, t)=0.

3. Sea (E) ur—2tux = 2t(x—t2)u. Hallar la solucién de (E) con u(x,1)=1 tomando

4. Sea (E) (y+1)uy+xux=0. Dibujar sus caracteristicas. Probar que (E) tiene una Unica solucién
satisfaciendo u(x, 0)=f(x). Probar que si f no es constante dicha solucién no puede estar
definida en todo R2. ¢iEn torno a qué puntos hay més de una solucién de (E) que cumple
u(y?, y)=07? Estudiar si existen soluciones de (E) satisfaciendo u(0, y)=g(y).

5. Determinar en torno a qué puntos tienen solucién Unica los problemas:
senyuy +ux=1  (xX2+y?)uy+ux=0  (x°+y)uy +xux=0
u(0,y)=1 u(x,0)=0 u(x, x2)=x

6. Probar que ninguna solucién de ux=0 esta definida en todo el semiplano y>0 y contiene
la curva I': y=x2, z=x3. Estudiar en qué entornos de I" hay soluciones Unicas locales.

7. Hallar (si se puede) la solucién o soluciones de las siguientes ecuaciones cuasilineales que
satisfacen cada uno de los datos de Cauchy que se indican:

uuy +xux =u con i)u(x,0)=1, ii)u(0,y)=1
Uy + Uy = u? con i) u(x,0)=x, ii)ulx,x)=1

8. Reducir a forma candnica vy, si es posible, encontrar la solucién general:
tzutt—xqux = O Uyy+2qu+2uXx = O XZUXX—ZXyUXy+y2Uyy — eX

9. Sea [E] utt—x2uxx—us=0. Escribirla en forma candnica y hallar su solucién general. Deter-
minar la solucién de [E] que satisface u(x, 0)=2x, ut(x, 0)=x. Escribir (si existe) alguna
solucién de [E], distinta de la u=0, que cumpla u(et, t)=ut(et, £)=0.

u(x,1)=x+1

2, 1. _ .
10. Sea uyy—4yuxy+dy“Uxx—y,uy=0. Hallar su solucién general y la que cumple uy(x, 1)=2x+4 "

11. il Resolver vy +e*tYvy, — v =0 con el dato inicial v(x,0)=e.
ii] Escribir en forma canénica uyy + €X*Yuy, — u, = 0. Hallar su solucién general.

12. Resolver los siguientes problemas de Cauchy (x, t € R):

Ut —Uxx =0 Utt — Uxx = Ut + Ux
{u(x,x)=0 {u(x, 0)=x
ut(x,x)=0 ut(x,0)=0

Vx+Lit+Ri=0
ix+Cvt+Gv=0"
donde L, R, Cy G son constantes caracteristicas de la linea. a) Hallar la EDP de segundo
orden (E) que verifica v. b) Si GL=RC, comprobar que un cambio adecuado reduce (E) a la
ecuacién de ondas y hallar v(x, t) siinicialmente v(x, 0)=V(x) e i(x, 0)=I(x).

13. El potencial v y la intensidad i en una linea telegrafica satisfacen:

14. Estudiar la unicidad de los problemas (D dominio acotado en R2):

L2 us—kAu=F(x,y,t)enD
{ ﬁb_'fke#a_DF enD { u(x,y,0)=f(x,y)enD
- u(x,y, t)=0 enabD



15. Estudiar la unicidad de los problemas:
utt—(c(x)ux)x=F(x, t), x€(0,1),teR

Z% ?)):g,(fl)(lll,l;()ﬁg)zg(ﬂ u=f enCy, un=g enCy

CiuCyr=09D,CiNnCr=0@

Au=F en DcR? dominio acotado

(c e Cly positiva)

16. Si la distribucién inicial de temperaturas en una varilla es f(x)=2x%-3x, x€[0,2], v la
temperatura para t>0 en los extremos es ho(t)=—t/(1+t2), ha(t)=2sent/t, y suponemos
gue no existen fuentes de calor en el interior de la varilla, determinar la maxima y minima
temperaturas alcanzadas en la varilla para t>0.
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1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17" _ ’ —
Desarrollar f(x)=x en las autofunciones del problema {§(0)3§(5£3 Ay=0 .
_ . . C(xy”+2y'+Axy =0
Desarrollar f(x)=x en autofunciones del problema singular: {yacotada en0,y’(1)=0 °
a2 , . Y'Y +Axy=0
Desarrollar f(x)=1—x“ en serie de autofunciones del problema: y acotada en 0, y(1)=0
y"+[A=V()]y=0 , si 0<x<1

. . 0
Determinar los autovalores de Y(0) = y(2)=0 Si V(x)—{ 1 sil<x<2

Y= e—(x—l)2

583 y(0)+(1-a)y’(0)=y(1)=0 °

Precisar para qué valores de a tiene solucién.
Discutir, segun los valores de la constante b, cuantas soluciones tienen los problemas:

{xy”+2y’=1 x2y" —=3xy’+3y = b—x?
y'(1)=2y’(2)+by(2)=0 y(W)=y'(1), y(2)=2y'(2)

Estudiar la unicidad de y” =f(x), x € (0, 1) [ecuacién de Poisson en una dimensién] con
diferentes condiciones separadas, utilizando técnicas similares a las de las EDPs.

u”’ +r-tu’ =F(r)
W'(1)—au(l)=A, u’(2)+bu(2)=8 * ¥P=0-
[se puede interpretar como un problema para Laplace en el plano con simetria radiall.

Precisar cuando tiene solucién o soluciones

Sea y’"+Ay=1 a) Hallar autovalores y autofunciones del problema homogéneo.
y’(-1)=y(1)=0 " b) {Existen para algin A infinitas soluciones del no homogéneo?
y” + Ay = —4m?x  éPara qué valores de A tiene solucién Unica?

Sea y(0)=1, y(1)=0 °~ Precisar para qué A tiene infinitas y resolverlo en ese caso.

Sea vy’ +)\y,= 1 , ~Hallar autovalores y autofunciones del homogéneo.
y(0)-y’(0)=y(1)+y’(1)=0 Ver para qué A hay solucién y para cuéles es Unica.
Calcular aproximadamente A1, A2, A3 ylos cerosen (0,1) de y, e y3.

y" +ny = cosx

Estudiar para qué valores de neN existe solucidon de: Y(0)=y(21), y'(0)=y’(2m) *

a] Ver para qué a no tiene solucién Unica y dar para
ese a una f(x) para el que haya infinitas soluciones.

s { cosxy’” —2senxy’ =f(x)
b] Resolverlo con la funcién de Green si a=2, f(x)=1.

y'(-3)=y(3)-ay(3)=0

xX2y" —xy’ + Ay = x3
y(1)-y’'(1)=y(2)-2y’(2)=0 '
haciendo uso de la funcién de Green en el caso de que exista.

Calcular para A=0 y A=1 la solucién (si la hay) de

xy"” + 2y’ + Axy = f(x)
y(1)=y(2)=0 '
Determinar para qué neN el problema con A=m2, f(x)=sennmnx tiene soluciones, calcu-
ldndolas en ese caso. Si A=0, f(x)=1, hallar la solucién con la funcién de Green.

Sea Hallar autovalores y autofunciones del homogéneo.

xy” +2y'=x+c a) Discutir cuantas soluciones tiene. b) Para c=0, a=-1,

Sea . Y . L.
y'(1)—ay(1)=y’(2)=0 hallar la solucién haciendo uso de la funcién de Green.



17.

18.

19.

20.

(xy") =f(x)

y acotadaenO, y(1)=0 "
problemas regulares. Comprobar que proporciona la solucién i) si f(x)=1, ii) si f(x)=x.
Relacionar los resultados con la ecuacién de Poisson en el plano.

Hallar la G(x, s) del problema singular usando la férmula para

y" =f(x)

Constuir la funcién de Green de Y(0)=—y(1), y'(0)=—y’(1) °

Resolverlo si f(x)=x.

Hallar una férmula para la solucién de un problema de Sturm-Liouville no homogéneo
utilizando desarrollos en serie de autofunciones del homogéneo.
y’+Ay=1

Escribir, si A#n<n, el desarrollo en autofunciones de la solucion de v(0)=y(1)=0 -
Hallar la solucién exacta para A=0, 1, —1. Desarrollarla si A=0 y comprobar.

Desarrollar la solucién para A=0 en serie de autofunciones del homogéneo:
y’"+Ay=x y” + Ay =senmx y"=2y'+y+Ay=¢eX
y(0)=y’(1)=0 y(-1)=y(1)=0 y(0)=y(1)=0
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10.

11.

12.

13.

a] Desarrollar f(x):cos%, x€[0,m], en serie de {sennx}, dibujando la funcién hacia la
que tiende la serie y estudiando la convergencia uniforme.

. Jut—uxx=0, xe(0,m), t=>0 [Conviene buscar una v que
b] Resolver: { u(x,0)=0, u(0,t)=e~t4, u(m, t)=0 °~ cumpla también la ecuacién].
y"+Ay=x Hallar autovalores y autofunciones del homogéneo y precisar
al Sea . , S . p
y’(=1)=y’(1)=0 " si hay para algin A infinitas soluciones del no homogéneo.

. [urt—uxx=0, xe[-1,1], teR
b] Resolver: { u(x, 0)=cos 2mx, ue(x, 0)=1; ux(~1, t)=ux(1,t)=0
Resolver por separacién de variables y dar interpretacién fisica cuando se pueda:

uix,0)=1 u(x,0)=0

utr—uxx =0, xe(0,m), t>0 ur—uxx =0, xe(0,m),t>0
a){ b){
u(0,t)=0, u(m, t)=cost u(0,t)=1, ux(m t)=0

ur—uxx =A, x€(0,1),t>0  Resolverlo y determinar para qué relacién entre
Sea { u(x,0)=8 las constantes A, B, C, D hay solucién estaciona-
ux(0,t)=C, ux(1,t)=D ria (interpretarlo fisicamente).

utr — uxx = F(x), xe(-1,1), t>0 1
Sea { uix, 03";0, Un(~1, D)= tx(1, ty=0 Y €2 Q(t)= [, u(x, t)dx .

Calcular la variacién en el tiempo de Q(t) y deducir cuando es constante.
Resolver si: i) F(x) = sen &¢, ii) F(x) = sen? 5. (Tiene limite u cuando t —co?

Sea una varilla de aluminio (k=0.86 cm?2/seg) de 20 cm de longitud, con una temperatura
inicial uniforme de 25 grados. En el instante t=0 el extremo x=0 se enfria hasta 0 grados,
mientras que el extremo x=20 se calienta hasta 60 grados, y ambos se mantienen después
a esas temperaturas. Escribir la distribucién de temperaturas u(x, t) para todo t y evaluar
u en x=5,10y 15 para t=0, 5y 30 utilizando tres y diez términos de la serie.

Resolver ur—uxx =0, x€(0,1), t>0 morobar & o
ESOVET Y (x, 0)=0, u(0, t)+ux(0, ) =1, ux(1,t)=0 Y cOMProdarque u = —co.

Ur—Uxx—2Ux=F(x), x€(0, m),t>0 al Resolverlo en general, y para
Sea {u(x,0)=f(x) . F(X)=f(x)=eXsen2x.
u(0, t)=u(m t)=0 b] Demostrar que tiene solucién Unica.
ur —2tuxx =0, x€(0,3), t>0 . S
Resolver { u(x, 0)=0, u(0, )=0, tx(3, t)=t2 y demostrar que tiene solucion Unica.

Resolver por separacién de variables:

Au=0,r<? Au+u=0, r<l,n/2<6<3m/2
a) { u(2, 6)= 3, xe(—-n/2,m/2) b) { u(1,8) =sen26, uacotada
271, xe(n/2,3m/2) u(r, g)=u(r, %):0
R | | bl | Au=9r, 1<r<2
esolver el problema plano u(l, 9)=2sen?8, u (2, )=0 °

Au=m,r<1,06€(0,m)

1 n
Resolver el problema plano { u(r, 0)=u(r, my=u(l, 8)=0 y probar que u(3,5)<0.
s (Po) Au=0,r<1l,0<6<a P) Au=0,r<1
can Fa u(l, 9)=senk+:{9, u(r,0)=u(r, a)=0 Y u(l, 9)=sen’<2ﬂ :

Comparar para k=1 y k=2 las soluciones de (P) con las de (Py) si o — 2m .
Hallar cotas superiores e inferiores para todas las soluciones.

\Y



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

ur —Au =0, (x,y)e(0, m)x (0, m), teR
Resolver por separacién de variables {u(x y,0) =sen3xseny, ut(x,y, 0)=
u(o,y, t)y=u(my, t)=0, u(x, 0, t)= u(x m,t)= O

Resolver el problema para la ecuacion de Laplace en el espacio Au=0,r<l1
p p P P ur(1,8)=cos36 -

Un cubo homogéneo de lado m, inicialmente a temperatura constante T;, se sumerge
en el tiempo 0 en un bafio que se mantiene a temperatura T>. Hallar la distribucién de
temperaturas en cualquier tiempo t > 0.

" =f(x)

a) Hallar la solucién de i(l):a, V(2)=b en términos de la funcién de Green, la funcién f

y las constantes a y b, por el camino de célculo de la G para la ecuacién de Laplace en el
plano [v(s)=%|s—x| satisface v//=6(s—x) para x fijo]. b) Llegar al resultado con técnicas
del capitulo 2. c) Escribir la solucién si f(x)=1, a=0, b=1.

Sabiendo que u(1,0) = { (S)eng'G%f [201;]"] ,

hallar el potencial u en el punto del plano de coordenadas polares r=2, 6=0.

Hallar la funcién de Green para la ecuacién de Laplace:
i) en el semicirculo r<1, 6€(0,m); ii) en el dominio r>1, 6€(0, g) .

Escribir, en coordenadas esféricas, la funcién de Green G para la ecuacién de Laplace en
la esfera unidad y deducir la expresién, en términos de G, F y f, de la solucién de:
(P) Au=F, r<l
u=fsir=1
Hallar el valor de la solucién de (P) en el origen en caso de que: i) F=f=1, ii) F=z, f=23.

\
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Ust—uUxx=0, x>0,teR utt—uxx=0, x€[0,4],teR

, 1<x<2 ,2<x<3
1. Paralos problemas: al{ u:(x,0)= {?)eennn[);,l]j[z,oo) bl { u(x,0)= { zer';gt); de ?0,4]

u(x,0)=u(0,t)=0 ut(x, 0)=u(0,t)=u(4,t)=0
i) dibujar el dominio de influencia; ii) dibujar u(x, 1), u(x, 2) y u(x, 3); ii) dibujar u(3, t), t=0.

2. Dibujar u(x, %), u(x,1), u(x,2), u(x,3) y u(1,t), t=0, y hallar u(x, 1), para:

utt—uxx =0, x,teR Utt—Uxx =0, x>0, teR Utt—Uxx=5enmnx,x€[0,1], teR
u(x, 0)=1{ senmx 2<x=3 _ [ x(1=x), 0<x<1 u(x, 0)=sen mx
[t FL L Sl P i
ut(xl O)={ 0 resto'dei - ut(xl 0) = u(ol t) = 0 U(O, t)=u(1, t)=0
urr—uxx =0, x€[0, 1], teR
3. Sea { u(x, 0)=ue(x, 0)=0 . Hallar u(3, )y u(3. 3).
u(0,t)=0, u(l, t)=sent
urr—uxx=0, x€[0, 2], teR a] usando la v de los apuntes,
4. Sea { u(x, 0)=ut(x,0)=0 Hallar u(1, 3): bl conuna v que cumpla la ecuacién,
u(0, t)y=u(2, t)=t? c] por separacién de variables.
_ _ [Ayuda: una buena v(x, t) sale de
Utt uX’i_E)); x20, teE a] Hallar u(2, 3). separar variables y tomar A=-11].
5. Sea  ulx0)=e%, U, 00=0 by pallar u(x, t), x, t20.
u(o, t)=e c] Dibujar aproximadamente u(x, 3).
6. Sea utt—4uxx=F(x, t), x,teR F(x, t)= 1, xe[1,2],t>0 Calcular u(-1,1) y u(1,1).
' u(x,0)=ut(x,0)=0 ' ! _{ 0, en el resto * Calcular y dibujar u(x, 1).
utt—uxx=0, x>0, teR éSe invierten las ondas al reflejarse en x=07?
7. Sea { u(x, 0)=f(x), ut(x,0)=g(x) éCAmo son los dominios de influencia?
ux(0,t)=0 ¢{Cudndo la solucién es clasica?

8. Hallar la solucién general de ug—e2tuxx—ur=0, y la que cumple u(x, 0)=f(x), ut(x, 0)=0.
Si f(x) = { 1-2|x|, si|x|<1/2

, en el resto
¢Cuél es el dominio de influencia sobre la solucién del valor inicial de f en x=07?
¢Cual es el dominio de dependencia de u(0, 1) de los valores de f?

, dibujar la solucién para t=1y t=2.

Uttt — Cz[uXx+Uyy+uZz] = O a] X+y+z
9. Resolver { ulx,y,z,0)=f(x,y,2) , Si f(x,y,2)= { bl x+y
ue(x, y,z,0)=0 cl x

10. Vistos como problemas en 1, 2 y 3 dimensiones, hallar u(0,t), t>0 y u(r, t) si se puede:

{sz,},f;‘fz(r‘;,ut(,lo)zg(,) con a) f(N=g(N=r?, b f(N=0, g(r)={ 3~ [=*

2
— = = >
11. Sea {““ (Urr+Fur) =0, 720 o w2, 3).

u(r,0)=6, u¢(r,0)=5r3

{vtt—vxx—o x>0, teR utt—urr—i=0 r>0, teR
Sean

VX, 0)=0, Ve(x,0)= 5, v(0,)=0 Y {u(r,O):O, ue(r, 0)= 125
al Hallar v(1,4) y u(1,4). b] Mas en general, hallar v(1,t) para t=0.

12.

13. S Ut — (urr+ 2ur) =0, r>0 a] Hallar u(1,5) y u(7,5). Hallar u(0,t).
u(r, 0)_ r2 , ug(r,0)=0 bl Dibujar aproximadamente y simplificar u(r, 5).

VIl



14.

B

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Vite— V=0, r>0, teR Ut —Upr— %ur=0, r>0, teR

_[2r-r? re[0,2] _ 2-r, 0,2
Sean v(r, O)_{ 0 en el resto =F(n vy u(r, 0)={ 0 ern erlerE:-sto] =f(n -

ve(r, 0)=v(0,t)=0 ut(r, 0)=0

al Hallar v(6, 3), v(2,3) y u(4,3). b] Dibujar y hallar la expresién de v(r, 3).
c] Hallar el valor méximo de u(r,3) [ v15~3.873].

L . Ur—Uxx—2Ux =0, xeR, t>0
Resolver (en términos de funciones elementales) —x2/2 :
u(x,0)=e , U acotada

al con la F directamente, b] con un cambio u=ePtedw que lleve a la ecuacién del calor.

Sea (E) ut—uxx—2ux+au = 0. Simplificarla con un cambio de variable adecuado. Hallar la
solucién de (E) que cumple u(x, 0)= e~x’ y analizar su comportamiento cuando t — oo,

Ur+2tux=4tu b] { t2ur—ux=g(x)

u(x, 1)=£(x) u(x, 1) =0 por las caracteristicas y mediante la F.

Resolver: al {

u(x, 0)=6(x), u acotada u(x, 0)=0, u acotada
Hallar, sin que aparezcan integrales en el resultado, u(x, t) para al y u(0,t) para bl].

Sean al { Ut—2tuxx=0, x€R, t>0 b] { Ut —Uxx=6(x), X€R, t>0

Resolver: | Ut ~Wox=0, x>0
" ux, 0)=f(x), ux(0, t)=g(t), u acotada
Sea (P) Ut —Uxx =0, x>0,t>0 [Ayuda: v=sentcosx satisface la
u(x, 0)=u¢(x,0)=0, u(0,t)=sent * condicién de contorno y la ecuacién].

i) Hallar y describir u(x, t) para cada t>0 fijo.

ii) Hallar la transformada seno (s de la solucién u hallada en i).
Hallar s resolviendo directamente (P) por transformadas seno.

Hallar la funcién de Green para la ecuacién de Laplace en el semiplano {(x,y):x€R,y>0}
Au=F(x,y), xeR, y>0

u(x, 0)=f(x), uacotada

Resolver el mismo problema para F =0 con transformadas de Fourier.

y utilizarla para la hallar la solucién de {

i —we-t
Upt—Ux+2Ur+u=0, X, teR Resolverlo con la F y haciendo u=we™".

u(x, 0)=f(x), ut(x,0)=0 " S f(x)={ zenezxé|f§£g' 1] dibujar u(x, 3).

Ut —Uxx+2us+u=0, 0<x<1, teR
u(x, 0)=senmx, us(x,0)=u(0,t)=u(l,t)=0 -

al Sea {

b] Resolver {

VIl



