
Soluciones de problemas 1 de EDII(r) (2011)

1 32y+=5

(,0)=3
dy
d =3

2
�

ξ=y−3
η= → η=η5, = η6

6 +p
∗(ξ)= 6

6 +p
∗(y−3)→ p∗(−3)=3− 6

6

O bien,
�

ξ=y−3
η=y → η=

1
3

3= η−ξ
3 , = η2

6 −
ξη
3 +p(ξ)=

y3

3 −
y2

6 +p(y−
3)→ p(−3)=3

→ p∗()=−− 2

2 ∀ ó p∗()=− ∀ →  = y3

3 −
y2

6 −y+
3 A pesar de la tangencia en (0,0)

[Δ=32 ] , hay solución única.

(2y−)y +  = 2y
(1, y)=0

dy
d =

2y
 −1 → y=C2+→

¨

ξ= y
2
− 1


η=

→ η=2y , η=2+2ξη→

=2η+ξη2+p(ξ)=+y+p( y
2
− 1 )→ 1+y+p(y−1)=0→ p()=−−2 , = 1

−
y
2
++y−2 .

Solución única (era Δ=−1·1 6= 0 ).

y+=−2e−y
(−1, y)=0

dy
d =

1
 → log ||−y=C ,

�

ξ=e−y

η=y → η=−ξ2eη , =p(ξ)−ξ2eη =p(e−y)−2e−y

[con η=→ η=−e−y=−ξ , =p(ξ)−ξη=p(e−y)−2e−y como antes].

(−1, y)=p(−e−y)− e−y=0→ p()=− (para <0 ) → =−(+2)e−y (vale para todo  )

y−y=2y
(,0)=

dy
d =−


y →

�

ξ=2+y2

η=y → η=2η , =p(ξ)eη
2
=p(2+y2)ey

2 → p(2)=

p()=±
p
 →  = +−

p

2+y2 ey
2 >0
<0

[problemas en el origen:
Δ==0 si =0 ]

−y =
−y
y 

(,1)=

�

ξ=+y
η= → η=

2η−ξ
η(ξ−η) , = p(ξ)

η(ξ−η) =
p(+y)
y → p(+1)

 = → = (+y−1)
2

y [Δ=−1 ]

y+3y2=
2
y +6y

4

(,1)=2

�

ξ=−y3
η=y → η=

2
η +6η

4(ξ+η3) , =p(ξ)η2+η2(ξ+η3)2=p(−y3)y2+2y2

O bien,
�

ξ=−y3
η= → η=

2
3(η−ξ)+2(η−ξ)

2/3η , =p(ξ)(η−ξ)2/3+
||

η2(η−ξ)2/3

(,1)=p(−1)+2=2 → p()=0 (para todo  , Δ=−1 ) → =2y2

yy+(2y−)=
(,1)=0

dy
d =

y
2y−

(exacta u
homogénea) o mejor d

dy =−

y+2 lineal → y−y2=C ,

�

ξ=y−y2
η=y

→ ηη=
ξ+η2
η , =p(ξ)− ξ

η+η=p(y−y
2)+2y−→ p()=−1 ∀→ =y−y2+2y−−1 [Δ=1 ]

yy+ e
2
= 2

(,0)=0
dy
d = e

−2y→ y=Ce
∫ 

0
e−s

2
ds ,

�

ξ=ye−
∫ 

0
e−s

2
ds

η=
→ η=2ηe−η

2
, =p(ξ)− e−η2 ,

=p(ye−
∫ 

0
e−s

2
ds)− e−2 , (,0)=p(0)− e−2= 0 no tiene solución

�

Δ=0·1−e2·0 ≡ 0
�

.



2 yy− = +2
dy
d =−

y
 → y= C

 →
�

ξ=y
η= → η=− 

η−2 ,  = p(ξ)
η −η =

p(y)
 − .

O bien,
�

ξ=y
η=y → η=


η+

2ξ
η2

,  = p∗(ξ)η+η
∫ 2ξ

η3
dη = p∗(ξ)η− ξ

η = p
∗(y)y− .

i) (,0) = p(0)
 −  = − → toda p∈C1 con p(0)=0 lo cumple, por ejemplo,

p()≡0→ =
p()=→ =y− .

O bien, (,0)=−=− para toda p∗∈C1; eligiendo p∗()≡ 0 , 1 obtenemos las de arriba.

ii) (,2) = p(2)
 −  = 7 , p(2)=82 → p()=22 → (, y) = 2y2− .

O bien, (,2)=2p∗(2)−=7 , p∗(2)=4→ p∗()=2 ↗.

El dibujo de las características muestra que para i) había problemas de
unicidad [dato sobre característica] y que había solución única para ii) [no
hay tangencia]. El Δ nos lo confirma:

i) Δ = 1·0− 0·(−) ≡ 0 , ii) Δ = 1·2− 0·(−) = 2 6=0 .

3 y+2y=3 con: i) (,1)=1 , ii) (0, y)=0 .

dy
d =

1
2y → −y2=K →

�

ξ=−y2
η=y → η=3=(3ξ+3η2)

→ =p(ξ)e3ξη+η
3
= p(−y2)e3y−2y3 .

�

Es bastante más largo con
�

ξ=−y2
η= → 2yη=3 , η=

3η
[ξ−η]1/2  , ...

�

.

i) p(−1)e3−2=1 , p()=e−3−1 →  = e3y−3−2y
3+3y2−1 = e(y−1)(3−2y

2+y+1) (única; Δ≡1 ).

ii) (0, y)=p(−y2)e−2y3=0 → p()≡0 , si ≤0 , pero indeterminada si >0 → ≡0 , si ≤y2 ,

indeterminada si >y2 → solución única excepto en un entorno del origen (Δ=−2y ).

4 y2y + 2 = 2+y2
dy
d =

y2

2
→ 1

y−
1
 =C→

¨

ξ= 1
y −

1
 =

−y
y

η=y (por ejemplo)
→ y2η=2+y2

η=
1

(1−ξη)2
+1

h

= η
1−ξη

i

→  = 1
ξ(1−ξη)+η+p(ξ) =

2

−y+y+p
�−y
y

�

(,1)= 2+−1
−1 +p

�−1


�

=+1 , p
�−1



�

=− 
−1 → p()=− 1 , = 2+y−y2−y

−y = +y .

Solución única porque no es tangente y=1 en ningún punto a las características:

Δ = 1·1−0·2 = 1 6= 0 ∀ [o porque las características crecen estrictamente en y>0 ].

Hay tres características sencillas: y=0 , =0 e y= (para C=0 ), pero las tres anulan denominadores.

Para dar datos en y=0 ponemos: = 2

−y+y+p
∗� y

−y
�

. (,0)=+p∗(0)= lo cumple toda p∗∈C1 con

p∗(0)=0 . Eligiendo p∗()=− obtenemos la de antes =+y , con p∗()≡0 se tiene = 2+y−y2
−y , . . .

�

Si hallamos Δ = 0·1−0·2 ≡ 0 → es característica
�

.
h

Un dato 
�

, 
1+

�

= · · · evita ceros de denominadores
i

.

5 +y=y2

(, n)=n
=p(y)e−y+ y [ y=C características]

(, n)=p(n)e−
n+1
+n=n → p(n)=0

[Hay tangencia en el origen ∀n≥2 , Δ=−nn−1 ].

Si n impar: p()≡0 ∀→ =y , solución única.

v
p validas

p(v)
Si n par: p()≡0 ∀≥0 , indeterminada si <0

→ =p(y)e−y+ y , con p∈C1 de la forma:



6 A(, y, )y+B(, y, )=C(, y, )
d
d=

C
B , dy

d=
A
B →

η(, y, )=c1
ξ(, y, )=c2

[para cada c1, c2 hay una curva
característica en el espacio].

Si η(, y, )=p[ξ(, y, )] define implícitamente =(, y) [si va bien el teorema de la función implícita]

∂ → η+η=p′(ξ)[ξ+ξ]→ =
p′(ξ)ξ−η
η−p′(ξ)ξ ; ∂y → y=

p′(ξ)ξy−ηy
η−p′(ξ)ξ . Por tanto:

Ay+B =
1

η−p′(ξ)ξ
�

p′(ξ)(Aξy+Bξ)−(Aηy+Bη)
�

= 1
η−p′(ξ)ξ

�

p′(ξ)(−Cξ)−(−Cη)
�

= C ,

pues: ξ+ξy
dy
d +ξ

d
d =

1
B [Bξ+Aξy+Cξ]=0 (igual para η , y análogo para ξ(, y, )=q[η(, y, )] ).

y+=0
d
d = 0 →  = c1
dy
d =

1
 =

1
c1
→ y = +c2

c1
= +c2

 → y− = c2

[las características están contenidas en planos =cte y cada uno son rectas]

Solución general: (1) y− = p() o (2)  = q(y−) .

i) (,0)= → −=p() → y−=− → = 
y+1 [de (2) igual].

ii) (0, y)=0 → 0=p(0) ; para cada p∈C1 con p(0)=0 una solución

distinta, por ejemplo: p≡0→ = 
y , p()=→ = 

y−1 , p()=−→ = 
y+1 , . . .

(2) da más: q(0)=0 ; q≡0→ ≡0 [no recogida en (1)], . . . Problemas por ser (0, y,0) característica.

7 e+ eyyy=
Elíptica
en R2

d
dt =±e

(−y)/2, e−/2± e−y/2=C
n α=e−/2

β=e−y/2
→ αα+ββ+

α
α +

β
β =4

−3y+2y2=y Parabólica en forma normal. λ2−3yλ+2y2=0→ =p(y)ey+q(y)e2y+ 1
2y

+4y−5yy+6+3y=9 Hiperbólica
�

ξ=− y
5

η=+y
ó
�

ξ=5−y
η=+y → 4ξη+3ξ+η = 

no resoluble

8 (E) tt+2t=2 Hiperbólica
�

ξ=−2t
η= →

¨

tt = 4ξξ
t = −2ξξ−2ξη

→

ξη=− 12 → =p(ξ)+q(η)− ξη
2 = =p(−2t)+q()− 2

2 +t

i) y=0 no tangente a las características → solución única con:
¨

0=(,0)=p()+q()− 12
2 q()= 1

4
2−C

0=t(,0)=−2p′()+→ p()= 1
4

2+C ↗
→  = t2

ii) (0, t)=0 , (0, t)= t
son datos sobre característica:

p(−2t)+q(0)=0
p′(−2t)+q′(0)+t= t

�

Cada q con q′(0)=0 , y p(t)≡−q(0)
da una solución distinta (infinitas).

[(E) se puede resolver también: t= , t+2=2 , ... O bien: [t+2]t=2 , t+2=2t+q() , ... ]

9 tt+2t++=0 De coeficientes constantes y parabólica. − B
2A t=−t=K características.

�

ξ=−t
η= t →

�

t = −ξ+η
 = ξ

,
¨ tt = ξξ−2ξη+ηη
t = −ξξ+ξη
 = ξξ

→ ηη+ = 0

→ =p(ξ) cosη+q(ξ) senη ,  = p(−t) cos t + q(−t) sen t

[Eligiendo η= se llega a ηη+ = 0 →  = p∗(−t) cos+ q∗(−t) sen ].

t(, t) =
�

q(−t)−p′(−t)
�

cos t −
�

p(−t)+q′(−t)
�

sen t
�

p(2) cos−q(2) sen=0 [•] → [2p′(2)−q(2)] cos−[p(2)+2q′(2)] sen=0
[q(2)−p′(2)] cos+[p(2)+q′(2)] sen=1

1+2×2−→ q(2) cos+p(2) sen=2 [◦] ;
[•]×cos+[◦]×sen → p(2)=2sen→ p()=2sen 

2
[◦]×cos−[•]×sen → q(2)=2cos→ p()=2cos 2

→ =2sen −t
2 cos t + 2cos −t2 sen t = 2sen +t

2 (solución única).

�

p(0) cos+q(0) sen=0 → p(0)=q(0)=0
�

q(0)−p′(0)
�

cos−
�

p(0)+q′(0)
�

sen=0 → p(0)=p′(0)=q(0)=q′(0)=0 → Por ejemplo,

p()=2 , q()≡0 →  = (−t)2 cos t ; ó p()=1−cos , q()≡0 →  = [1−cos(−t)] cos t ; ...



10 a) 4yyy−+2y=0 B2−4AC=16y→ y>0 hiperbólica
y<0 elíptica

y>0 : d
dy =±

p
16y
8y =± 1

2
p
y → ±py =C características

�

y=(−C)2
�

.
�

ξ=+
p
y

η=−py → ξη= 0 → =p(ξ)+q(η)= p(+
p
y )+q(−py )

Los datos iniciales de b) son para esta región:
¨

(,1)=p(+1)+q(−1)=2
y(,1)=

1
2p
′(+1)− 1

2q
′(−1)=

→ p′(+1)+q′(−1)=2
→ p′(+1)−q′(−1)=2 → p′()= , p()= 2

2 +k , q()=− 2

2 −k

 = 1
2
�

(+
p
y )2−(−py )2

�

= 2
p
y .

y<0 : d
dy =±



2
p
−y

, ± 
p

−y =C
¨

ξ=
η=
p

−y

¨

=ξ

y=− (−y)
−1/2

2 η

(

=ξξ

yy=− 1
4yηη+

(−y)−1/2
4y η

, ξξ+ηη=0 .

11 tt−4 = 2
(, )=2 , t(, )=

. i) Copiando de los apuntes características y cambio:

¨

ξ=+2t
η=−2t → −16ξη=2 → ξ=p∗(ξ)−

η
8 →  = p(ξ)+q(η)− ξη

8 = p(+2t)+q(−2t)+
4t2−2
8

¨

(, )=p(3)+q(−)+ 32

8 =
2 → 3p′(3)−q′(−)= 5

4
y(, )=2p′(3)−2q′(−)+= → q′(−)=p′(3)

→ p′(3)= 5
8 , p′()= 5

24 , p()=
52
48 →

q(−)=2− 3
2

8 −
152
16 =

252
16 , q()=− 5

2

16 .  = 5(+2t)2−15(−2t)2+24t2−62
48 = 1

3
�

5t−t2−2
�

.

ii) =−t2 →
�

tt−4 = 0
(, ) = 0 , t(, ) = −

,  = p(+2t)+q(−2t) [apuntes].
�

(, )=p(3)+q(−)=0
y(, )=2p′(3)−2q′(−)=−

→ p′(3)= 
4 , p()=

2

24 , q()=−
32
8 , . . .

12 (E) Ayy+By+C+Dy+E+F=G(, y) si no es parabólica, B2−4AC 6=0 .

= epyeq →
�

y=[p+y]epy+q

=[q+]epy+q

� yy=[p2+2py+yy]epy+q

y=[pq+p+qy+y]epy+q

=[q2+2q+]epy+q
→

Ayy+By+C+(2pA+qB+D)y+(2qC+pB+E)

+(p2A+pqB+q2C+pD+qE+F)= e−py−qG(, y)

Si
2pA+qB+D = 0
2qC+pB+E = 0

�

→ p = 2CD−BE
B2−4AC , q = 2AE−BD

B2−4AC , desaparecen los términos en y y  .

Y la ecuación se convierte en: (E*) Ayy+By+C+
�AE2+CD2−BDE

B2−4AC +F
�

 = e−py−qG(, y)

Por tanto, si las constantes son tales que el corchete se anula, la ecuación tampoco tiene término en  .
[Y si es hiperbólica se puede reducir a ξη=G∗ , y se puede resolver].

y+2y+3+6=1 → B2−4AC=1 , p=−3 , q=−2 , [ ]=
�−6
1 +6

�

=0 ;

= e−3y−2 → y= e3y+2 → = 1
6e

3y+2+p()+q(y) → = 1
6+e

−3ye−2[p()+q(y)] .

Si (E) es parabólica se puede poner en la forma canónica: ηη+D∗η+E∗ξ+F∗=G∗(ξ, η) .

Si E∗=0 , la ecuación (lineal de segundo orden con coeficientes constantes en η ) es resoluble.

= epyeq → ηη+(2p+D∗)η+E∗ξ+(p2+pD∗+qE∗+F∗)=e−py−qG∗(ξ, η) ≡ G∗∗(ξ, η)

Si E∗ 6=0 , con p = −D∗

2 , q = 1
E∗
�D∗2

4 − F
∗� se convierte en la del calor: η+E∗ξξ=G∗∗(ξ, η) .

13 tt−+Dt+E = 4 a] Las características de esta ecuación son las de la ecuación de ondas
(sólo dependen de las derivadas de segundo orden):

�

ξ=+t
η=−t → −4ξη+(D+E)ξ+(E−D)η = 4 → si E=±D es resoluble.

(Con cambios = epteq no se consigue nada más).

b] ξη−η=−1
η=
−→ ξ=−1

p a ojo
−→ =p∗(η)eξ+1 → =q(ξ)+p(η)eξ+η

→ =q(+t) + p(−t)e+t + −t
�

 = q′ + p′ e+t + pe+t + 1
�

:
¨

(0, t)=q(t)+p(−t)et−t=e2t → q′(t)−p′(−t)et+p(−t)et=
↓
1+2e2t

(0, t)=q′(t)+p′(−t)et+p(−t)et+1=2 p′(−t)=−et , p′()=−e−

→ p()=e−+K → q(t)= t−Ket →  = +t + e−+te+t + −t , =2+ e2t .



Soluciones de problemas 2 de EDII(r) (2011)

1 y′′ + λy = 0
y(0)=y′(1)=0 λ≥0 (teor 1). λ=0 : y=c1+c2 , y(0)=c1=0

y′(1)=c2=0

�

→ y ≡ 0 . λ=0 no autovalor.

λ>0 : y=c1 cos+c2 sen , y(0)=c1=0
y′(1)=c2 cos=0

�

→ λn=
(2n−1)2π2

22 , yn≡{sen (2n−1)π2 } , n=1,2, . . . .

y′′ + λy = 0
y(−1)=y(1)=0

s=+1→ y′′ + λy = 0
y(0)=y(2)=0

�

→ λn=
n2π2

22 , yn≡{sen nπs
2 }={sen

�nπ
2 +

nπ
2
�

} , n=1,2, . . . .

Directamente (λ>0 ): c1 cos−c2 sen=0
c1 cos+c2 sen=0

�

→
�

�

�

�=sen2=0 , λn=
n2π2

22 →
n par, c1=0→ sen
n impar, c2=0→ cos .

y′′ + λy = 0
y(0)=y(1)+y′(1)=0 λ≥0 (t1). λ=0 : c1=0

2c1+c2=0

�

no autovalor.

λ>0 : y=c1 cos+c2 sen , c1=0
c2(sen+ cos)=0

�

→ tnn=−n

λn=2
n

(λ1≈4.116 , . . . ) , yn≡{senn} , n=1,2, . . . .

2y′′+y′+[λ2− 14 ]y=0
y(1)=y(4)=0

[y′]′− y
4+λy=0 , λ>0 . Casi Bessel:

s=
p
λ→ s2y′′+sy′+[s2− 14 ]y=0

y=c1
cos
p
λp

+c2

sen
p
λp



c.c.→ λn=
n2π2

9 , yn=
� 1p


sen nπ(−1)

3
	

, n=1,2, . . .

�

O bien: =
p
y→ ′′ + λ = 0

(1)=(4)=0

�

=s+1→ ′′ + λ = 0
(0)=(3)=0

�

→ =sen nπs
3 =sen

nπ(−1)
3

�

.

2 y′′ + λy = 0
y′(0)−αy(0)=y(1)=0 λ>0 : Si α=0 , λn=

(2n−1)2π2
22 , yn≡{cos (2n−1)π2 } .

Si α 6=0 : c2−αc1=0
c1 cos+c2 sen=0

�

tnn=−n

α , yn≡{α senn+n cosn} .

λ=0 : c2−αc1=0
c1+c2=0

�

→ Autovalor si α=−1 , con autofunción y0≡{1−} .

λ<0 : y=c1 ep+c2 e−p , (p−α)c1−(p+α)c2=0
c1 ep+c2 e−p=0

�

→

p[ep+e−p]+α[ep−e−p]=0→ thp = − p
α

Si α<−1 hay un λ=−p20
�

y0≡{α shp0+p0 chp0}
�

.

El menor autovalor es negativo si α<−1 , 0 si α=−1
y positivo si α>−1 (para α=0 es λ= π2

4 ).

m=1

m=2 m gordo

3 a) ƒ ()=1 Su serie en senos es: 2
π

∞
∑

m=1

sen(2m−1)π
2m−1 .

Tiende hacia la extensión 2-periódica de ƒ ()=
�

−1, −1< <0
1, 0<<1 ,

y la suma es 0 si ∈Z . Cerca de ellos convergerá mal.

La serie en cosenos es la propia constante 1 = 1+0+0+· · ·
(es uno de los elementos de la base de Fourier).

b) ƒ ()=2 =
∞
∑

n=1

�2(−1)n+1
πn + 4[(−1)n−1]

π3n3
�

sennπ .

[En la serie en senos aparecerán picos cerca de 1 ].

2= 1
3+

4
π2

∞
∑

n=1

(−1)n
n2

cosnπ converge uniformemente en [0,1] .

1,0

0,25

0,75

0,5 0,90,30,1 0,80,4

1,0

0,6 0,7

0,0

0,0 0,2

x

0,5

0,90,5

0,25

x

1,00,80,4 0,70,0

1,0

0,1

0,5

0,0

0,75

0,60,2 0,3
1,0

0,2

0,5

0,4

1,0

0,8 0,9

0,6

0,7

0,8

0,5

0,7

0,1

0,4

0,3

0,0

0,1 0,20,0 0,6

0,9

0,3

xa) sen, m=2,5,20 b) sen, n=2,5,20 b) cos, n=2,5



4 i) Para desarrollar en cosenos basta escribir cos3 = 3
4 cos+

1
4 cos3 , ∈[0, π] .

(La ‘serie’ claramente ‘converge uniformemente’ en todo [0, π] hacia la ƒ dada).

ii) Los coeficientes de la serie en senos vienen dados por las fórmulas de los apuntes:

bn =
2
π

∫ π

0 cos
3 sennd = 3

2π

∫ π

0 cos sennd+
1
2π

∫ π

0 cos3 sennd

= 3
4π

∫ π

0 [sen(n+1)+sen(n−1)]d+
1
4π

∫ π

0 [sen(n+3)+sen(n−3)]d

= − 3
4π
� cos(n+1)

n+1 + cos(n−1)
n−1

�π
0 −

1
4π
� cos(n+3)

n+3 + cos(n−3)
n−3

�π
0

= 3
4π
�1+(−1)n

n+1 + 1+(−1)n
n−1

�

+ 1
4π
�1+(−1)n

n+3 + 1+(−1)n
n−3

�

= 3n
2π

1+(−1)n
n2−1 + n

2π
1+(−1)n
n2−9 = 2n(n2−7)[1+(−1)n]

π(n2−1)(n2−9)

Esta serie converge hacia los puntos de continuidad de la extensión impar y 2π-periódica de ƒ ,
es decir, converge hacia cos3 en (0, π) y converge a 0 (evidentemente) cuando =0, π :

!"##"# $"%$"#

#"#

&"%&"##"%

!#"%

!"%

#"%

!&"#

'

&"#cos3 =
∞
∑

m=1

8m(4m2−7)
π(4m2−1)(4m2−9) sen2m , ∈ (0, π) .

La función límite es la de abajo y a la derecha están los
dibujos (Maple) de las sumas parciales con m=3 y 10 .
Hay convergencia uniforme en cualquier [, b]⊂(0, π) .

5 a) ƒ ()=sen2 = 1
2−

1
2 cos2 , ya desarrollada

�

0=
1
2 , 2=− 12 y los demás n y los bn son 0

�

.

b) ƒ ()= | sen| par → bn=0 . 0=
1
π

∫ π

−π | sen|d=
2
π

∫ π

0 send=
4
π . 1=

2
π

∫ π

0 sen cosd=0 .

n=
2
π

∫ π

0 sen cosnd=
1
π

∫ π

0 [sen(1+n)+sen(1−n)]d=−
1
π

� cos(1+n)
1+n + cos(1−n)

1−n
�π
0

= 1
π

�1+cosnπ
1+n + 1+cosnπ

1−n
�

= 2
π
1+(−1)n
1−n2 → | sen| =

2

π
+
4

π

∞
∑

m=1

cos2m

1− 4m2

c) ƒ ()=sen 
2 impar. n=0 . bn=

2
π

∫ π

0 sen

2 sennd=

1
π

∫ π

0

�

cos (1−2n)2 −cos (1+2n)2
�

d= 8
π
(−1)nn
1−4n2 .

d) ƒ ()=
�

−π, si − π≤<0
sen, si 0≤<π

n=
1
π

∫ π

0 sen cosnd−
∫ 0
−π cosnd , n=0,1, . . .

bn=
1
π

∫ π

0 sen sennd−
∫ 0
−π sennd , n=1,2, . . .

1
20=

1
π−

π
2 ; 1=0 ; n=

1
π
1+(−1)n
1−n2 , n=2,3, . . . ; b1=

5
2 ; bn=

1−(−1)n
n , n=2,3, . . . .

6 ƒ ()=
�

1 , 0≤≤1
0 , 1<≤2 Si ƒ () = 0

2 +
∞
∑

n=1

n cos
nπ
L , es n =

2
L

∫ L

0 ƒ () cos nπL d . En este caso:

0=
2
2

∫ 1
0 d=1 , n=

∫ 1
0 cos

nπ
2 d= 2

nπ sen
nπ
2 =

�

0 , n par
2(−1)m
(2m+1)π , n=2m+1

→ 1
2 +

2
π

∞
∑

m=0

(−1)m
2m+1 cos

(2m+1)π
2 .

i) En =1 es ƒ discontinua y la serie tenderá hacia 1
2
�

ƒ (1−)+ƒ (1+)
�

= 1
2 , como se comprueba fácil:

1
2 +

2
π

∞
∑

m=0

(−1)m
2m+1 cos

(2m+1)π
2 = 1

2 [los cosenos se anulan].

ii) Como tiende en todo R hacia la extensión par y 4-periódica de ƒ ,
en =2 ha de tender hacia ƒ (2)=0 . Sustituyendo:

1
2 +

2
π

∞
∑

m=0

(−1)m
2m+1 cos(2m+1)π =

1
2−

2
π

∞
∑

m=0

(−1)m
2m+1 = 0 , ya que la última serie 1− 13+

1
5+ · · · = rctn1=

π
4 .

7 Autovalores y autofunciones conocidos: λn=
(2n−1)2
22 , yn=

n

sen (2n−1)2

o

, n=1,2, . . . . 〈yn, yn〉= π
2 .

→ cn =
2
π

∫ π

0 ƒ () sen
(2n−1)

2 d = 2
π

∫ π/2
0  sen (2n−1)2 d

= − 4 cos
(2n−1)

2
π(2n−1)

iπ/2

0
+ 4

π(2n−1)
∫ π/2
0 cos (2n−1)2 d =

8sen (2n−1)π4

π(2n−1)2
− 2cos (2n−1)π4

2n−1 .

La serie converge hacia ƒ () en los ∈ (0, π) en que ƒ es continua (en los extremos
no lo sabemos), y hacia 1

2 [ƒ (
+)+ƒ (−)] en los que ƒ es discontinua. Por tanto:

π
4 =

∞
∑

n=1

cn sen
(2n−1)π

4 =
∞
∑

n=1

h8sen2( nπ2 −
π
4 )

π(2n−1)2
− sen (2n−1)π2

2n−1

i

= 4
π

∞
∑

n=1

1
(2n−1)2

− π
4 ⇒

∞
∑

n=1

1
(2n−1)2

= π2

8 .



8 =
∞
∑

m=1

cn sen
(2n−1)π

2
[0,1]
r=1 cn=2

∫ 1
0  sen

(2n−1)π
2 d= 8(−1)n+1

π2(2n−1)2

=
∞
∑

m=1

cn sen
nπ(+1)

2
[−1,1]
r=1

∫ 1
−1 sen

2 nπ(+1)
2 =1 , cn=

∫ 1
−1  sen

nπ(+1)
2 d=− 2[1+(−1)

n]
nπ

=
∞
∑

m=1

cn senn , tnn=−n
[0,1]
r=1

∫ 1
0 sen

2nd=
1
2−

sen2n

4n
= 1+cos2n

2 =
2+2

n

2(1+2
n
) ,

∫ 1
0  sennd=

senn

2
n

− cosn

n
= 2senn

2
n

= −2cosn

n
→ cn=

4(1+2
n
) senn

(2+2
n
)2

n

=
∞
∑

m=1

cnp

sen nπ(−1)

2
[1,4]
r=

∫ 4
1 sen

2 nπ(−1)
2 d= 3

2 , cn=
2
3

∫ 4
1 

3/2 sen nπ(−1)2 d no elemental.

9 y′′ + 2y′ + λy = 0
y(0)+y′(0)=y(1/2)=0

En forma autoadjunta:
�

y′e2
�′+λe2y = 0 [problema de S-L regular].

μ2+2μ+λ=0→ μ=−1±
p
1−λ . En principio, puede haberλ negativos.

λ<1 ,
p
1−λ =p→ y = c1e(p−1)+c2e−(p+1) →

y(0)+y′(0)=p(c1−c2)=0
y( 12 )=(c1e

p/2+c2e−p/2)e−1/2=0
→ c1=c2=0 .

λ=1→ y=(c1+c2)e− →
y(0)+y′(0)=c2=0
y( 12 )=(c1+

c2
2 )e

−1/2=0
→ c1=c2=0 .

λ>1 ,
p
λ−1 =→ y=(c1 cos+c2 sen)e− → y(0)+y′(0)=c2=0 → c2=0 →

y
�1
2
�

=c1 cos

2 e
−1/2=0 → n=(2n−1)π , λn=1+(2n−1)2π2 , yn=

�

e− cos(2n−1)π
	

, n = 1,2, . . .

Por tanto: 1 =
∞
∑

n=1

〈1, yn〉
〈yn, yn〉

yn , con 〈1, yn〉=
∫ 1/2
0 e cos(2n−1)πd , 〈yn, yn〉=

∫ 1/2
0 cos2(2n−1)πd

Como
∫ 1/2
0 cos2b = 1

2

∫ 1/2
0 (1+cos2b)= 1

4 +
senb
4b → 〈1, yn〉= 1

4 e
∫

ecosbd= (cosb+b senb)e


1+b2 ,

concuimos que: 1 = 4
∞
∑

n=1

(−1)n+1(2n−1)πe1/2−1
1+(2n−1)2π2 e− cos(2n−1)π .

0,75

0,25

0,5 0,7

x

1,00,9

1,5

0,8

1,25

1,0

0,5

0,6

0,0

0,40,30,20,10,0

10
�

[1−2]y′
�′
+ λy = 0

y(0)=0, y acotada en 1

Los P2n−1 son las únicas soluciones de
la ecuación de Legendre que pasan por
el origen y están acotados en =1 →

λn=2n(2n−1) , yn={P2n−1} , n∈N.
∫ 1
−1 P

2
n
= 2
2n+1 →

∫ 1
0 P

2
2n−1=

1
4n−1 .

1 =
∞
∑

n=1

cnP2n−1()

r()=1

c1 = 3
∫ 1
0 d =

3
2

c2 = 7
∫ 1
0

�5
2

3− 32
�

d = − 78
c3 = 11

∫ 1
0

�63
8 

5− 354 
3+ 15

8 
�

d = 11
16

11 y′′−y′=2−
y′(2)=y′(4)=0

La homogénea se puede resolver como Euler: λ(λ−1)−λ=0 → y = c1 + c22 ,

o haciendo y′= → ′= 
 →  = Celn = C → y = c1 + c22

�

y′=2c2
�

.

Imponiendo los datos a esta solución:
y′(2)=4c2=0
y′(4)=8c2=0

→ c2=0 y c1 indeterminado.

El homogéneo tiene, pues, infinitas soluciones yh={1} y el no homogéneo tendrá infinitas o ninguna.

En forma autoadjunta: y′′− 1y
′=− 


×e− log−→

�1
y
′�′= 1− 

2
. Hallemos la integral:

∫ 4
2 1 · (1−


2
)d = 2+

�


�4
2 = 2−


4 → Si =8 tiene infinitas soluciones. [Si  6=8 , ninguna].

[Se llega a lo mismo imponiendo los datos en la solución genera de la no homogénea · · · y = c1+c22+ 1
3

3+ · · · ].

12 2y′′ − y = 3−4
y(1)+y′(1)=y(2)=0 i) Para =2 es Euler con μ(μ−1)−2 = 0 → y=c12+c2−1 , y′=2c1−c2−2

→
�

y(1)+y′(1)=3c1=0
y(2) = 4c1 +

c2
2 = 0

→ c1=c2=0 → [P] tiene solución única.
h

Se podría calcular esta solución. Con la fvc o tanteando · · · y = c12+ c2−1− 3
2 +2

datos−→ y = 1
3

2− 3
2−

3
2 +2

i

.

ii) Para =0 también es de Euler, o podemos ‘resolverla’ así: y′′ = 0 → y′ = c1 , y = c1+c2

→
�

y(1)+y′(1)=2c1+c2=0
y(2) = 2c1+c2 = 0

→ el homogéneo tiene infinitas soluciones yh=
�

−2
	

.

La ecuación en forma S-L es
�

y′
�′= 3

−
4
2

. Que [P] tenga infinitas o ninguna depende de:
∫ 2
1 (−2)

�3
−

4
2
�

d =
∫ 2
1

�

3− 10 +
8
2
�

d = 3−10
�

ln
�2
1 −

�8


�2
1 = 7−10 ln2 6= 0 . No tiene solución.

�

Verlo directamente lleva más tiempo: y′′ = 3
−

4
2
→ y′ = 3 ln+ 4

 + c1
partes
−→ y = 3 ln− 3+ 4 ln+ c1+ c2 →

�

y(1)+y′(1)=2c1+c2+1=0
y(2) = 2c1+c2+10 ln2−6 = 0

, sistema que no tiene solución porque 1 6= 10 ln2−6
�

.



13 y′′+y′+λy = 1−
y′(0)=y′(2)=0 En forma Sturm-Liouville:

�

ey′
�′ + λey = (1−)e (p, r>0 ).

i] q≡0 , αα′=ββ′=0⇒ los autovalores del problema homogéneo son ≥0⇒ si λ=−2 el problema
homogéneo no tiene más solución que la trivial y el no homogéneo solución única.

[Es fácil ver directamente que λ=−2 no es autovalor: μ2+μ− 2= (μ−1)(μ+2) →
y=c1e+c2e−2 , y′=c1e−2c2e−2 →

c1−2c2=0
c1e2−2c2e−4=0

→ c1=c2=0 ].

ii] Para el homogéneo:

μ(μ−1) → y=c1+c2e− , y′=−c2e− →
−c2=0
−c2e−2=0

→ c2=0 , c1 indederminado → yh={1} .

Como
∫ 2
0 1(1−)e

d = (1−)e
�2
0+
∫ 2
0 e

d = −e2−1+ e2−1 = −2 6= 0 , no tiene solución.

[Se podría comprobar a partir de la solución general de la no homogénea: y=c1+c2e−+2− 1
2

2 ].

p
th p

0

p
1

14 [P]
y′′ + λy = 
y(0)=y′(1)−y(1)=0

Ecuación en forma autoadjunta.
Como ββ′<0 puede haber λ≤0 .

λ<0 : y=c1ep+c2e−p →
c1 = −c2
c2(p[ep+e−p]−[ep−e−p])=0

�

→ y ≡ 0
�

no existe p>0 con p= thp , pues (thp)′(0)=1
�

.

w

tan w

0

w

!
w1 w2

λ=0 : y = c1+c2→
c1 = 0
c1+c2 = c2

o

→ λ0=0 autovalor con y0 = {} .

λ>0 : y = c1 cos+c2 sen→
c1 = 0
c2(sen− cos)=0

�

Hay infintos n con n= tnn → λn=2
n

, yn=
�

senn
	

.

Por tanto: Si λ 6=λn hay solución única de [P].

Si λ=0 , como
∫ 1
0 d 6= 0 , [P] no tiene solución.

Si λ=λn , n=1,2, . . . ,
∫ 1
0  sennd =

1
2
n

[senn−n cosn] = 0→ infinitas soluciones.

[Podíamos ahorrarnos el cálculo de esta integral pues y0 e yn son ortogonales].

15 y′′ + λy = cos3
y′(0)=y′( π4 )+y(

π
4 )=0

α ·α′=0
β·β′>0 ⇒ λ≥0 . λ=0 : y=c1+c2→

y′(0) = c2 = 0 ↓
y′( π4 )+y(

π
4 )=c1=0

«

λ=0 no
autovalor.

λ>0 : y=c1 cos+c2 sen . y′(0)=0→ c2=0→ y′( π4 )+y(
π
4 )=c1

�

cos π4 − sen
π
4
�

= 0 .

Si el corchete es cero, c1 queda indeterminado. Infinitos n cumplen
tn πn

4 =
1
n

. A cada λn=2
n

, está asociada la yn={cosn}.

λ1 se pueda hallar exactamente: λ1=1→ y1={cos} ( tn π
4 =1 ).

Si cos3=c1 cos+
∞
∑

n=2

cn cosn , el primer coeficiente c1 es:

c1=
〈cos3, cos〉
〈cos, cos〉 =

∫ π/4
0 cos3 cosd
∫ π/4
0 cos2d

=
∫ π/4
0 (cos4+cos2)d
∫ π/4
0 (1+cos2)d

= 2
π+2

Para i), por no ser λ=0 autovalor hay solución única del no homogéneo. Para ii), hay infinitas del
homogéneo yh={cos} y el no homogéneo no tiene solución pues:

∫ π/4
0 cos3 cosd= 1

4 6=0 .

16 y′′ = ƒ ()
y(0)=y′(1)=0 y=c1+c2

↗ y1=
↘ y2=1

|W|=−1
p()=1 → G(, s)=

�

−s , 0≤s≤
− , ≤s≤1

La solución para ƒ ()= : y = −
∫ 

0 s
2ds−

∫ 1

sds = 3

6 −

2 .

2y′′ + y′ − y = ƒ ()
y(1)+y′(1)=y(2)=0 y=c1+

c2


↗ y1=
1


↘ y2=− 4
|W|= 2

 , (y′)′ − y
 =

ƒ ()
 → p()=

→ G(, s)=

( 1
2s

�

− 4


�

, 1≤s≤
1
2

�

s− 4
s

�

, ≤s≤2
ƒ ()=→ y=

� 
2−

2


�

∫ 

1
ds
s +

1


∫ 2


� s
2−

2
s

�

ds=  ln
2 − 

4+
1−2 ln2

 .

y′′ + y′ − 2y = ƒ ()
y(0)−y′(0)=y(1)=0 y=c1 e+c2 e−2

↗ y1= e
↘ y2= e− e3−2

|W|=3e3−,
�

ey′
�′−2ey= eƒ ()

→ G(, s)=

( 1
3e

s�e−3−e−2
�

, 0≤s≤
1
3e

�es−3−e−2s
�

, ≤s≤1

→ y= e−3−e−2
3

∫ 

0 se
2sds+ e

3

∫ 1

s
�

e2s−3−e−s
�

ds =

(9e2+1)e

12e3 − e
−2

12 −

4−

1
4 .



Soluciones de problemas 3 (c y o) de EDII(r) (2011)

1 a)

¨ t−+2t=0 , ∈ (0, 12 ), t>0
(,0)=1−2
(0, t)=(1/2, t)=0

(, t)=X()T(t) → X′′

X =
T ′

T +2t=−λ→
�

X′′ + λX = 0
T′+(2t+λ)T=0

De las condiciones de contorno:
(0, t)=X′(0)T(t)=0→ X′(0)=0
( 12 , t)=X(

1
2 )T(t)=0→ X( 12 )=0

¨

X′′ + λX = 0
X′(0)=X( 12 )=0

conocido: λn=(2n−1)2π2, n=1,2, . . .
Xn={cos(2n−1)π}

→ T′=−(2t+λn)T , Tn=
�

e−t
2−(2n−1)2π2t	

Probamos:  =
∞
∑

n=1

cn e−t
2−(2n−1)2π2t cos(2n−1)π . Debe ser: (,0) =

∞
∑

n=1

cn cos(2n−1)π = 1−2 →

cn =
2
1/2

∫ 1/2
0 (1−2) cos(2n−1)πd = 4(1−2)

π(2n−1) sen(2n−1)π
�

�

1/2
0 + 8

π(2n−1)
∫ 1/2
0 sen(2n−1)πd

= 8
π2(2n−1)2

�

− cos(2n−1)π
�1/2
0 = 8

π2(2n−1)2 → (, t) = 8
π2

∞
∑

n=1

1
(2n−1)2 e

−t2−(2n−1)2π2t cos(2n−1)π

b)

¨ t−−4−4 = 0, ∈ (0, π), t>0
(,0) = e−2

(0, t)=(π, t)=0
=XT →

T′+λT = 0
�

′′+4X′+(4+λ)X=0
X(0) = X(π) = 0

λn=n2, n=1,2, . . .
Xn={e−2 senn}

(, t)=
∞
∑

n=1

cn e−n
2te−2 senn ; (,0)=e−2

∞
∑

n=1

cn senn=e−2 ; (, t)= 4
π

∞
∑

m=1

e−(2m−1)
2 t

2m−1 e−2 sen(2m−1)

c)

¨ t −  + 
t+1 = 0 , ∈ (0,2), t>0

(,0)=
§

1 , 0≤≤1
0 , 1<≤2 , (0, t)=(2, t)=0

=XT → X′′

X =
T ′

T +
1
t+1 =−λ →

�

X′′+λX = 0
X′(0)=X′(2)=0 y

T′+
�

λ+ 1
t+1
�

T=0

→ λn=
n2π2

4 , Xn=
�

cos nπ2
	

, n= 0,1, ... → T′+
�n2π2

4 + 1
t+1
�

T=0 → Tn=
n

e−n
2π2 t/4

t+1

o

→

(, t) = 0
2(t+1) +

∞
∑

n=1

n
e−n

2π2 t/4

t+1 cos nπ2 → (,0) = 0
2 +

∞
∑

n=1

n cos
nπ
2 = ƒ () , n =

2
L

∫ L

0 ƒ () cos nπL d

→ (, t) = 1
2(t+1) +

2
π(t+1)

∞
∑

m=0

(−1)m
2m+1 e

−(2m+1)2π2t/4 cos (2m+1)π2 .

d)

¨

t −  = e−2t cos , ∈
�

0, π2
�

, t>0
(,0)=1 , (0, t)=0, 

�π
2 , t
�

=1

�

A una varilla inicialmente a 1o con el extremo izquierdo aislado
le metemos y sacamos calor (cada vez menos) en su interior,
mientras mantenemos el extremo derecho a 1o

�

.

Una  salta a la vista: =1
=−1−→

�

t − = e−2t cos
(,0)=0 , (0, t)=

�π
2 , t
�

=0
, problema no homogéneo.

Sabemos que al hacer =XT sale X′′+λX=0 , que con X′(0)=X
�π
2
�

=0 nos da Xn=
�

cos(2n−1)
	

, n=1, ....

Probamos: (, t) =
∞
∑

n=1

Tn(t) cos(2n−1) →
∞
∑

n=1

�

T′
n
+(2n−1)2Tn

�

cos(2n−1)= e−2t cos ya desarrollada.

Hay que resolver, pues:

¨

T′1+T1=e
−2t

T1(0)=0
y

¨

T′
n
+(2n−1)2Tn=0

Tn(0)=0
, n≥2

h ∞
∑

n=1

Tn(0) cos(2n−1) = 0
i

.

La solución para n≥2 es obviamente Tn≡0 . Para la primera:

T1p=Ae−2t → −2A+A=1 , T1=Ce−t− e−2t
�

ó T1=Ce−t+e−t
∫

e−t
� T1(0)=0−→ T1(t)=e−t− e−2t .

La solución del problema en  es: (, t) = 1+
�

e−t− e−2t
�

cos
�

−→
t→∞

1 : toda la varilla tiende a ponerse a 1o
�

.

e)

¨ tt+4t−=0, ∈[0, π], t∈R
(,0) = sen2
t(,0)=(0, t)=(1, t)=0

=XT →

�

′′+λX = 0
X(0)=X(π)=0

λn=n2, n=1,2, . . .
Xn={senn}

→ T′+4T′+n2T = 0, r=−2±
p

4−n2 →

T1=c1 e(−2+
p
3)t + c2 e(−2−

p
3) t , T2=(c1+c2t)e−2t , Tn≥3=e−2t

�

c1 cos
p

n2−4 t + c2 sen
p

n2−4 t
�

.

=
∞
∑

n=1

Tn(t) senn ;
(,0)=

∑

Tn(0) senn=sen2 T2(0)=c1= 1
t(,0)=

∑

T′
n
(0) senn=0 T′2(0) =c2−2c1=0

→ =(1+2t)e−2t sen2

[La cuerda con rozamiento tiende a pararse].

f)

¨ tt−=4sen6 cos3, ∈
�

0, π2
�

(,0)=t(,0)=0, t ∈ R
(0, t)=(

π
2 , t)=0

�

′′ + λX = 0
X(0)=X′( π2 )=0

→
∞
∑

n=1

Tn(t) sen(2n−1)→

∞
∑

n=1

[Tn+(2n−1)2Tn] sen(2n−1)=2sen3+2sen9 ;
Tn+(2n−1)2Tn=2
Tn(0)=T′n(0)=0

, n=2,5 ,
= 2

9 (1−cos3t) sen3

+ 2
81 (1−cos9t) sen9



2
¨ t−=F(t) , ∈ (0, π), t>0
(,0)= ƒ ()
(0, t)=(π, t)=0

Homogéneo en los apuntes:

1 =
co

2
+

∞
∑

n=1

cn e−n
2t cosn , con cn=

2
π

∫ π

0 ƒ () cosnd .

Para el otro: 2 = T0(t)+
∞
∑

n=1

Tn(t) cosn→
�

T′0 = F(t)
T0(0)=0

→ T0(t)=
∫ t

0 F(s)ds (y los demás Tn≡0 ).

=1+2 →
t→∞

1
π

∫ π

0 ƒ ()d+
∫∞
0 F(t)dt . En particular, si ƒ ()= 1−cos

2 y F(t)=e−t,  →
t→∞

1+ 1
2 =

3
2 .

3
¨

t −  = 0 , ∈ (0,1), t>0
(,0)=0 , (0, t)=0, (1, t)=2e−t

Sabemos que al separar variables:
�

X′′+λX=0
T′+λT=0 [•]

Necesitamos una  . Probando parábolas (en  ): =A(t)+B(t)2 →
c.c.

=2e−t .

=−→ [P]

¨

t − = (2+2)e−t

(,0)=−2, (0, t)=(1, t)=0
(ecuación no homogénea)

Hallemos  que cumpla la ecuación. Como e−t está asociada a λ=1 en [•], X′′+X=0 , =XT →

=(c1 cos+c2 sen)e−t
c.c.→ ∗=− 2cossen1 e

−t . =−∗ → [P∗]

¨

t − = 0
(,0)= 2cos

sen1 ,(0, t)=(1, t)=0

X′′+λX , X′(0)=X′(1)=1→ λn=n2π2, Xn={cosnπ}, n=0,1, . . .→ Tn={e−n
2π2t}→

 = 0
2 +

∞
∑

n=1

nTnXn
d..→ 0

2 +
∞
∑

n=1

n cosnπ =
2cos
sen1 →

0
2 =

∫ 1
0
2cos
sen1 d = 2 ,

n=
4

sen1

∫ 1
0 cos cosnπd=

2
sen1

∫ 1
0 [cos(nπ+1)+cos(nπ−1)]d =

2(−1)n
nπ+1 −

2(−1)n
nπ−1 .

 = 2− 2cos
sen1 e

−t + 4
∞
∑

n=1

(−1)n+1
n2π2−1 e

−n2π2t cosnπ →
t→∞

2 [aislado a la izquierda y metemos cada
vez menos calor por la derecha]

Más largo es hallar la solución de [P]:  = T0(t)+
∞
∑

n=1

Tn(t) cosnπ →

T′0+
∞
∑

n=1

[T′
n
+n2π2Tn] cosnπ= e−t(2+2) =

7
3e
−t+ e−t

∞
∑

n=1

Bn cosnπ ,

pues
∫ 1
0 (

2+2)d= 7
3 , y siendo Bn=2

∫ 1
0 (

2+2) cosnπd=− 4
nπ

∫ 1
0  sennπd=

4(−1)n
n2π2

.

Como (,0)=T0(0)+
∞
∑

n=1

Tn(0) cosnπ=−2=− 13−
∞
∑

n=1

Bn cosnπ , hay que resolver:

¨

T′0=
7
3e
−t

T0(0)=− 13
→ T0=2− 73e

−t ,

¨

Tn+n2π2Tn=Bne−t → Tn = Ce−n
2π2t+Tnp

Tn(0)=−Bn
, Tnp=Ae−t →

Tnp=
Bn

n2π2−1e
−t d..→ Tn=

Bn[e−t−n2π2e−n
2π2 t]

n2π2−1 →  = 2+(2− 73 )e
−t+4

∞
∑

n=1

(−1)n
�

e−t

n2π2
−e−n2π2 t

�

n2π2−1 cosnπ →
t→∞

2

4
�

t−=0 , ∈ (0, π), t>0
(,0)=0, (0, t)=(π, t)= t

Casi a ojo se ve que =t cumple las condiciones de contorno.

=−t→
¨ t−=−
(,0) = 0
(0, t)=(π, t)=0

→
�

X′′+λX = 0
X′(0)=X′(π)=0 → Xn={cosn} , n=0,1, . . . →

=T0(t)+
∞
∑

n=1

Tn(t) cosn → T′0+
∞
∑

n=1

[T′
n
+n2Tn] cosn = − = b0

2 +
∞
∑

n=1

bn cosn , con bn=− 2π
∫ π

0  cosnd:

b0=− 2π
π2

2 =−π , bn=− 2
nπ senn

�π
0 +

2
nπ

∫ π

0 sennd =
2
n2π
[cosnπ−1] =

�

−4/(n2π) , n impar
0 , n par

�

T ′0=−
π
2

T0(0)=0
→ T0(t)=− π

2 t ,
¨

T ′
n
+n2Tn=bn → Ce−n

2t+ bn
n2

Tn(0)=0
→ Tn(t)=

bn
n2
[1−e−n2t] .

(, t) = t
�

− π
2
�

−
∞
∑

m=1

4
π(2m−1)4 [1−e

−(2m−1)2t] cos(2m−1)
→∞ , si ∈ (π/2, π)
→ 0 , si =π/2
→−∞ , si ∈ (0, π/2)

5
¨

t − 4 = cos π2 ,  ∈ (0,1), t > 0
(,0)=T, (0, t)=F, (1, t)=T

=F+T−F→
¨

t − 4 = cos
π
2

(,0)=F−F, (0, t)=(1, t)=0

1=
∞
∑

n=1

cne−(2n−1)
2π2t cos (2n−1)π2 , cn=2F

∫ 1
0 (1−) cos

(2n−1)π
2 d= 8F

π2(2n−1)2

2=
∞
∑

n=1

Tn(t) cos
(2n−1)π

2 →
¨

T′1+π
2T1=1

T1(0)=0
→ 2=

1
π2
�

1−e−π2t
�

cos π2

 →
t→∞

F+T−F+ 1
π2
cos π2



1

6
¨

t−
�

rr+
r
r

�

=0 , r<1, t>0
(r,0)=0 , (1, t)=1

=1 →
=+

¨

t −
�

rr +
1
rr

�

= 0
(r,0)=−1,(1, t)=0

→
¨ T′ + λT = 0
rR′′+R′+λrR=0
R acotada, R(1)=0

Problema singular visto en 2.2 (y 2.4): λn con J0(
p

λn )=0 , y Rn=
�

J0(
p

λn r)
	

; =
∞
∑

n=1

cne−λnt J0(
p

λn r)

→
∞
∑

n=1

cnJ0(
p

λn r)=−1 , cn=− 2
J2
1
(
p
λn )

∫ 1
0 rJ0(

p

λn r)dr → =1−2
∞
∑

n=1

e−λntp
λn J1(

p
λn )

J0(
p

λn r) ,

pues
∫ 1
0 rJ0(

p

λn r)dr =
1
λn

∫

p
λn

0 sJ0(s)ds =
1p
λn
J1(
p

λn ) , ya que [sJ1]′=sJ0 .

 →
t→∞

1 en todo el círculo, en particular, para un punto situado a 0.5 cm del centro.

7
¨ t−−=0, ∈ (0,3π), t>0
(,0)=1
(0, t)−4(0, t)=(3π, t)=0

T ′−T
T = X′′

X =−λ→
T′ = (−λ)T
�

X′′+λX = 0
X(0)−4X′(0)=X(3π)=0

λ=0 no autovalor. λ>0 :
�

c1 = 4c2
c2[4 cos3π+sen3π]=0

, tn3πn=−4n
�

1=
1
4
�

→ λn=2
n

�

λ1=
1
16
�

, Xn={senn+4n cosn}
�

X1={sen

4+cos


4}
�

.

 = c1 e(−
1
16 )t(sen 

4+cos

4 )+

∞
∑

n=2

cne(−λn)tXn() , con c1=
∫ 3π

0
X1d

∫ 3π

0
X2
1
d
= 4[

p
2+1]

3π+2 .

Si < 1
16 ,  →

t→∞
0 . Si = 1

16 ,  →
t→∞

4[
p
2+1]

3π+2 (sen 
4+cos


4 ) . Si > 1

16 ,  →
t→∞

∞
�

e(−
1
16 )t manda y X1>0

�

.

8 i]
X′′+2X′+λX=0
X(0)=X(1)+X′(1)=0 μ2+2μ+λ=0 , μ=−1±

p
1−λ . En forma S-L queda

�

e2X′
�′+λe2X=0 .

Aunque λ≥0 , hay que discutir λ <,=,> 1 . Llamamos p=
p
1−λ y =

p
λ−1 .

λ<1 : X = c1 e(−1+p) + c2 e(−1−p) , X′ = c1(p−1)e(−1+p) − c2(1+p)e(−1−p) →
c1 + c2 = 0
c1pe−1+p−c2pe−1−p=0

�

→ c1pe−1[ep+e−p] = 0→ c1=c2=0 no autovalor.

λ=1 : X=[c1+c2]e− , X′=[c2−c1−c2]e− →
c1 = 0
c2 = 0

o

→ X≡0 . λ=1 no autovalor.

λ>1 : X=[c1 cos+c2 sen]e−
X(0)=0
−→ c1=0 → X(1)+X′(1)=c2

�

 cos
�

e− →

n=
(2n−1)π

2 , n=1,2, . . . → λn=1+2
n
, Xn=

�

e− senn
	

.

ii]

¨

t−−2 = 0 , ∈ (0,1) , t>0
(,0)=e−, (0, t)=(1, t)+(1, t)=0

=XT → X′′+2X′
X = T ′

T =−λ →

�

X′′+2X′+λX=0 ↑

X(0)=X(1)+X′(1)=0
y

T′+λT=0
λ=λn−→ Tn=

�

e−λnt
	

→ (, t) =
∞
∑

n=1

cn e−λnt e− senn → (,0) =
∞
∑

n=1

cn e− senn = e− →

1=
∞
∑

n=1

cn sen
(2n−1)π

2 , cn=2
∫ 1
0 sen

(2n−1)π
2 d= 4

π(2n−1) ,  = 4
π

∞
∑

n=1

e−−t−(2n−1)
2π2 t/4

2n−1 sen (2n−1)π2 .

Sin simplificar el e− : e− =
∞
∑

n=1

cnXn() → cn =
〈e−, Xn〉
〈Xn , Xn〉 = 2

∫ 1
0 e

2
peso

e− e− sen (2n−1)π2 d ,

pues 〈Xn , Xn〉 = 2
∫ 1
0 e

2
peso

e−2 sen2 (2n−1)π2 d = 1
2 .

=ept+q → t−−(2q+2)+(p−q2−2q) = 0 → q=p=−1 lleva al calor. Así pues:

=et+
�

=(+)et+
�

→
�

t− = 0
(,0)=1,(0, t)=(1, t)=0

→ Xn=
�

senn
	

, Tn=
�

e−
2
n
t	 .

∑

cnTnXn lleva al desarrollo de antes y haciendo =e−t− llegamos a la solución de arriba.



9 i]
X′′ + λX = 0
X(0)=X(1)−X′(1)=0 Como ββ′<0 el problema puede tener autovalores negativos:

p
th p

0

p
1λ<0 ,

p
−λ =p→ X = c1ep+c2e−p

X′=p(c1ep−c2e−p)
→ c1+c2=0 ↘

c1
�

(ep−e−p)− p(ep+e−p)
�

=0

→ c1=c2=0 , pues p 6= ep−e−p
ep+e−p = thp , si p>0

�

th′(0)=1
�

.

w

tan w

0

w

!
w1 w2

λ=0→ X = c1+c2
X′=c2

→ c1=0
c1+c2−c2=c1=0

→ λ=0 autovalor, X0={} .

λ>0 ,
p
λ =→ X=c1 cos+c2 sen→

c1=0 ↘
c2[sen− cos]=0

→ infinitos n con tnn=n → λn=2
n

, Xn={senn} .

Todas las Xn deben ser ortogonales. En particular:
∫ 1
0  sennd = −  cosn

n

�1
0 +

∫ 1
0
cosn
n

d = senn−n cosn

2
n

= 0 .

ii]

¨

t−+2 = 2 , ∈ (0,1) , t>0
(,0)=1− , (0, t)=(1, t)−(1, t)=1

Para hacer las condiciones de contorno homogéneas
necesitamos una  que las cumpla.

A simple vista: =1
=−1−→

n t−+2 = 0
(,0)=− , (0, t)=(1, t)−(1, t)=0

=XT → XT′−X′′T+2XT=0 → X′′

X =
T ′

T +2=−λ →
�

X′′+λX = 0
X(0)=X(1)−X′(1)=0 y T′+(λ+2)T = 0 .

Las autofunciones del problema en  son las de arriba: {} y {senn} . Probamos entonces:

(, t) = c0 e−2t+
∞
∑

n=1

cn e
−
�

2
n
+2
�

t senn → (,0) = c0+
∞
∑

n=0

cn senn = −

→ c0=−1 y los demás cn son cero. Así pues, (, t) = 1− e−2t .

[Para estas condiciones de contorno ‘no físicas’ no sabemos probar la unicidad (ni para el calor ni para esta ecuación
similar), con lo que tal vez (o tal vez no) pudieran existir otras soluciones no calculables por separación de variables].

10
¨ tt−=0, ∈[0, π], t∈R
(,0) = t(,0) = 0
(0, t)=sent, (π, t)=0

=(1− 
π ) sent →

=+∗

¨ ∗
tt
−∗


=2(1− 

π ) sent
∗(,0)=0, ∗

t
(,0)=−(1− 

π )
∗(0, t)=∗(π, t)=0

∞
∑

n=1

Tn(t) senn , 1− 
π =

∞
∑

n=1

2
nπ senn→

n T′′
n
+n2Tn=

22

nπ sent→ Tn=c1 cosnt+c2 sennt+Tnp
Tn(0)=0, T′n(0)=−

2
nπ

Si 2 6=n2, Tnp=A sent ∀n . Si 2=n2 , una Tnp debe engordarse con una t⇒  no acotada.

11 ttt−4t3−t = 0 a] B2−4AC=16t4 , hiperbólica. d
dt =

±4t2
2t → ±t2=C .

�

ξ=+t2

η=−t2 →
¨  = ξξ + 2ξη + ηη
t = 2t[ξ−η]
tt=4t2[ξξ−2ξη+ηη]+2[ξ−η]

→ ξη=0 , =p(+t2)+q(−t2)

�

p(+1)+q(−1)= → p′(+1)+q′(−1)=1
2p′(+1)−2q′(−1)=2→ p′(+1)−q′(−1)= → p′(+1)= +1

2
=+1−→ p′()= 

2 → p()= 2

4 +K .

q(−1)=−p(+1) = −(−1)
2

4 −K → q()=− 2

4 −K →  = (+t2)2

4 − (−t)
2

4 = t2 [única].

b] X′′

X =
tT′′−T′
4t3T

=−λ →
¨

X′′+λX = 0
tT′′−T′+4λt3T=0

λ=0−→
X′′=0 → X = c1+c2
tT′′−T′=0 → T=k1+k2t2

→ {1}, {}, {t2}, {t2} .



Soluciones de problemas 3 (L y 3) de EDII(r) (2011)

1 a)
Δ=2 cos2y, (, y)∈ (0, π)×(0, π)
(π, y)=5+cosy
(0, y)=y(,0)=y(, π)=0

Y′′+λY=0 , Y′(0)=Y′(π)=0→ Yn={cosny} , n=0,1, . . .

→  = X0()+
∞
∑

n=1

Xn() cosny →

X′′0 +
∞
∑

n=1

[X′′
n
−n2Xn] cosny = + cos2y , Xn(0)=0 , X0(π)+

∞
∑

n=1

Xn(π) cosny = 5+cosy →
(

X′′0 =
�

X0=
3

6 +c1+c2
�

X0(0)=0, X0(π)=5
,

¨

X′′1 −X1=0
�

X1=c1e+c2e−
�

X1(0)=0, X1(π)=1
,

¨

X′′2 −4X2=
�

X2=c1e2+c2e−2− 
4
�

X2(0)=X2(π)=0

→ (, y) = 3

6 +
5
π −

π2
6 +

sh
shπ cosy+

� π sh2
4 sh2π−


4
�

cos2y .

b)
Δ=y cos, (, y)∈ (0, π)×(0,1)
(0, y)=(π, y)=y(,0)=y(,1)=0

=
∞
∑

n=0

Yn(y) cosn→
Y′′1 − Y1 = y
Y′1(0)=Y

′
1(1)=0

→ Y1=
ey−e1−y
1+e −y

Como es de Neumann aparece (al resolver Y′′0 =0+ c.c. ) una C arbitraria: =C+
�ey−e1−y

1+e −y
�

cos

c)
Δ = −1, (, y)∈ (0, π)×(0, π)
 = 0 en =0, =π, y=0, y=π

Convirtiéndolo en homogéneo con una () que cumpla las c.c.:

=−1 , =c1+c2− 2

2
(0)=(π)=0

→ = 1
2(π−) , =− →

¨

Δ=0, (0, y)=(π, y)=0
(,0)=(, π)= 1

2(− π)
Resolviendo se llega
(dice Weimberger) a: = 1

2(π−)+
4
π

∞
∑

k=1

ch[(2k−1)(y− π
2 )]

(2k−1)3 ch[(2k−1) π2 ]
sen(2k−1)

O bien: =
∞
∑

k=1

Yn(y) senn→ Y′′
n
−n2Yn=− 2π

∫ π

0 sennd , Yn=c1eny+c2e−ny− 2[(−1)
n−1]

πn3
→

Yn(0)=Yn(π)=0

= 2
π

∞
∑

n=1

(−1)n−1
n3

� (1−e−nπ)en−(1−enπ)e−n
enπ−e−nπ − 1

�

senn (ambas series deben poder hacerse coincidir).

d)
Δ = r2 cos3θ , r<2,0<θ< π

6
(2, θ)=θ(r,0)=

�

r, π6
�

=0

¨

Θ′′+λΘ=0
Θ′(0)=Θ

�π
6
�

=0
→

λn=9(2n−1)2, n=1,2, . . .
Θn=

�

cos3(2n−1)θ
	

�

y r2R′′+rR′−λR=0
�

.

Probamos: (r, θ) =
∞
∑

n=1

Rn(r) cos3(2n−1)θ →
∞
∑

n=1

h

R′′
n
+ 1

r R
′
n
− 9(2n−1)

2

r2
Rn
i

cos3(2n−1)θ = r2 cos3θ →
¨

r2R′′1 +rR
′
1−9R1=r

4

R1 acotada en 0 , R1(2)=0
Rp=Ar4
−→ R1=c1r3+c2r−3+

1
7 r
4 c.c.−→ R1=

1
7
�

r4−2r3
�

, (r, θ) = 1
7
�

r4−2r3
�

cos3θ .

e)
Δ = r2 cos2θ , 1<r<2
(1, θ)=(2, θ)=0

Θ′′+λΘ=0 y 2π-periódica → Θn={cosnθ, sennθ} ,

n=0,1, . . .→ =0(r)+
∞
∑

n=1

[n(r) cosnθ+ bn(r) sennθ] →

′′0 +
1
r 
′
0+

∞
∑

n=1

h

�

′′
n
+ 1

r 
′
n
− n2

r2
n
�

cosnθ+
�

b′′
n
+ 1

r b
′
n
− n2

r2
bn
�

sennθ
i

= r2 cos2θ

De los datos de contorno: n(1)=n(2)=bn(1)=bn(2)=0 ∀n . El único problema con solución no trivial:
¨

r2′′2 +r
′
2−42=r

4

2(1)=2(2)=0

2p=Ar4
−→ 2=c1r2+c2r−2+

1
12 r

4 c.c.−→ c1+c1+
1
12 = 0

4c1+
1
4 c2+

4
3 =0

→ =
h

r4

12−
7r2
20 +

4
15r2

i

cos2θ .

h

Más largo es hallar 2p con la fvc:
�

�

�

�

r2 r−2

2r −2r−3

�

�

�

�

=− 4r , 2p =r−2
∫

r4

−4/ r − r
2
∫ 1
−4/ r = −

r4

24 +
r4

8 =
r4

12

i

.

f)
rr+

r
r +

θθ
r2
=cosθ, 1<r<2

r(1, θ)=0, r(2, θ)=cos2θ

Θ′′+λΘ=0 y 2π-periódica → Θn={cosnθ, sennθ} ,

n=0,1, . . .→ =0(r)+
∞
∑

n=1

[n(r) cosnθ+ bn(r) sennθ]
(

′′0 +
′
0
r =0 [0=c1+c2 ln r ]

′0(1)=
′
0(2)=0

,

(

′′1 +
′
1
r −

1
r2
=1 [1p=Ar2 ]

′1(1)=
′
1(2)=0

,

(

′′2 +
′
2
r −

42
r2
=0 [2=c1r2+c2r−2 ]

′2(1)=0, 
′
2(2)=1

(y n≥3, bn≡0 ) →  = C+
� r2

3 −
14r
9 −

8
9r
�

cosθ+
�4r2
15 −

4
15r2

�

cos2θ (era de Neumann).

g)
Δ=r , r<2,0<θ<π
θ(r,0)=θ(r, π)=0
(2, θ)=3

Θ′′+λΘ=0 , Θ′(0)=Θ′(π)=0→ Θn={cosnθ} , n=0,1, . . .→

=R0(r)+
∞
∑

n=1

Rn(r) cosnθ→
R′′0 +

1
r R
′
0 = r

R0(2)=3, R0 acotada
(Rn≥1≡0 ).

R0 =
r3

9 + c1 + c2 ln r
R0 c.→ R0 =

r3

9 + c1
R0(2)=3→  = r3

9 +
19
r

[Se podía haber buscado directamente una (r)
pues θ≡0 y los datos no dependen de θ ].

h)
Δ = 0, 1<r<2, 0 <θ< π

4
(1, θ)=0, r(2, θ)=senθ
(r,0)=(r, π4 )−θ(r,

π
4 )=0

Θ′′+λΘ=0 , Θ′(0)=Θ( π4 )−Θ
′( π4 )=0 →

λn=2
n

, con tn πn

4 =n , Θn={sennθ}.
Casualmente es λ1=1 y Θ1={senθ} .

r2R′′+rR′−λnR = 0→ R=c1rn+c2r−n
R(1)=0
→ Rn={rn−r−n} .

=
∞
∑

n=1

cnRn(r) sennθ
r (2,θ)=senθ→ (r, θ) = 4

5
�

r − 1
r

�

senθ .



2
¨ +yy+6=0 en (0, π)×(0, π)
y(,0)=0 , y(, π)=0
(0, y)=0 , (π, y)=2cos22y

=XY → X′′+6X′
X =− Y ′′

Y =λ→
�

Y′′+λY=0 , Y′(0)=Y′(π)=0
X′′+6X′−λX=0 , X′(0)=0

→ λn=n2 , Yn={cosny} n=0,1, ...→ X′′+6X′−n2X=0 , X=c1e
�p

9+n2−3
�

 + c2e−
�p

9+n2+3
�

 −→
X′(0)=0

X0={1} ; Xn=
n

�

p

9+n2 +3
�

e
�p

9+n2−3
�

 +
�

p

9+n2 −3
�

e−
�p

9+n2+3
�


o

, n≥1 .

 =
∞
∑

n=0

cnXn() cosny→ (π, y) =
∞
∑

n=0

cnXn(π) cosny=1+cos4y→ c0=1 , c4=
1

4(π)
y los demás cero

→  = 1+ 4e2+e−8

4e2π+e−8π
cos4y

3
¨ +yy−9 = 0 en (0, π)×(0, π)
(0, y)=(π, y)=0
y(,0)=0 , y(, π)= ƒ ()

(, y)=X()Y(y)→ X′′

X =
9Y−Y ′′

Y =−λ→
¨

X′′+λX=0 , X′(0)=X′(π)=0 → λn=
↓
n2, Xn={cosn} , n=0,1, ...

Y′′−(λ+9)Y=0 , Y′(0)=0 Yn=
�

ch
p
n2+9y

	

, n=0,1, ...

(, y) =
∞
∑

n=0

cn ch
p
n2+9y cosn → y(, π) =

∞
∑

n=0

p
n2+9 cn sh

p
n2+9y cosn = ƒ () = o

2 +
∞
∑

n=0

n cosn →

c0=
1

π sh
p
3π

∫ π

0 ƒ ()d , cn=
2

π sh
p
9+n2 π

∫ π

0 ƒ () cosnd .

Si ƒ () = cos4 es c4
p
25 sh

p
25π = 1 y los demás cero →  = ch5y

5sh5π cos4

La solución es única. Diferencia de soluciones =1−2 satisface el problema con todo 0 y por tanto:
∫∫

D
Δ =

∮

∂D
n −

∫∫

D
‖∇‖2 =

∫∫

D
92 ⇒

∫∫

D

h

92+‖∇‖2
i

=0
�

n=0 en ∂D
�

⇒ ≡0 .
�

O lo que es lo mismo:
∫ π

0

∫ π

0 (+yy) =
∫ π

0

�


�π
0dy+

∫ π

0

�

y
�π
0d−

∫ π

0

∫ π

0 (
2

+2

y
) = 9

∫ π

0

∫ π

0 
2 · · ·

�

.

4
�

Δ = 0 , r<1
(1, θ) = ƒ (θ) con ƒ (θ)=

�

1, 0≤θ≤π
0, π<θ<2π

El principio del máximo
ya da la cota superior: 0≤ ≤1 .

Necesitamos la solución para la otra. Lo más corto es utilizar la fórmula de Poisson:

(r, θ)= R2−r2
2π

∫ 2π
0

ƒ (ϕ)dϕ
R2−2Rr cos(θ−ϕ)+r2 → ( 12 ,

π
2 )=

3
8π

∫ π

0
dϕ

5
4−cos(

π
2−ϕ)

= 3
2π

∫ π

0
dϕ

5−4sinϕ ≡ 

s = tn ϕ
2 →  = 3

5π

∫∞
0

ds

2− 8
5 s+1

= 1
π

∫∞
0

5/3ds

1+( 5−43 )
2 =

1
2+

1
π rctn

4
3 >

1
2+

1
4 >

3
2 .

�

Acotar el integrando 1
5 ≤

1
5−4sinϕ ≤1→

3
10 ≤ ≤

3
2 no basta, pero era un buen intento

�

.

Con la serie de 3.2 es más largo: =
o

2
+

∞
∑

n=1

rn
�

n cosnθ+bn sennθ
�

= · · ·=
1

2
+
2

π

∞
∑

n=1

r2n−1

2n−1 sen(2n−1)θ

→  = 1
2+

2
π

�1
2−

1
3
1
23 +

1
5
1
25 −· · ·

�

> 1
2+

1
π

�

1− 1
12
�

> 1
2+

11
48 =

35
48 >

2
3
�

= 1
2+

2
π rctn

1
2

otro valor
exacto de 

�

.

5
¨

rr+
r
r +

θθ
r2
=cos2θ , r<1, 0<θ<π

r(1, θ)=, θ(r,0)=θ(r, π)=0

Neumann. Para que tenga solución
∫ π

0

∫ 1
0 r cos

2θdr dθ=
∫ π

0 dθ ⇔ = 1
4 .

 =
∞
∑

n=0

Rn(r) cosnθ → r2R′′0 +rR0=
r2

2

R0 acot.
−→

R′
0
(1) = 1/4

R0=C+
r2

8 , r2R′′2 +rR
′
2−4R2=

r2

2

R2 acot.
−→

R′
2
(1) = 0

R2=
r2

8 ln r−
r2

16

y las demás Rn≡0 .  = C+ r2

8 + r
2
�

ln r
8 −

1
16

�

cos2θ .

6 a] r2y′′+ ry′− y = r2
y′(1)+y(1)=y(2)=0 r2y′′+ ry′−y=0→ y=c1r+

c2
r →datos

c1−c2+c1+c2=0 c1[5−3]=0
2c1+

c2
2 =0→ c2=−4c1 ↗

⇒

Si  6= 5
3 el no homogéneo tiene solución única (el homogéneo tiene sólo la y≡0 ).

Si = 5
3 el homogéneo tiene ∞: yh=

�

r− 4r
	

y el no homogéneo cero: (ry′)′− y
r =r →

∫ 2
1

�

r− 4r
�

rdr=− 53 6=0 .

�

Directamente: y=c1r+
c2
r +

r2

3 →
c1−c2+ 2

3+
5
3 c1+

5
3 c2+

5
9 =

8
3 c1+

2
3 c2+

11
9 = 0 → 4c1+c2 = − 116

2c1 +
c2
2 +

4
3 = 0 → 4c1+c2 = − 83

«

Imposible
�

.

b]
�

Δ=senθ, 1<r<2
r(1, θ)=(2, θ)=0

Las autofunciones de
Θ′′+λΘ = 0
Θ 2π-periódica llevan a probar:

=0(r)+
∞
∑

n=1

[n(r) cosnθ+bn(r) sennθ]→
r′′

0
+′

0
r +

∞
∑

n=1

h r2′′
n
+r′

n
−n2n

r2
cosnθ+

r2b′′
n
+rb′

n
−n2bn

r2
sennθ

i

=senθ .

Datos de contorno → ′
n
(1)=b′

n
(1)=0 , n(2)=bn(2)=0 → n, bn 6=1≡0 (es solución y hay unicidad).

Además: r2b′′1 +rb
′
1−b1=r

2 con b′1(1)=b1(2)=0 . Ecuación resuelta arriba. Imponiendo los datos:

c1−c2+ 2
3 = 0 → c2 = c1+

2
3 ↓ c2=0

2c1+
c2
2 +

4
3 = 0

5
2 c1+

5
3 = 0 , c1=−

2
3
↑ →  = r2−2r

3 senθ .



7
¨ Δ = 0 , r<1, θ∈ (0, π)
(1, θ)+2r(1, θ)=4sen

3θ
2

(r,0)=θ(r, π)=0

�

Θ′′+λΘ = 0
Θ(0)=Θ′(π)=0 → λn=

(2n−1)2
4 , Θn=

�

sen 2n−12 θ
	

, n=1,2, . . . →

r2R′′+rR−λnR=0→ R=c1rn−
1
2 +c2r−n+

1
2
R acotada en 0−→ Rn =

�

rn−
1
2
	

.

→ (r, θ) =
∞
∑

n=1

cn r
n− 1

2 sen 2n−12 θ , r(r, θ) =
∞
∑

n=1

cn(n− 12 )r
n− 3

2 sen 2n−12 θ
dato que falta
−→

∞
∑

n=1

cn
�

1+2n−1
�

sen 2n−12 θ = 4sen 3θ2 → c2=1 y todos los demás cn=0→  = r3/2 sen 3θ2

Si (1, θ)−2r(1, θ)=4sen 3θ2 todo igual hasta:
∞
∑

n=1

2cn
�

1−n
�

sen 2n−12 θ = 4sen 3θ2 →
c2=−2 , c1 cualquiera

y los demás cn=0 .

Hay infinitas soluciones de la forma  = C r1/2 sen θ
2 − 2 r

3/2 sen 3θ2
[En este caso, la fórmula de Green

no permitía probar la unicidad].

8
¨

rr+
r
r +

θθ
r2
+ 4 = 0 , r<1 , 0<θ<π

(1, θ)=sen θ
2 , (r,0)=θ(r, π)=0

=RΘ→ R′′Θ+ R′Θ
r +

RΘ′′

r2
+4RΘ=0→ r2R′′

R + rR′

R +4r
2=−Θ

′′

Θ =λ

→
�

Θ′′+λΘ=0
Θ(0)=Θ′(π)=0 → λn=

(2n−1)2
4 , Θn=

�

sen 2n−12 θ
	

, n=1,2, . . . y r2R′′+rR′+(4r2−λ)R=0 .

Esta ecuación se parece mucho a Bessel. Para quitar el 4 que sobra, como se hace habitualmente:

s=
p
4 r=2r → R′=2 dRds , R

′′=4 d
2R
ds2
→ s2 d

2R
ds2
+s dRds +(s

2−λ)R=0 ,

que para los λn de arriba es Bessel con p=n− 12 , cuyas soluciones acotadas en r=0 son las
�

Jn− 1
2
(s)
	

=
�

Jn− 1
2
(2r)

	

=Rn (todas se pueden escribir en términos de funciones elementales).

Probamos pues:  =
∞
∑

n=1

cn Jn− 1
2
(2r) sen 2n−12 θ , a la que sólo le falta satisfacer:

∞
∑

n=1

cn Jn− 1
2
(2) sen 2n−12 θ = sen θ

2 → c1=
1

J 1
2
(2) y los demás cn=0 →  = 1

J 1
2
(2) J 12

(2r) sen θ
2 .

Podemos escribir la solución anterior en términos de funciones elementales. Como (salvo constante)

J 1
2
(2r)= sen2rp

2r

� cos2rp
2r

no está acotada en r=0
�

y J 1
2
(2)= sen2p

2
, (r, θ) = sen2r

sen2
p
r
sen θ

2

9
¨

rr+
1
r r+

1
r2
θθ =

2senθ
1+r2

(1, θ)=1 ,  acotada

Separando variables en la homogénea: Θ′′+λΘ=0 y r2R′′+rR′−λR=0 .
Las autofunciones son Θn=

�

cosnθ, sennθ
	

, n=0,1, . . . [Θ 2π-periódica].



Probamos en ambos casos: (r, θ) = 0(r)+
∞
∑

n=1

�

n(r) cosnθ+bn(r) sennθ
�

→

′′0 +
1
r 
′
0+

∞
∑

n=1

h

�

′′
n
+ 1

r 
′
n
− n2

r2
n
�

cosnθ+
�

b′′
n
+ 1

r b
′
n
− n2

r2
bn
�

sennθ
i

= 2
1+r2 senθ →

r2′′0 +r
′
0=0 ; r2′′

n
+r′

n
−n2n=0 , n≥1 ; r2b′′1 +rb

′
1−b1=

2r2

1+r2 ; r2b′′
n
+rb′

n
−n2bn=0 , n≥2 .

(1, θ)=1 ⇒ 0(1)=1 y que las demás se anulan en 1 . Sólo tendrán solución no trivial:
�

r2′′0 +r
′
0 = 0

0(1)=1, 0 acotada
→ 0 = c1+c2 ln r

c.c.−→ 0 = 1 , para i] y para ii].

�

r2b′′1 +rb
′
1−b1 =

2r2

1+r2

b1(1)=0, b1 acotada
→ b1 = c1r + c2r−1 + b1p . Necesitamos la fvc para la particular:

�

�

�

�

r r−1

1 −r−2

�

�

�

�

=−2r−1 , ƒ (r)= 2
1+r2 , b1p = −r−1

∫ r2+1−1
1+r2 + r

∫ 1
1+r2 =

�

r+ 1
r

�

rctn r−1 .

No es trivial imponer la condición de acotación. En r<1 , como rctn r
r

r→0−→ 1 , debe ser c2=0 .

Imponiendo la otra: c1+2rctn1−1 = 0 → b1 =
�

1− π
2
�

r +
�

r+ 1
r

�

rctn r−1 , para i].

En el infinito b1p∼ π
2 r−1 . Para que b1 pueda estar acotada debemos tomar c1=− π

2 . Además:

− π
2+c2+

π
2−1=0 → b1 =

1
r −

π
2 r +

�

r+ 1
r

�

rctn r−1 , para ii].
h

rctn r−π/2
1/ r −→

r→∞
−1
i

.

i]  = 1+
h

r− π
2 r +

�

r+ 1
r

�

rctn r−1
i

senθ ; ii]  = 1+
h

1
r −

π
2 r +

�

r+ 1
r

�

rctn r−1
i

senθ .

10
�

Δ = r cos2θ , r < 1
(1, θ)=0 , 0≤θ<2π Con la fórmula obtenida a través de la función de Green en los apuntes:

(r, θ)= 1
4π

∫ 1
0

∫ 2π
0 σ ln

��

σ2+r2−2rσ cos(θ−ϕ)
�

−ln
�

1+r2σ2−2rσ cos(θ−ϕ)
��

σ cos2ϕdϕdσ →

(0,0)= 1
4π

∫ 1
0

∫ 2π
0 2σ2 lnσ cos2ϕdϕdσ = 1

2

∫ 1
0 σ

2 lnσ dσ = − 1
18

[Más largo: =0(r)+
∞
∑

n=1

[n(r)cosnθ+bn(r)sennθ]→
′′0 +

′
0
r =

r
2

′′2 +
′
2
r −

4′
2

r2
= r
2

n(1)=0−→
acotado



↖ r=0

= r3−1
18 +

r3−r2
10 cos2θ ].



11 Δ = 0 , r<3
r(3, θ)+(3, θ)=sen2θ

La serie de los apuntes satisface todo excepto el nuevo dato inicial:

(r, θ)=
∞
∑

n=0

nrnPn(cosθ) → r(3, θ)+(3, θ)=
∞
∑

n=0

3n−1(n+3)n Pn(cosθ)=sen2θ

→ n=
2n+1

3n−12(n+3)

∫ π

0 sen
2θPn(cosθ) senθdθ =

2n+1
3n−12(n+3)

∫ 1
−1
�

1−t2
�

Pn(t)dt .

Para calcular los n una posibilidad (la más larga y general) es hacer un par de integrales:

0 =
1
2

∫ 1
−1
�

1−t2
�

dt = 2
3 , 2 =

1
6

∫ 1
−1
�

1−t2
��3
2 t
2− 12

�

dt = 1
3

∫ 1
0

�

− 1
2+2t

2− 32 t
4�dt = − 2

45 .

Los demás n=0 pues
∫ 1
−1=0 si n impar, y para desarrollar un Qk bastan los k primeros Pn .

Pero para esta ƒ (θ) mejor tanteamos: 1−cos2θ = − 23
�3
2 cos

2θ− 12
�

P2(cosθ)
+ 2
3 · 1
P0(cosθ)

→ 0=
2
3 , 152=− 23 .

Por tanto,  = 2
3 −

2
45 r

2�3
2 cos

2θ− 12
�

= 2
3 +

1
45 r

2 − 1
15 r

2 cos2θ = 2
3 +

1
45

�

2+y2−2z2
�

.

12
(

rr+
2r
r +

θθ
r2
+ cosθθ

r2 senθ = 0 , r<1, 0<θ<
π
2

r(1, θ)= ƒ (θ) , θ(r,
π
2 )=0

Como en apuntes hasta nuevo problema de contorno:
�

[1−t2]Θ′′− 2tΘ′+ λΘ = 0
Θ′(0)=0 , Θ acotada en 1

→ λn=2n(2n+1) , Θn={P2n(cosθ)}
[Legendre

pares] ,  = 0+
∞
∑

n=1

2nr2nP2n(cosθ)→

∞
∑

n=1

2n2nP2n(cosθ)= ƒ (θ)→ 0 indet. y 2n=
4n+1
2n

∫ π/2
0 P2n(cosθ)ƒ (θ) senθdθ

h

2
∫ 1
0 P

2
2n=

2
4n+1

i

,

siempre que el primer término del desarrollo de ƒ sea 0 :
∫ π/2
0 ƒ (θ) senθdθ = 0 .

Si ƒ (θ)=cos2θ− ,
∫ 1
0 (t

2−)dt=0 → = 1
3 .

cos2θ− 13 = 22
�

3cos2θ−1
2

�

+ 44P4(cosθ) + · · · →  = C+ r2

2 cos
2θ− r2

6 .

13 Problemas exteriores resueltos en los apuntes.

Plano Espacio

(r, θ)= 0
2 +

∞
∑

n=1

r−n[n cosnθ+bn sennθ] (r, θ)= 0
r +

∞
∑

n=1

n r−(n+1)Pn(cosθ)

n =
Rn

π

∫ 2π
0 ƒ (θ) cosnθdθ , n=0,1, . . .

bn =
Rn

π

∫ 2π
0 ƒ (θ) sennθdθ , n=1,2, . . .

n=
(2n+1)Rn+1

2

∫ π

0 ƒ (θ)Pn(cosθ) senθdθ

ƒ (θ)=cos3θ

0
2 +

∞
∑

n=1

[ nRn cosnθ+
bn
Rn sennθ]=

cos3θ
4 + 3cosθ

4 n=
(2n+1)Rn+1

2

∫ 1
−1 t

3Pn(t)dt

→  = 3R
4r cosθ+

R3

4r3 cos3θ 1 = 3R2
∫ 1
0 t

4dt = 3R2
5

3 = 7R4
∫ 1
0

�5t6
2 −

3t4
2
�

dt = 2R4
5

→  = 3R2

5r2 cosθ+
2R4

5r4
�5
2 cos

3θ− 32 cosθ
�

[O tanteando, como en el plano].

15 En los apuntes los tenemos escritos en esféricas:

Y00 = {P0} = {1} .

rY01 = {rP1} = {r cosθ} = {z} .

rY11 =
�

rP11 cosϕ, rP
1
1 senϕ

	

= {r senθ cosϕ, r senθ senϕ} = { , y} .

r2Y02 =
�

r2P2
	

=
�1
2 [3r

2 cos2θ−r2]
	

=
�

z2− 12 (
2+y2)

	

.

r2Y12 =
�

3r2 senθ cosθ cosϕ,3r2 senθ cosθ senϕ
	

= {3z , 3yz} .

r2Y22 ==
�

3r2 sen2θ cos2ϕ,3r2 sen2θ sen2ϕ
	

=
�

3[2−y2] , 6y
	

.
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t−Δ=0, (, y)∈ (0, π)×(0, π), t>0
(, y,0) = 1+cos cos2y
(0, y, t)=(π, y, t)=0
y(,0, t)=y(, π, t)=0

=XYT →























X′′+λX = 0
X′(0)=X′(π)=0

�

Xn={cosn}

Y ′′+μY = 0
Y ′(0)=Y ′(π)=0

�

Yn={cosmy}

T ′+(λ+μ)T=0, Tnm=
n

e−(n
2+m2)t

o

, n,m=0,1, . . .

= 00
4 +

∞
∑

n=1

n0
2 e

−n2t cosn+
∞
∑

m=1

0m
2 e−m

2t cosmy+
∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

nme−(n
2+m2)t cosn cosmy

�

�

t=0=1+cos cos2y

(, y, t) = 1+ e−5t cos cos2y
t→∞→ 1 , valor medio de las temperaturas iniciales.







tt−Δ = 0 , (, y)∈ (0, π)×(0, π), t∈R
(, y,0)=0 , t(, y,0)=sen3 sen22y
(0, y, t)=(π, y, t)=0
y(,0, t)=y(, π, t)=0

=XYT →



















X′′+λX = 0
X(0)=X(π)=0

�

Xn={senn}, n=1,2, · · ·

Y′′+μY = 0
Y′(0)=Y′(π)=0

�

Yn={cosmy}, m=1,2, · · ·

T′′+(λ+μ)T=0, T(0)=0, Tnm={sen
p
n2+m2 t}

=
∞
∑

n=1

∞
∑

m=0

cnm sen
p
n2+m2 t senn cosmy , t(, y,0)=

∞
∑

n=1

∞
∑

m=0

cnm
p
n2+m2 senn cosmy= 1−cos4y

2 sen3

→ c30
p
9 = 1

2
c34
p
25 =− 12

[los demás
cnm = 0 ] → (, y, t) = 1

6 sen3t sen3−
1
10 sen5t sen3 cos4y

¨

Δ=z , 2+y2+z2<1
=z3 si 2+y2+z2=1

(P1)
�

Δ=0 , r<1
(1, θ)=cos3θ

apuntes
−→ 1=

∞
∑

n=0

nrnPn(cosθ) →

1(1, θ) =
2
5
�5
2 cos

3θ− 32 cosθ
�

+ 3
5 cosθ → 1 =

3r
5 cosθ+

r3

5
�

5cos3θ−3cosθ
�

= 3z+2z3−32z−3y2z
5 .

�

sen2θP′′
n
−2cosθP′

n
=
↓
n(n+1)Pn

�

(P2)

¨

rr+
2r
r +

θθ
r2
+ cosθθ

r2 senθ =r cosθ
(1, θ)=0

→ 2=
∞
∑

n=0

n(r)Pn(cosθ)→
∞
∑

n=0

�

′′
n
+
2′

n
r −

n(n+1)n
r2

�

Pn(cosθ)=r cosθ

→ r2′′1 +2r
′
1−21=r

3 → 1=c1r+
c2
r2
+ r3

10
1 acot.−→
1(1)=0

1=
r3−r
10 → 2 =

r3−r
10 cosθ = z3+2z+y2z−z

10 .

 = 1+2 =
1
2 r cosθ

�

1−r2+2r2 cos2θ
�

= 1
2 z
�

1−2−y2+z2
�

¨

Δ=0 , 2+y2+z2<1

=3 si 2+y2+z2=1

¨

Δ=0 , r<1

|r=1=sen3θ cos3ϕ
P3=

5
2 t
3− 32 t ,

P′3=
3
2 [5t

2−1] , P13=
3
2 senθ[5cos

2θ−1]

P′′′3 =15 , P
3
3=15sen

3θ

1
4 sen

3θ cos3ϕ+ 3
4 sen

3θ cosϕ = 1
4 sen

3θ cos3ϕ− 3
20 senθ[5cos

2θ−1] cosϕ+ 3
5 senθ cosϕ →

 = r3

4 sen
3θ cos3ϕ− 3r3

20 senθ [5cos
2θ−1] cosϕ+ 3r

5 senθ cosϕ =
1
5 
�

3+22−3y2−3z2
�







t − Δ = 0, 1<r<2, 0<z<1, t>0
(r, θ,0)= senπz
(1, z, t) = (2, z, t) = 0
(r,0, t) = (r,1, t) = 0

=RZT →



















Z′′+μZ = 0
Z(0)=Z(1)=0

�

Zn={sennπz}

rR′′+R′′+λrR = 0
R(1)=R(2)=0

�

T′+(λ+μ)T=0

Haciendo t = r
p
λ en la ecuación de R se transforma en la de Bessel de orden cero: (tR′)′+λtR=0 .

→ R = c1J0(t)+c2K0(t) = c1J0(r
p
λ)+c2K0(r

p
λ)

c.c.→
¨

c1J0(
p
λ )+c2K0(

p
λ ) = 0

c1J0(2
p
λ )+c2K0(2

p
λ ) = 0

→

μm=c2m , donde cm son las infinitas raíces de J0(cm)K0(2cm)−J0(2cm)K0(cm) [Problema S-L regular
⇒ existen].

Las autofunciones correspondientes son: Rm(r) = {K0(cm)J0(cmr)−J0(cm)K0(cmr)} .

Tnm =
�

e−(n
2π2+λm)t

	

→ (r, z, t) =
∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

cnm e−(n
2π2+λm)tRm(r) sennπz →

(r, z,0) =
∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

cnm Rm(r) sennπz = senπ ⇔
∞
∑

m=1

c1m Rm(r)=1 → c1m=
〈Rm,1〉
〈Rm,Rm〉 =

∫ 2
1 rRm dr
∫ 2
1 rR

2
m
dr

(r, z, t) = senπz
∞
∑

m=1

c1m e
−(π2+c2

m
)t�K0(cm)J0(cmr)−J0(cm)K0(cmr)

�



soluciones de problemas 4 de EDII(r) (2011)

1 a]
�

tt−4 = e−t , , t ∈ R
(,0)=2, t(,0)=−1

= 1
2
�

(+2t)2+(−2t)2
�

+ 1
4

∫ +2t
−2t ds+

1
4

∫ t

0

∫ +2[t−τ]
−2[t−τ] e

−τ dsdτ

= 2+4t2+ e−t−1 .

Una solución particular que sólo depende de t es: tt= e−t → = e−t . Con =− e−t se tiene:
�

tt− = 0
(,0)=2−1, t(,0)=0

→  = 1
2
�

(+2t)2−1+(−2t)2−1
�

= 2+4t2−1 , como antes.

b]
�

tt−4=16 , , t∈R
(0, t)= t , (0, t)=0

Lo más sencillo es cambiar papeles
de  y t aplicar D’Alembert:

↔t−→
¨

tt− 14=−4 , , t∈R
(,0)= , t(,0)=0

→

 = 1
2
�

(+ t
2 )+(−

t
2 )
�

− 4
∫ t

0

∫ + 1
2 (t−τ)

− 1
2 (t−τ)

dsdτ = − 4
∫ t

0(t−τ)dτ= −2t
2 ↔t−→ = t−22

Podríamos ahorrarnos esta integral doble con una solución  que sólo dependiese de una variable:

′′(t)=−4 , =−2t2 →
=−

¨

tt− 14=0
(,0)= , t(,0)=0

,  = 1
2
�

(+ t
2 )+(−

t
2 )
�

= → =−2t2

′′()=16 , =82 →
=−

¨

tt− 14=0
(,0)=−82,t(,0)=0

, =−4
�

(+ t
2 )
2
+(− t

2 )
2�
=−82−2t2 . . .

Sin atajos:
�

ξ=+2t
η=−2t → ξη=−1→

forma canónica
=p(ξ)+q(η)−ξη=p(+2t)+q(−2t)+4t2−2

�

(0, t)=p(2t)+q(−2t)+4t2= t→ 2p′(2t)−2q′(−2t)=1−8t
(0, t) = p′(2t)+q′(−2t) = 0 → q′(−2t) = −p′(2t) → p′(2t)= 1

4−2t , p
′()= 1

4− , p()=

4−

2

2 +K

→ q(−)= 
2−

2−p() = 
4−

2

2 −K , q()=−

4−

2

2 −K →  = +2t
4 − −2t

4 − (+2t)
2

2 − (−2t)
2

2 + 4t2−2 ↑

2
¨ tt−=0 , ≥0, t∈R
(,0)=0 , t(,0)=cos2
(0, t)= t

Una  evidente que cumple la condición de contorno
no homogénea es = t . Haciendo =− :

¨ tt−=0 , ≥0
t(,0)=cos2−1
(,0)=0 , (0, t)=0

→
¨ tt−=0 , ∈R
(,0)=0
t(,0)=g∗()

,

siendo g∗() la extensión impar respecto a =0 de

g()=cos2−1=− sin2= 1
2 (cos2−1) .

La solución del problema inicial es  = t + 1
2

∫ +t
−t g

∗(s)ds .

a] (π,2π) = 2π+ 1
2

∫ 3π
−π g

∗ =
g∗ impar

2π+ 1
4

∫ 3π
π
(cos2s−1)ds = 3π

2 .

b] Para hallar (,2π) si ≥2π sólo necesitamos la expresión de la g inicial:

(,2π)= 1
2

∫ +2π
−2π g

∗= 1
4

∫ +2π
−2π (cos2s−1)ds =

1
8
�

sen2s
�+2π
−2π−π = −π→ (,2π)=π , ≥2π .

3
¨ tt−4=0 , ∈[0,2], t∈R
(,0)=4−3, t(,0)=0
(0, t) = (2, t) = 0

�

tt−=0 , ∈R
(,0)= ƒ∗(), t(,0)=0

= 1
2 [ƒ

∗(+2t)+ƒ∗(−2t)] .

( 32 ,
3
4 ) =

1
2 [ƒ

∗(3)+ƒ∗(0)] =
4-per.

1
2 ƒ

∗(−1) =
impar

− 12 ƒ
∗(1) = − 32 .

(,2)= 1
2 [ƒ

∗(+4)+ƒ∗(−4)] =
4-per.

1
2 [ƒ

∗()+ƒ∗()] = ƒ () = (,0) .

[Sabíamos que era 2L
c -periódica. Trasladando y sumando sale lo mismo].

Para hallar (,1) necesitamos la expresión de ƒ∗ en más intervalos:

ƒ∗()=−(−2)(+2)= ƒ () si ∈[−2,2]
ƒ∗()=−(−6)(−4)(−2) si ∈[2,6] →

(,1)= 1
2 [ƒ

∗(+2)+ƒ (−2)] = 1
2 [−(−4)(−2)−(−4)(−2)] = −(−4)(−2) .
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tt−=0 , ∈[0,2π] , t∈R

(,0)=
n

2sen , ∈[0,π]
0 , ∈[π,2π] , t(,0)=0

(0, t)=(2π, t)=0

La solución es (, t)= 1
2
�

ƒ∗(+t)+ƒ∗(−t)
�

, con
ƒ∗ extensión impar y 4π-periódica de la ƒ inicial.

Para dibujar (, π) basta trasladar 1
2 ƒ () a la izquierda y

a la derecha π unidades y sumar las gráficas en [0,2π] .
[Sólo queda lo que va a la derecha con la mitad de altura].

Como para ∈[0,2π] siempre +π∈[π,3π] y −π∈[−π,π]
y en todo este intervalo es ƒ∗()=2sen ( sen impar), es:

(, π)= 1
2
�

ƒ∗(+π)+ƒ∗(−π)
�

= 1
2
�

0+2sen(−π)
�

= − sen ∀∈[0,2π] .

=XT →
�

X′′+λX = 0
X(0)=X(2π)=0 → λn=

n2

4 , Xn=
�

sen n
2
	

, n=1,2, . . . y
�

T ′+λT = 0
T ′(0)=0 → Tn=

�

cos nt2
	

.

(, t) =
∞
∑

n=1

cn cos
nt
2 sen

n
2 → (,0) =

∞
∑

n=1

cn sen
n
2 =

n

2sen , ∈[0,π]
0 , ∈[π,2π] →

cn =
2
2π

∫ π

0 2sen sen
n
2 d = 1

π

∫ π

0

h

cos
�n
2−1

�

− cos
�n
2+1

�


i

d =
n 6=2

1
π

h sen( n2−1)π
n
2−1

− sen( n2+1)π
n
2+1

i

= 2
π

h

− sen nπ
2

n−2 +
sen nπ

2
n+2

i

= − 8sen
nπ
2

π(n2−4) =
(

0 , n=2m
8
π

(−1)m

(2m−1)2−4
, n=2m−1 . Además c2=

1
π

∫ π

0 [1−cos2]d=1 .

(, t) = cos t sen+ 8
π

∞
∑

m=1

(−1)m

(2m−1)2−4
cos (2m−1)t2 sen (2m−1)2 → (, π)=− sen , pues

cosπ=−1
cos (2m−1)π2 =0

5
¨ tt−= , ∈[0, π], t∈R
(,0)=, t(,0)=0
(0, t)=0, (π, t)=π

Hay que hacer las condiciones de contorno homogéneas.
Usemos primero la  de la página 60 de los apuntes: = .
Haciendo =+ se obtiene:

¨ tt− =  , ∈[0, π]
(,0)=t(,0)=0
(0, t)=(π, t)=0

→
¨ tt− = F∗() , ∈R
(,0)=0
t(,0)=0

,

con F∗ impar y 2π-periódica. (, t) =
1

2

∫ t

0

∫ +[t−τ]

−[t−τ]
F∗(s, τ)dsdτ

Para hallar 
�π
2 , π

�

, en principio, hay que hacer 3 integrales dobles,

pero como (es F∗ impar respecto a =π ) la integral de F∗ sobre el triángulo oscuro se anula, basta:


�π
2 , π

�

= 1
2

∫ π/2
0

∫ τ+ π
2

τ− π
2
sdsdτ+ 1

2

∫ π
π
2

∫

3π
2 −τ
τ− π

2
sdsdτ= π3

8 → 
�π
2 , π

�

= π
2+

π3

8

Pero mejor se busca una () que cumpla la ecuación y las condiciones de contorno:

=c1+c2− 3

6
c.c.→ =

�

1+ π2

6
�

− 3

6
=+−→

¨

tt−=0 , (,0)=
3−π2

6
t(,0)=(0, t)=(π, t)=0

Extendiendo la última ƒ podemos aplicar D’Alembert (mucho más corto que antes):


�π
2 , π

�

= 1
2

h

ƒ∗
�3π
2
�

+ ƒ∗
�

− π
2
�

i

=
↑
−ƒ
�π
2
�

= π3

16 , 
�π
2
�

= π
2+

π3

16 . . .

impar y 2π-periódica

Por separación de variables es necesario, también, que las condiciones de contorno sean homogéneas.
De los dos problemas para  de arriba es más sencillo el segundo cuya solución, según 3.1, es:

 =
∞
∑

n=1

cn cosnt senn , cn=
2
π

∫ π

0
3−π2

6 senn= 2(−1)n
n3

→ 
�π
2 , π

�

=2
∞
∑

k=0

(−1)k
(2k+1)3 =

π3

32 [ver apuntes].

Para resolver el otro problema (no homogéneo) probamos una serie de autofunciones:

 =
∞
∑

n=1

Tn(t) senn → T′′
n
+ n2Tn = bn =

2
π

∫ π

0  sennd =
2(−1)n+1

n → Tn = c1 cosnt+c2 sennt+
bn
n2

−→
Tn(0)=T ′n(0)=0

Tn=
bn
n3
[1−cosnt] ,  =

∞
∑

n=1

2(−1)n+1
n3

[1−cosnt] senn
�

�

�
�

π
2 ,π
�=

∞
∑

k=0

4(−1)k
(2k+1)3 =

π3

8 .



6
¨ tt−=0 , ∈[0,2], t∈R
(,0)=t(,0)=0
(0, t)= t , (2, t)=0

a] = t(1− 
2 )

=+→
¨ tt−=0 , ∈[0,2]
(,0)=0, t(,0)=


2−1

(0, t)=(2, t)=0
→
¨ tt−=0 , ∈R
(,0)=0
t(,0)=g∗()

[−T, +T] no contiene valores negativos a partir de =T . Por tanto:

(, T)=

¨ 1
2

∫ 0
−T (

s
2+1)ds+

1
2

∫ +T
0 ( s2−1)ds=(

T
2−1) , ∈[0, T]

1
2

∫ +T
−T (

s
2−1)ds=T(


2−1) , ∈[T,2]

→ (, T)=
�

T− , ∈[0, T]
0 , ∈[T,2]

La perturbación viaja a velocidad 1 . La cuerda debía
estar en reposo para ≥T en el instante T .

b] (,2k)=(,2k)+(,2k)= k(2−) , pues (,2k)= 1
2

∫ +2k
−2k g

∗=0 , por ser g∗ impar y 4-periódica,

o porque (,2k)=
∑

cn sennkπ sen
nπ
2 = 0 .

7







tt−=0 , , t∈R
(,0)=0

t(,0)=
n

1, ||≤1/2
0 ||>1/2

=
←−

G(+t)−
−→

G(−t) ,

con G()= 1
2

∫ 

0 g .

dominio de
influencia

(3, t) = G(3+t)−G(3−t)
= G(t+3)+G(t−3)

t 

t

–t

s=t–s=t+

s

τ

τ

τ

8
�

tt−=6 ,  ≥ 0, t∈R
(,0)=t(,0)=(0, t)=0

Hay que extender F par respecto a 
(−6 si ≥0 ).

(0, t) = 1
2

∫ t

0

∫ (t−τ)
−(t−τ) F

∗dsdτ =
∫ t

0

∫ t−τ
0 6sdsdτ = t3 .

Otra posibilidad: =−3 es solución y cumple el dato de contorno.

=+3 →
¨ tt−=0 ,  ≥ 0
(,0)=3

t(,0)=(0, t)=0
,

¨ tt−=0 , ∈R
(,0) =

n

3 , ≥0
−3 , ≤0

t(,0)=0
→ (0, t) = 1

2
�

t3 + (−(−t)3)
�

= t3= (0, t) .

9
¨

tt−
�

rr+
2
r r

�

= 0 , r≥0, t∈R
(r,0)=r , t(r,0)=−2

=r−→
¨ tt−rr = 0 , r≥0
(r,0)=r2, t(r,0)=−2r [impar]

(0, t)=0
→

¨tt−rr = 0 , r∈R
(r,0) = ƒ∗(r) =

n

r2 , r≥0
−r2 , r≤0

t(r,0)=−2r
(r, t)= 1

2
�

ƒ∗(r+t)+ƒ∗(r−t)
�

−
∫ r+t
r−t sds → (r, t)= 1

2r
�

ƒ∗(r+t)+ƒ∗(r−t)
�

− 2t .

i] En particular, (1,2) = 1
2
�

ƒ∗(3)+ƒ∗(−1)
�

− 4
impar
= 1

2
�

ƒ (3)−ƒ (1)
�

− 4 = 0 .





  

ii] Para (1, t) hay que distingir dos casos:

Si t≤1 , (1, t) = 1
2
�

(1+t)2+(1−t)2
�

− 2t = 1+t2−2t = (1−t)2 .

Si t≥1 , (1, t) = 1
2
�

(1+t)2−(1−t)2
�

− 2t = 2t−2t = 0 .

10







tt−rr− 2rr =0, 1≤r≤2, t≥0
(r,0)=0, t(r,0)=

1
r senπr

(1, t)=(2, t)=0

i) rR′′+2R′+λrR=0 , R(1)=R(2)=0→ λn=n2π2, Rn={
sennπr

r }

T′′+λT=0 , T(0)=0→ Tn={sennπt} , =
∞
∑

n=1

bn sennπt
sennπr

r .

t(r,0)=
∞
∑

n=1

nπbn
sennπr

r = senπr
r →  = senπt senπr

πr .

ii) =r →
¨ tt−rr=0, 1≤r≤2
t(r,0)=sennπr ≡ G(r)
(r,0)=(1, t)=(2, t)=0

→  = 1
2r

∫ r+t
r−t G

∗(s)ds G∗ extensión impar
de G respecto a 1 y 2.

Como senπr es impar respecto a esos puntos, G∗(r)=senπr , = 1
2r

∫ r+t
r−t senπsds=

senπt senπr
πr .



11 (, )=
∫∞
0 e−k

2
coskdk d

d =↑

∫∞
0

d
de

−k2coskdk=−
∫∞
0 ke−k

2
senkdk =

(•)
e−k

2
senk
2

�∞
0 −


2 =−


2 .

continuidad y convergencia

Además: (,0)=
∫∞
0 e−k

2
dk =

=k
p


1p


∫∞
0 e−

2
d =

p
π

2
p

→ (, )=

p
π

2
p

e−

2/4=
p
πp
2
F−1
c

�

e−k
2�

.

F−1
�

e−k
2�
= 1p

2π

∫∞
−∞ e

−k2 (cosk+ senk)dk=
p
2p
π

∫∞
0 e−k

2
coskdk= 1p

2
e−

2/4 �F
�

e−
2� cambiando

papeles
�

F−1
s

�

k e−k
2�
=
p
2p
π

∫∞
0 ke−k

2
senkdk =

por (•)

p
2p
π


2

p
π

2
p

e−

2/4 = 
[2]3/2 e

−2/4 .

12
�

t−=(2−1)e−
2/2 , ∈R , t>0

(,0)=0 ,  acotada
a] Como F[ƒ ′′]=−k2 ƒ̂ y F[e−2]= 1p

2
e−k

2/4 =1/2−→ e−k
2/2 :

¨

̂t+k2̂=−k2e−k
2/2

̂(k,0)=0
→

p a ojo
̂(k, t)= p(k)e−k

2t− e−k2/2 →
d..

̂(k, t)= e−k
2/2 e−k

2t− e−k2/2

→ (, t)= F−1
�

e−k
2(t+ 1

2 )
�

− e−2/2 = 1p
1+2t

e−
2/(4t+2) − e−2/2 →

t→∞
−e−2/2 (•)

b] =−e−
2

2 satisface la ecuación,
=−−→

¨

t− = 0
(,0)=e−

2/2
formulario−→ = 1

2
p
πt

∫ ∞

−∞
e−s

2/2 e−(−s)
2/4tds .

Para evaluar la integral completamos cuadrados buscando
∫∞
−∞ e

−p2dp =
p
π :

− (2t+1)s
2−2s+2
4t = −

�p
2t+1 s− p

2t+1

�2

�

2
p
t
�2 − 2

4t +
2

4t(2t+1) = −
hp

2t+1 s
2
p
t
− 
2
p
t
p
2t+1

i2
− 2

4t+2

Llamando p al último corchete, con lo que dp=
p
2t+1
2
p
t
ds , tenemos:

 = 1
2
p
πt

2
p
tp

2t+1
e−

2/(4t+2)
∫∞
−∞ e

−p2dp = 1p
2t+1

e−
2/(4t+2) ↑ =+

(•) [Estamos todo el rato sacando calor en [−1,1] y dándolo (menos cantidad según nos alejamos)
fuera de ese intervalo. Las temperaturas acaban siendo negativas y menores cerca del origen].

13
¨

t−=e−
2/4 , ∈R , t>0

(,0)=0 ,  acotada
Su solución: (, t) = 1p

π

∫ ∞

−∞

e−k
2−e−k2 (t+1)

k2
e−kdk .

Como F[e−2]= 1p
2
e−k

2/4 =1/4−→
¨

̂t + k2̂ =
p
2e−k

2

̂(k,0)=0
̂p a ojo
−→ ̂(k, t) = p(k)e−k

2t +
p
2

k2
e−k

2 d..→

p(k) = −
p
2

k2
e−k

2
, ̂(k, t)=

p
2

k2
�

e−k
2−e−k2(t+1)

�

. Y de (, t) = 1p
2π

∫∞
−∞ ̂(k, t)e−kdk , sale lo de arriba.

→ (0, t) = 1p
π

∫ ∞

−∞

e−k
2−e−k2 (t+1)

k2
dk = −

h

e−k
2−e−k2 (t+1)p

π k

i∞

−∞
− 2p

π

∫∞
−∞ e

−k2dk + 2p
π

∫∞
−∞(t+1)e

−k2(t+1)dk .

El primer corchete se anula en ±∞ , y haciendo en la última integral el cambio s=k
p
t+1 ,

se convierte en 2p
π

p
t+1

∫∞
−∞ e

−s2ds = 2
p
t+1 , concluimos que: (0, t) = 2

p
t+1 − 2 .

[Es normal que tienda a ∞ . Estamos constantemente metiendo calor en toda la varilla].

14
¨

t−+=0 , ∈R, t>0
(,0) = e−

2/2

¨

̂t = (k−k2)̂
̂(k,0)=e−k

2/2 → ̂=ekt e−
k2(1+2t)

2 → = 1p
1+2t

e−
(−t)2
2(1+2t) .

15
�

tt−c2 = 0 , , t ∈ R
(,0)= ƒ (), t(,0)=g()

¨ ̂tt+c2k2̂ = 0
̂(k,0)= ƒ̂ (k)
̂t(k,0)= ĝ(k)

→ ̂=p(k)eckt+q(k)e−ckt →
p(k)+q(k)= ƒ̂ (k)
ck[p(k)−q(k)]= ĝ(k)

p(k) = 1
2
�

ƒ̂ (k)+ ĝ(k)
ck

�

, q(k) = 1
2
�

ƒ̂ (k)− ĝ(k)
ck

�

→ ̂ = 1
2 ƒ̂ (k)

�

eckt+e−ckt
�

+ 1
2 ĝ(k)

�eckt−e−ckt
ck

�

→  = 1
2
�

ƒ (+ct)+ƒ (−ct)
�

+ 1
2c g()∗

p
2π h() , con h()=

�

1 si ∈[−ct, ct]
0 si  /∈[−ct, ct]

||
1
2c

∫∞
−∞ g(−s)h(s)ds = 1

2c

∫ ct

−ct g(−s)ds =
=−s

− 1
2c

∫ −ct
+ct g()d

16
�

tt−3t+2 = 0 , , t∈R
(,0)= ƒ () , t(,0)=0

¨

̂tt+3k̂t−2k2̂ = 0
̂(k,0)= ƒ̂ (k) , ̂t(k,0)=0

→ μ2+3kμ−2k2=0 , μ=−k,−2k →

̂(k, t) = p(k)e−kt + q(k)e−2kt
c..−→

�

p(k) + q(k) = ƒ̂ (k) q(k) = −ƒ̂ (k) ↓
−kp(k)−2kq(k)=0 , p(k) ↗= −2q(k) = 2ƒ̂ (k)

→ ̂ = 2ƒ̂ (k)e−kt − ƒ̂ (k)e−2kt .

Y como F−1
�

ƒ̂ (k)ek
�

= ƒ (−) , la solución (única) es (, t) = 2ƒ (+t)− ƒ (+2t) .

Si ƒ ()=2 queda  = 22+4t+2t2−2−4t−4t2 = 2 − 2t2 [Directamente no se podía usar la F
por no tener 2 transformada].

Comprobando: tt−3t+2=−4+2·2=0 , (,0)=2 , t(,0)=−4·0=0 .
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�

tt+2t+=0 , , t∈R
(,0)=0, t(,0)=g()

i) Parabólica.
�

ξ=−t
η= t → ηη=0 , =p(ξ)η+q(ξ)= tp(−t)+q(−t)

(,0)=q()=0→ t(,0)=p()=q()→  = t g(−t) .

ii) Con la F :
�

̂tt−2k̂t−k2̂ = 0
̂(k,0)=0, ̂t(k,0)= ĝ(k)

→ λ= k doble, ̂=p(k)ekt+q(k)ektt →
c..

̂= tg(k)ekt ↑

18 3t−=2 a] dt
d =

3
−1 → t+3=C ;

�

ξ= t+3
η= → η=−2 ,  = p(ξ)−2η = p(t+3)−2 .

O bien,
�

ξ= t+3
η= t → 3η=2 ,  = p∗(ξ)+ 2

3η = p
∗(t+3)+ 2

3 t .

a1] (,0) =
p(3)−2= → p()= →  = t+3−2 ↘
p∗(3) =  → p∗() = 

3 →  = t
3++

2
3 t

↗  = t+

Solución única pues t=0 no es tangente a las características [Δ = 1·3− 0·(−1) = 3 6=0 ].

a2] (,0) =
p(0)−2=−2→ p(0)=0 , vale toda p∈C1 que lo cumpla, por ejemplo p≡0→ =−2
p∗(0)−2=−2→ p∗(0)=0 , vale toda p∗∈C1 que lo cumpla; p∗≡0→ = 2

3 t

[Otra más: eligiendo p()= arriba o p∗()= 
3 abajo obtenemos la solución de a1] ].

Aquí el dato se da sobre una característica y no puede haber solución única [Δ = 1·3− (−3)·(−1) ≡ 0 ].

b1] Elegimos mejor η= y tenemos: η=−g(η) ,  = p(ξ)−
∫ η

0 g(s)ds = p(t+3)−
∫ 

0 g(s)ds .

(,0)=p(3)−
∫ 

0 g = ƒ () → p()= ƒ ( 3 )+
∫ /3
0 g → = ƒ (+ t

3 )+
∫ + t

3
0 g−

∫ 

0 g →

 = ƒ
�

+ t
3
�

+
∫ + t

3


g(s)ds
�

si g()≡2 , ƒ ()= → =+ t
3+2

t
3 , como arriba

�

.

b2]
�

̂t + k̂ = ĝ(k)
̂(k,0)= ƒ̂ (k)

→ ̂(k, t) = p(k)e−kt/3 + ĝ(k)
k , p arbitraria

dato inicial−→ p(k)= ƒ̂ (k)− ĝ(k)
k →

̂(k, t) = ƒ̂ (k)e−kt/3+ ĝ(k)
�1−e−kt/3

k

�

→ (, t) = ƒ (+ t
3 ) +

p
2π g()∗h() , con h()=

�

1 en [−t/3,0]
0 en el resto

p
2π g()∗h() =

∫ 0
−t/3 g(−)d =

−=s
−
∫ 

+ t
3
g(s)ds como antes.

19 a]

¨

2t +  = t
(,0)=e−

2 i) dt
d = 2→

�

ξ=2−t
η= t → 2η=η , =p(ξ)eη

2/4=p(2−t)et2/4 →

(,0)=p(2)=e−
2 → p()=e−

2/4 → =e−(2−t)
2/4 et

2/4 →  = et−
2 [No hay problemas de

unicidad: Δ=2 ∀ ].
Haciendo η= : η=(2η−ξ) , =p(ξ)eη

2−ξη=p(2−t)et−2→ (,0)=p(2)e−
2
=e−

2 → p()≡1 .

ii) F(ƒ ′)=−kƒ̂ , F(e−2 )= e−k
2 /4
p
2

→

(

̂t =
k
2 ̂+

t
2 ̂

̂(k,0)= 1p
2
e−k

2/4 → ̂=p(k)ekt/2et
2/4 d. i.→ ̂= 1p

2
et

2/4e−k
2/4ekt/2

→ =et
2/4F−1

�e−k
2 /4
p
2
ekt/2

�

= et
2/4e−(−

t
2 )
2
= et−

2
, pues F−1

�e−k
2 /4
p
2

�

= e−
2

y F−1
�

ƒ̂ (k)ek
�

= ƒ (−) .

b]

¨

t + et + 2t = 0
(,0)= ƒ ()

i) dt
d =

1
et ,  =

∫

etdt+C → − et = C características.
�

ξ=− et
η= t (mejor)

→ η = −2t →  = p(ξ)e−η
2
= p

�

− et
�

e−t
2
.

�

Con η= queda la ecuación más complicada η=
2 log(η−ξ)

ξ−η
�

.

(,0) = p(−1)= ƒ () , p()= ƒ (+1) → (, t) = ƒ
�

− et+1
�

e−t
2

.
�

Solución única, pues t=0 no es tangente a las características, o porque: Δ = 1 · 1− 0 · 1 = 1 6= 0 ∀
�

.

ii)

¨

̂t−ket ̂+2t̂ = 0
̂(k,0)= ƒ̂ (k)

→ ̂(k, t) = p(k)eke
t−t2 c..−→ p(k)ek = ƒ̂ (k) → ̂(k, t) = ƒ̂ (k)e−t

2
ek(e

t−1) .

Y como F−1
�

ƒ̂ (k)ek
�

= ƒ (−) , la solución es (, t) = e−t
2
ƒ
�

− et+1
�

, como antes.

20
�

t+(cos t)=, ∈R, t≥0
(,0)= ƒ ()

�

ξ=−sen t
η= t , η= , = ƒ (−sen t)et .

�

̂t−k cos t ̂= ̂
̂(k,0)= ƒ̂ (k)

→ ̂=p(k)et ek sen t
c..
= ƒ̂ (k)et ek sen t ↗

Si ƒ ()=
�

cos2, ∈[− π
2 ,

π
2 ]

0 en el resto
 6=0 si sen t− π

2 ≤≤sen t+
π
2

(, nπ)= enπƒ ()

La solución se contonea siguiendo las características,
creciendo su altura exponencialmente con el tiempo.


