Apéndice

Repaso de EDOs

Algunas EDOs de primer orden %:f(x, y) | resolubles

/
[f, fy continuas en un entorno de (Xo, ¥o) = existe solucién Unica de {i(;f)(f’yy) (TEyU)].
oJ—JYo

Separables: %=% - [q(y)dy = [p(x)dx +C.

Se convierten en separables: %=f(§) con z=§’—< . %=f(ax+by) con z=ax+by .
Lineales: % =a(x)y+f(x) — y=Celatdax 4 ef“(")d"fe‘f“(x)d"f(x) dx.
[solucién general de la homogénea + solucién yp de la no homogéneal.

M=Ux

Exactas: M(X,y)+N(X,y)g—X =0 con My=Nx — N=U,

— U(x, y)=C solucién.

Ej. % = y%x (con solucién Unica si y#x) la podemos resolver por tres caminos diferentes:

—Y Oy 2 22-2 4, _o(dx 2 9 =¥ _py_C
z=f » xZ+z=F - [F5dz=-2[F+C - 22-2z=5-20=5. y

Ux=y — U=xy+p(y)

¥ -0 M, =N, =1— 2_2xy=C F
yrOeyIa=0. My=th Uy=x—y = Usxy=3y2rqe Y TV A

ax _y=Xx_ X i i6n dnica si =Eadl =En Y 4
=7 = y+1 lineal (solucién Unica si y#0). x—y+yfydy—y+2. -
[Pasa una Unica curva integral (solucién de %:m o de Z—;=--- ) salvo d /

por el origen (0,0), Gnico punto en que falla el TEyU para ambas EDOs].

EDOs lineales de orden 2

[n] [ y”/+aG)y’+bG)y =f(x) |, a, b, f continuas en I. [W|o)=[ " 72| (wronskiano).

1 2

Si xo€l, tiene una sola solucién (definida en todo I) con y(xo)=Yo, y’(xo)=y;.

Si y1, ¥2 son soluciones de la homogénea (f=0) con wronskiano |W|(s)#0 para algln
sel, la solucién general de la homogénea es: y=ciyi1+cCay2.

Si yp es una solucion de [n], la solucién general de [n] es: y=ciyi1+Coy2+Yyp.
Una solucion particular de [n] es: yp = yzj}l%lt dx—ylf}l%,/; dx [fvc].
Si b(x)=0, el cambio y’=vV lleva [n] a lineal de primer orden en v.

y1 solucién de la homogénea = y2=y1Je_f"deI2 dx otra solucién de la homogénea.

q y'=v 2v 2 2 [ dx D) 3 1.2
Ej. xy”"=2y'=x— V=541 > v=Cx*+Xx 2 =Cxt—x - y=K+Cx*—35x°.

[También se puede ver como una ecuacién de Euler: x2y”’—2xy’=x2, tratadas en la seccién 2.2].

Ej. x3y” —xy’+y =0. Es claro que y1=x es solucién de esta lineal homogénea.

1 L, e—f—x_zdx e—l/x _1/x
Como a(x)=—=5 otra soluciénes: y, =x| ————dx=x dx=xe .
x2 X2 X2

Por tanto, la solucién general de la ecuacién serd: y =cix+ coxe~V/X,

[Las rectas y= x+b son soluciones de la homogénea que saltan a la vista,
pues el término con la y” no aparece y basta mirar los otros dos].
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Lineales de orden 2 con coeficientes constantes

[h]| y”+ay’+by=0|, u?2+au+b=0 (sus raices: autovalores de [h]).

Si Uy #up reales — y = c1 ef1X+ ¢, eH2X

La solucion general de [h] (a, beR) es: | Si u doble (real) — y = (c1+c2x)eH
Si u=p=+xiq — y =(c1cosgx+cysengx)eP

[Si a,beC serd y=cieHX+crel2X § y=(c1+cax)elX con i, pz, |4, €1, c2€C].

Ej. y/+4y’+3y=0, u2+4u+3=0 - uy=—1,—3 - y=c1e X+ cre 3X,
y"’"+ 4y’ + 4y =0, u24+4u+4=0 — u=—2 doble —» y=(c1+crx)e"2X,
y"’ +4y’ +5y =0, y24+4u+5=0 —» u=—2=i —» y=(c1cosx+czsenx)e X,

y”—4iy’—3y =0, u2—4iuy—3=0 - u=i,3i - y=creX+ce3*, c;,ceC.

Método de coeficientes indeterminados para [c] | y”/ + ay’ + by = f(x) ‘ :

Si f(X)=pk(x)et*, con pk polinomio de grado k, y u no es un autovalor, tiene [c]
solucién particular de la forma yp=Pk(x)e"*, con Py de ese mismo grado. Si u es
autovalor de multiplicidad r, hay yp= x"Px(x)eH*.

Si f(x)=[pj(x) cosgx+qi(x)sen qx]e“x, pj. qi de grados j, [, y p£ig no autovalor,
existe yp=[Pk(x)cosgx+Qk(x)sengx]ePX, con Py y Qi de grado k=max{j,(}.
Si p*iqg es autovalor, es de la forma yp=x[Pk(x) €cos gx+Qk(x)sen qx]epx.

. (Y —y=¢¥ > . a .
Ej. . —1=0, u==+1. La solucién general de la homogénea es y=cieX+ ce *.
] {y(o)zy/(o)zo 1% H g g y 1 2

yp=AxeX — A(x+2)—-Ax=1, Az% — ypz%xe". O mas largo con la [fvc]:

X —X

e X aX —X aX
— — _—Xx[€'€ x e e _ 1 _x,1 $%
|W|(X)_ =-2, Yp=¢€ f__zdx—e f_—de——Ze +7Xe o

eX —_eX

La solucién general de la no homogénea serd entonces: y = clex+cze"‘+%xex.

ci1+c2=0

=lex_laox i lyeX (ni 04
c1—c+1=0 — y=ze€ 7€* + 5xeX, Unica solucion.

Imponiendo los datos iniciales:
Ej. Hallemos una y, de y” +y =f(x) para diferentes f(x).
[Su solucién general es y = c1cosx + casenx+yp |.
Si f(x)=x3, hay yp,=Ax3+Bx?+Cx+D (P3 arbitrario pues A=0 no es autovalor)
— BAX+2B+Ax3+Bx2+Cx +D=x3 — y,=x3—6x.
Si f(x)=2xeX, existe yp=e*(Ax+B), y;=eX(Ax+B+A), y;’=eX(Ax+B+2A)
— eX[(Ax+B +2A)+(Ax+B)]=2xeX - A=1, B=—1 — yp,=eX(x—1).

Si f(x)=eXcosx, hay yp,=e*(Acosx+Bsenx) —

(A+2B)cosx+(B—2A)senx=cosx — {gt%ﬁié - yp=ex(%cosx+%senx).

Si f(x)=senx, como *i es autovalor simple, yp=x(Acosx+Bsenx)
— 2Bcosx—2Asenx=senx — y,=—3 COSX.

Si f(x)=cos2x, parece que no podemos usar coeficientes indeterminados, pero
cosZx= %(1+cos 2x) — hay yp=A+Bcos2x+Csen2x — yp= %—% COS 2X .

Si f(x)=(cosx)~1, no hay mas remedio que acudir a la férmula de variacién de las constantes:

_ _ COSX _ senx _
W|(x)=1 — yp—senxfcosxdx cosxf cosx X =xsenx+cosxIn(cosx).

Si [n] no es de coeficientes constantes, ni de Euler x2y”’+axy’+by=0, nies b(x)=0,
ni se puede encontrar una y; de la homogénea, se debe resolver utilizando series de

potencias [capitulo 2 de estos apuntes].
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Repaso de calculo en varias variables

Sean a,x€R", AcR". Entorno Br(G)E{X: ||x—u||<r}. a interior a A si existe Br(a)CA.
A abierto si A=intAE{x interiores a A}. A acotado si hay MeR tal que |la||<M Va€A.
Frontera de A es dA={x: Vr, B/(x) tiene puntos de Ay de R"—A}. A=intAUJA.

La derivada segtin el vector v de un campo escalar f: RZ2 — R en un punto a es:

Duf(@) =fu(@) = mIEEPFE = Vf(@)-v, siendo Vf=(fu.fy)
fr=xxr+fyyr
fs=fxxs+fyys

df1/9x1 -+ 3f1/9Xn

Si f(x(r,s), y(r,s)), con f,x,yeC?, laregla de la cadena dice

--------------- , el determinante jacobiano es

i {yl=f1(X1,--,Xn) a(Y1,....¥n)
Yn=fn(X1,..,Xn)

3fn/9X1 ++- fn/3Xn

2sené.

=r

Esféricas: y=rsenfsen¢
z=rcosé

=r
Polares: X cose} (657

X=rsen6@cos¢
y=rseno e — - } -

a(x,y,2)
a(r,6,9)

Integrales dobles:

Si f continua en D={(x,y): a<x<b,c(x)<y<d(x)},

c(x)<d(x) continuas en [a, b] = [[,f =ffff(%)f(x, y)dydx.

Si f continua en D={(x,y): c<y<b,aly)<x<b(y)},

a(y)<b(y) continuas en [c, d] = ffo=fgf£(%)f(X, y)dxdy.

Cambios de variable en integrales dobles:

Sea g:(u, v) = (x(u, v), y(u, v)) de C*, inyectiva en D*, g(D*)=D y f integrable.
Entonces: [[, f(x, y)dxdy = [[5. f(x(u, v), y(u, v)) g&‘{;} dudv .

En particular: [, f(x,y)dxdy = [[,. rf(rcose,rsen6)drde.

Integrales de linea de campos escalares:

Sea C la curva C! descrita por una funcién vectorial c(t): [a, b] = R2 y sea f un
campo escalar tal que f(c(t)) es continua. Entonces: [ fds Ef‘ff(c(t)) llc’ ()] dt.

[No depende de la ¢(t) elegida. Si C es C! a trozos, se divide [a, b] y se suman las integrales].

Teorema de la divergencia [en el plano; divf=fx+g, si f=(f,9)]:

Sea DcR? limitado por aD curva cerrada simple, f: D — R2 campo vectorial C!
y n vector normal unitario exterior a 8D . Entonces [[, divfdxdy =§,,f-nds.

[Si aD viene descrita por ¢(t)=(x(t), y(t)) un normal unitario es n=(y’(t),—x’(t))/ llc’ )l ].

Ej. Comprobemos el teorema para f(x, y)=(7,y2—1) en el semicirculo r<3,0<6<m:

En cartesianas: [[, 2y dxdy = f_33f0' o 2ydydx =36. C,
1/ 9— 2

O cambiando el orden: = f03f \99% 2ydxdy =36.
—y/9-y

En polares: = fgfoa 2r2sen@drdf =36. + C,

§aD=fcl+fc2- Para Cy, si c(x)=(x,0), xe[-3, 3] —>fC1(1—y2)dS=f_33 dx=6.
Para Cy, si c¢(t)=(3cost,3sent), te[0,m] — ||c’(t)]|=3. Como n=(cost, sent),

f-nds=3("(7cost+9sen3t—sent)dt=30.
C2 0
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Repaso de convergencia uniforme

Sea la sucesion de funciones definidas en AcR: {fn(X)} = f1(x), f2(xX), ..., fn(x), ....

{fn} converge uniformemente hacia su limite puntal f en A si
Ve>0 existe N tal que si n>N entonces |f(x)—fn(X)|<e Vx€A.

{fn} converge puntualmente f en A si para cada x€A es ,!"_.rf.‘of”(x) =f(x).

Gréficamente, si {f,} — f uniformemente, a partir de un N todas las
graficas de las f, quedan dentro de toda banda de altura 2¢ alrededor
de la de f. Si la convergencia es sélo puntual, para cada x el N es
distinto y no se puede dar uno valido para todos los puntos de A.

- 0 si x=0
— U
Ej. fn(x)=x"" — {1 si x€(0, ) (puntualmente).

—00
La convergencia es uniforme en [1, 2], peronoen [0,1].

Para cada x€[0, 1] existe N tal que si n>N el punto (x,xY/") estd
dentro de la banda, pero hay que elegir N mayores segin nos vamos

acercando a 0. En [1,2] si es uniforme, ya que el N que vale para /ﬂ

x=2 claramente vale también para el resto de los x del intervalo.

fn continuas en un intervalo I y {fp} — f uniformemente en I = f continua en I.
fn integrables en [a,b] y {fn} — f uniformemente en [aq, b] = f:f=n|me f:fn .

Si las f, son derivables, que f, — f uniformemente no
basta para que f sea derivable, o puede existir f/ y no
ser el limite de las f] (como se ve en los ejemplos de la
derecha). Para que pasen ambas cosas, deben también
las fr’) converger uniformemente.

Las series de funciones son un caso particular

n=1

>.fn converge puntualmente o uniformemente en A hacia f si
lo hace la sucesién de sus sumas parciales S, =f1+---+ fn.

Criterio de Weierstrass

Sean {fn} definidas en A y {Mp,} una sucesién de nimeros tal que |fn(x)]sMn
Vx€A y tal que >.M, converge. Entonces > f, converge uniformemente en A.

Ej. > ** converge uniformemente en todo R pues |Se:—2”"|sni2 y Zniz converge.

[Se tiene entonces, por ejemplo, que la suma f(x) de esta serie es continua en todo R1].

La serie obtenida derivando término a término: Y, <™ diverge, por ejemplo, si x=0.

[Para otros x, como x=m, converge por Leibniz, y para casi todos es dificil decirlo].

En general, no se pueden derivar (ni integrar) término a término las sumas infinitas como las
finitas. Aunque esto si se puede hacer siempre con las series de potencias en cualquier
intervalo cerrado contenido en el intervalo de convergencia |x| <R, pues en ellos convergen

uniformemente la serie y sus derivadas.

) 2 3 4
Ej. x—% +% —% +.-- con R=1, converge puntualmente para |x|<1

2 3
[hacia log(1+x), y lo sigue haciendo cuando x = 1] y converge

JA AN

uniformemente en cualquier intervalo [a, 1], a>—1, aunque no lo
hace en todo (—1, 1], pues las sumas parciales estdn acotadas en
ese intervalo y el log(1+x) no.

La serie obtenida derivadndola término a término 1—x+x2+ .-
converge en (—1,1) [hacia ﬁ y ésta no converge si x=1 ]

En cualquier [a, b]c (-1, 1) la convergencia es uniforme.
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