1.5. Transformadas de Fourier

Sea f(x) definida en Ry absolutamente integrable [f_°°°° | f|<oo].

La transformada de Fourier de f es la funcién f‘(k):ﬁjm f(x)etkx dx.

feCl(R) y absolutamente integrable = f(x):‘/%Joc f(k)e~ikxdk VxeR.

[Algunos libros no ponen la constante % en la definicién de f y ponen % en la férmula

de inversién; también se puede ver en la primera férmula e~'kX y en la segunda ekx ].

Se llama a f transformada inversa de Fourier de f. Vamos a denotar
también F[f]=f y F~1[f]=f. Es evidente que F y F~! son lineales.

Veamos sus teoremas basicos. Es importante que la F ‘mata’ derivadas:

\f, f/,f”€C(R) y absolutamente integrables = F[f'|=—ikf, ]—‘[f”]:—kzlA‘.‘
i , b ikb__nika
F (k) elka] f(x—a). Si h(X):{(]i ;ete[fre]sto ’ }—[h]zﬁe ike

2
(—axz) /;_a e—k*/4a, f—l(e—akz):%e—xzm‘a' a>0.

La convolucién de f y g es la funcién (f*g)(x):‘/%fo f(x—s)g(s)ds.

Se tiene fxg=g=*f, y F(f*xg)=F(f) F(g), si las transformadas existen.
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La é, la funcién paso y un esquema

Hallemos la transformada de la ‘funcién’ delta de
Dirac, cuya definicién seria exige la ‘teoria de las
distribuciones’, pero que no es dificil de manejar
formalmente. La §(x—a) se puede intuitivamente
‘definir’ como el ‘limite’ cuando n — co de

f)={" si xe[a— 4, a+ 2]
n 0 en el resto

Esta 6(x—a) tiene las siguientes propiedades (nos bastaran para trabajar):
8(x—a)=0 si x#£a; [* §(x—a)dx=1; [{ f(x)&(x—a)dx={g(as)i§;j:[f]'cl,
f continua !

0 six<a
1si x=a

Fs(x=a)]| = A=, 6(x—a)eidx = | Z=eke . o

[Formalmente esta funcién de k no posee transformada inversa (no tiende a 0
en t+oo), pero con la F se suele ser riguroso justificando los resultados al final].

é(x—a)= (%(ua(x), siendo ua(x):{ , funcién paso. ! U,(x)

Aplicando a una EDP en dos variables la F en una de ellas aparece una EDO para la & (en la otra
variable). Resolviéndola se halla &. Hallando la u de la que proviene o con la férmula de inversion se

puede a veces escribir explicitamente la soluciéon. En muchos Fk

casos u queda en términos de integrales no calculables. EDP en xtW EDOent
En cada paso se debe tener claro cudles son las variables y kcte
cuales las constantes. En lo que sigue, haremos lo esquema- 7,-.1

tizado a la derecha, pues nuestras ecuaciones serdn en (x, t) 5°|UC'°” < o Gkt
y siempre haremos la transformada en la x. tconstante
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Primer ejemplo

Ei Ut+Ux=9(x) | Aplicamosla F enla x (sesuponeque u, gy f
j 1. . ,
u(x, 0) =f(x) son ‘buenas’ y que se pueden usar los teoremas).

Utilizando la linealidad, el teorema 2 y el hecho de que:

. . Gr—ik=9(k
F[ut]*J—J‘ UXt e|kxdxiat J_J Xt)elkXdX:Ut—’ {Ozk O)Zf-(gk()) )

lineal de primer orden en t cuya solucién tiene una constante para cada k:

O(k, t) = p(k) e'kt— g(k) , con p arbitraria & 0 = F(k) ekt +g(k)|:elkt 7.
Por tanto, a la vista de dos transformadas conocidas y de la convolucién:
u(x, t) = f(x—t) + ¥2m g(x) * h(x) siendo h(x):{ 1 sixe[0. ]

0 en el resto *

Como fég(x—u)du:—f:_tg(s) ds, deducimos que ‘u:f(x—t)-i- > .a(s) ds‘ .

Obsérvese que la expresién anterior nos da la solucién del problema si feCl y g continua,
aungque no sean absolutamente integrables, que era necesario para aplicar la transformada.
Esta situacion es tipica utilizando la F.

[La solucién la podemos calcular también con las técnicas de la seccién 1.1;
G=1- {52 = up=9(n) = u(x,t)=p(x—t)+ [y g(s)ds —
X)+ [Xg(s)ds = f(x) — u=Ff(x—t)— [* " g(s)ds + [, g(s)ds como antes].
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Segundo ejemplo

{Utt+Utx—2UXX:0 Gtt—ik0t+2k20:0
u(x, 0)=£(x), ut(x,0)=0 G(k, 0)=F(k), 0r(k, 0)=0 "

Las ecuaciones lineales con coeficientes constantes complejos se resuelven
igual que las de reales. A través del polinomio caracteristico:

uZ—iku+2k?2=0 — u=2ik,—ik — Q(k, t) = p(k) ekt 4 q(k) e ikt
p(k)=5F
f

Ej 2.

Aplicando F: {

(k) - El(k,t)zgf(k) e—ikt+% f-‘(k) g2ikt

Imponiendo los datos iniciales: 0

1
3
2
3

Y como F-1[#(k)e'k?]=f(x—a), concluimos: [u(x, t)=2f(x+t)+ Ff(x—21)|.

[Solucién vélida YfeC?, tenga o no transformada].

De nuevo el ejemplo es resoluble también por otros caminos, vistos en 1.2:
hi bdlica d _ Uxx = Ugg+2Ugn+U
B2—4AC=9 Ic%%;‘igéﬁetlese — { E:X+£t { UthUga—ugnZZU:nn —
constantes n=x-— Utt = uge—4ugn+4uny
ugn=0 — u=p(§)+q(n) = p(x+t)+q(x—2t), solucién general.
{ u(x, 0) = p(x)+q(x) = f(x) 90)=307 5
ur(x, 0)=p’ (=24’ (x)=0, p(x)=29()+CT p(x)=3F()+
u(x, t) = 2 f(x+t) + 2 F(x—2t).

—
[
3
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El calor en la varilla infinita

P) Ut—Uxx =0, X€R, t>0 | [no tendremos otro
u(x, 0):f(X) , Uacotada | método para resolverlo]

Suponemos u y f suficientemente regulares y que tiendena 0 en +oo lo
suficientemente rapido como para poder utilizar los teoremas. Aplicando la
F enla x ala ecuacién y al dato inicial se tiene el problema:
{ Ot + kK20 =0
G(k, 0)=Ff(k)
La solucién seréa la convolucién de las transformadas inversas de cada uno
de los factores (la del segundo es conocida):

u(x, )= 5 f; f(s) e~ (x=9)/4t gs = j_i G(x, s, t)f(s)ds | [1]

cuya solucién es G(k, t) = f(k) ekt

_1
24/nt
[temperatura del punto x en el tiempo t debida a una f inicial de la forma é(x—s)].

2 L >
G(x, s, t)= e~ (x=9)°/4t es |a solucién fundamental de la ecuacién del calor

Una vez deducida [1], en vez de justificar los pasos que llevaron a ella, se prueba que proporciona
realmente la solucién de (P) con hipétesis mas amplias de las que nos permiten aplicar la F. En
concreto, para cualquier f acotada y continua a trozos, [1] nos da la solucién Unica acotada de (P)
que es continua para t>0 a excepcidn de los puntos de t=0 en que f es discontinua.

De [1] se deduce también que, segliin este modelo matemético, el calor (a diferencia de las ondas) se
propaga a velocidad infinita: si f>0 en un entorno de un xo y 0 en el resto, es claro que u(x, t)>0
por pequefio que sea t y grande que sea |x—xo|. También se ve que u es C*® para t>0 aunque f
sea discontinua (iaunque sea f(x)=6(x—s)!). En las ondas se conservaban los picos iniciales.
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Un par de ejemplos para la varilla infinita

Ej 3. Sea primero ‘f(x):uo(x):{ 9 5Se | = ux t)= 2./_f0 —(=s)?/4t gs
_S=X _, _ —v .
Hacemos el cambio v 7T u(x,t)= «/’f oy dv, que se puede poner:

1 x/24t _\2 2 _ X _ 2
u(x,t)_ﬁjo e dv+ﬁjo e dv=1[1+¢(2)], ¢(s)_ﬁjoe dv.
¢ es la ‘funcion error’ muy habitual en teoria de probabilidades. ~  ----------+ 17T

H do: © _vzd /T © _Vzd . 0 #(s)
emos usado: ["e ™ dv=4", [* e Vdv=yT.

Como se observa, la solucién, suave si t>0,
tiende hacia 1/2 para todo x cuando t — co.

, completamos cuadrados y hacemos un cambio de variable:

sy/atr1——=

L (7 g-s? _(X_s prasy ()2 /a1
= — == +1 () — Ayl
U=s7= ooe e ds = e ds con e 37 .
: : 1 f = ( 2 1 _ 2
Haciendo z=e se obtiene: u= e 4t+1f e dz=—=¢e 1+,
24mt Jat+1 — 1+4t

Pero sale mucho mds corto aplicando directamente F:

~ ~ 2 2

Or=—k20 1 _ke@+at) 1 X2

- 42 — = —== 4 - U= e 1+4t

{ a(k, 0)= e~k 7z ¢ J1rat




Més ejemplos

Ei 4 Ut—Uxx+2tu=0, xeR,t>0| Resolvery deducir u(x,t) para f(x)=1
] 4 u(x,0)=f(x), uacotada [ F(1) no existe y no se puede hacer con u(x, 0) 1]
Oe+(K24200=0 _ o2 4y —k2t-2 4L . —t2 k2t _,
e uk,t)=p(k)e uk, t)=f(k)e e

2 0
u(x, )= e PO x FH e )= £ [ f(s)e~0-9/4t gs.

_t2

e _+2
Para f(x)=1, u=$£= [ e 0=9)"/4ds = /;j_w -uzdu:[;—; ul=le"|.

Un problema con la § en el que sélo sabemos hallar la solucién para x=0:

Ej5 Ur—Uxx=5(x), X€R, >0 E’t+k2[1=‘/% a_l—e_kzt [no es la transformada
13 u(x,0)=0 {A(k 0)=0 " YT 220 de nadie conocidol.

. . 1 (® 1-ekt e—ik
Con el primer teorema: u_ﬁf =€ ikxdk , dificil en general, pero:

u(0,6)= 35 [ = "k =1 SR L7 etak— Vi,
Para evitar la § usamos que v_2|x| satisface v/ =6§(x):

X _, [we=wxx=0 (x—s)2/4t
w=u+5 {W(X 0) |x| - w= 41/_ |s|e ds " X
—s2/4t —s2/4t X
w(0,t)= 4/— |s|e ds = m 0 * se ds v
=—,/L e_52/4t]°°_ [t —_—l— &
- T 0o Vm- o

Pepe Aranda transformada de Fourier - 7/8



Ultimo ejemplo (con la delta y para la cuerda infinita)

Empujamos hacia arriba en el punto central de la cuerda:

. Uit — Uxx= 6(x), xR, t=>0 . G + k20 = -2
Ej 6. Aplicando la F: 7 -
15 Tu(x, 0)=ur(x 0) =0 plicandoa {a(k,o):u}(k,o):o K
P 1 di. o _ 1—coskt 2 [sen5t7?
0 = p(k)coskt +q(k)senkt + 7y 5 d(k, )= 250k = 21|

)= 1 eikb_e—ikb /2 senbk [caso particular de
—J2n ik —Jm kK resultado conocido]

h(X):{l’ X€[—b, b] = f(h

0 en el resto

La u serd, por tanto, la convolucién de una h de este tipo consigo misma.

1, —t/2,t/2
En concreto: u =3[ h(x—s)h(s)ds, donde h(x)= {5 2L %21

Discutiendo si el integrando es 1 6 0 segln los valores de x se concluye:
. ' Si x<—t 6si x>t es u=0.
e e & e Sixe[—t,0], u=3[x+5—(=5)]=3x+t].

D ; _1rt ty1_ 1
Y2ZA L u(x.t), t>0 fijo Si xe[0,t], u= i[i - (X_i)] = i[t_X] .
0, si |x|>t

t-x1], si IxI<t *

-2 0

i M Es decir, u(x, t) = {
Para hacerlo sin la F usamos la v del ejemplo 5 y hacemos w=u+v:

Wit — Wxx = 0 1 1
{W(X,O):IXI/Z, we(x,0)—0 = U= 3 [berti+x=tl] = FixI.

Discutiendo los valores absolutos se llega a la solucién de arriba.
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