2.2 Ecuacion de Euler y puntos singulares regulares

Empecemos con una EDO lineal de orden dos con coeficientes variables,
que es resoluble por métodos elementales.

Ecuacion de Euler: [u] ‘ x2y"" + axy’+ by = h(x) ‘ x>0.

. . 2 2
Haciendo el cambio x=e® (o sea, s=Inx): ¥=1% ZX—{:)%[ZT{—%],

[u] pasa a ser la de coeficientes constantes: %+(a—l)%+by:h(es),

de ecuacion caracteristica | Q(u) =u(u—1)+au+b=0 |.

Sabemos resolver la segunda EDO. Deshaciendo el cambio, tenemos que la
solucién general de una ecuacién de Euler homogénea es:

Si Uy AU reales, y = c1xHl + coxH2
Si u doble (real), y = (c1+c2Inx)xH
Si u=p=qi, y =[c1cos(gInx)+czsen(qinx)]xP

(observemos que la ‘ecuacién caracteristica’ de una ecuacién de Euler seria
la que obtendriamos probando en la homogénea soluciones de la forma xH ).

Ej 1. | 2xy”+y’=01, o sea x2y” + %xy’:O - u(u—l)—i-%uzo.
Como u:%, 0, su solucién general es y=c1x¥2+c, (para x>0).

[Una solucién valida también para x<0 serfa y=c1|x|¥2+c2 ].

[Se podria resolver haciendo y’=v: v/=—5- — v=Cx"V2, y=Cx¥24+K].
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Ecuaciones de Euler no homogé

€as

Para la no homogénea se tiene siempre la féormula de variacién de las
constantes con f(x)=h(x)/x?. Y para la de coeficientes constantes en s, si
h(e®) es del tipo adecuado, del método de coeficientes indeterminados.

Ej 2. Resolvamos ‘xzy”+xy’—y:2x ‘ H(u—1)+p—1=0, uy==%1 —

solucién general de la homogénea: xp=c1x+cx~1 (valida aqui Vx#0).

x x71 1 2
WIC) =] ol==2x f()=5 =
-1 x2x"ldx  px“taxTlax X
Yp =X XEF X[ = xInx—3 —
i6 < =c1x+=2 metiendo el —5 en c1).
la solucion de la no homogénea es X+ +xinx doel —3

La yp, se podria hallar tanteando en la y””—y =e° a la que lleva x=e".

Sabemos que la yp que debemos probar en ella es y,=Ase®, o lo que es
lo mismo, podemos probar yp,=AxInx en la inicial:

y;=A[Inx+1], y;’z’% — Ax+Ax=2x — A=1 como antes.

Volvamos a las soluciones por series. Suponemos en la seccién que para [e]
es X=X, punto singular, es decir, que a o b o ambas no son analiticas en
él y no es aplicable lo visto en 2.1. Precisamente interesa conocer a menudo
las soluciones cerca de sus puntos singulares. Sabremos decir algo de ellas

en puntos ‘poco singulares’: los singulares regulares que definimos ahora.
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Definicion de singular regular

Suponemos x=0 punto singular de [e] y”’+a(x)y’+b(x)y=0. Para resolver
en otro x, #0 singular, el cambio s=x—x, llevaria el problema a s=0.

Multiplicamos [e] por x2 y llamamos a*(x)=xa(x), b*(x)=x2b(x):

[e*] ‘ x2y" + xa*(x)y’+b*(x)y=0 ‘

]x:O es punto singular regular de [e*] si a* y b* son analiticas en x:O.\

Ej 3. ‘ X(x—1)2y"—xy’+ (x—1)y =0 ‘ es decir, y”/ — Wy +X(X_ y=0.
x=0y x=1 son puntos singulares de la ella (los demés son regulares).
Como para [e*] x2y’ x( )Zy +%5y=0 son a*(x)= (_Xl)z y b*(x)=2%5
analiticas en x=0, este punto es singular regular.
Con x—1=s obtenemos: s2(s+1)y”’—(s+1)y’+sy=0, szy"—s%y’+s+1y 0.
—1 no es analitica en 0 (% silo es). Asi x=1 (s=0) es singular no regular.

[En torno a x=1 no sabremos resolver la ecuacion por series (la teoria es complicada)l.

Queremos resolver [e*] cerca de x=0 suponiendo a* y b* analiticas en él,
0 sea, que tienen desarrollo en serie si |[x| <R (minimo de los radios de convergencia):

a*(x)=Y ajxk=al+afx+---, b*(X)=3 bixK=b}+b¥x+---
k=0 k=0

[Normalmente sera aj =a*(0) y by =b*(0) salvo para funciones como 552X ].
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Introduciendo Frobenius

[e*] se resolvera con el método de Frobenius del teorema de la seccién.
Intentemos intuir sus hipdtesis y conclusiones. La [e*] més sencilla es la de
Euler [a*(x) y b*(x) son ‘series’ de un solo término]. Es claro que no hay,
en general, soluciones analiticas de [e*]. Como las hay de la forma x", se
puede pensar que las de [e*] serdn series que comienzann por términos x".

™
Probemos en [e*] la solucién y=x">" cxk=cox"+ x4 o

k=0
i (k4-r)(k4-r—1)cexk++( S a;xk)(i (k+r)ckx‘<+’)+(i b,jxk)(i ckxktr)=0
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

El coeficiente de la potencia menor (x") daré: [r(r—1)+ajr+bg Jco=0.

Si la serie ha de empezar por x", debe ser co#0. Los Unicos r para los que
pueden existir soluciones no triviales de la forma x" >, son las raices de:

Q(r)=r(r—1)+aj r+bg ., llamado polinomio indicial de [e*].

Esto coincide con Euler. Para ella, si Q(r) tenia raices distintas r; y r2, eran
X"y x" dos soluciones independientes. Si la raiz era doble sélo habia una
de esa forma, y la segunda era la primera multiplicada por el Inx. También
es de esperar que en la solucién general de [e*] aparezcan logaritmos.

Pero al resolver por series [e*] pueden aparecer problemas que no se daban
en el caso particular de Euler, cuando ri—r es un entero positivo. Puede
que en ese caso aparezca también un Inx como va a decir el teorema.
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Teorema de Frobenius para x?y”+xa*(x)y’+b*(x)y=

Podria Q tener raices complejas, pero, por sencillez, las suponemos reales:

Supongamos que el polinomio indicial Q(r)=r(r—1)+ajr+bj tiene
raices reales ry, r; con ri=r». Entonces:

0

Siempre hay una solucién de [e*] de la forma y;=x"3" ckxk, co#£0.
k=0

La otra solucién y, linealmente independiente es, segun los casos:

0
Teor al Si r1—r2 no es cero ni entero positivo: y>=x"73" bixk, bo#£0.
k=0

bl1Si ri=ry, yzzxﬁ*li bexk +y1lInx.
k=0 [
c]lSirn—-rn=1273,..., y2:Xr22kak+dy1|nX, bo;éo, deR.

k=0
Cada solucidén estd definida al menos si 0 <x <R vy los coeficientes
Ck, bk y la constante d se pueden determinar sustituyendo cada una
de las soluciones en la ecuacién.

Se prueba que a partir de las soluciones anteriores se tienen otras validas
en —R<x<0 sin mas que sustituir Inx por In|x| y las expresiones del tipo
x" que preceden a las series por |x|". En el caso c] la constante d puede ser
perfectamente 0 (como ocurre en las ecuaciones de Euler), con lo que, pese
a todo, las dos soluciones independientes son de la forma x" 3. .

El proceso de célculo aqui es doble, y alin es mas largo en los casos b] y c].
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Ejemplo del caso al

2

Ej 4.\ 2xy”+y’+xy:0\ osea, X2y +x3y'+% y=0—a *(x)=1, b*(0)=%.
a* y b* analiticas (R=00) = x=0 singular regular. Como ag:% y ba‘ =0,
el polinomio indicial es r(r—1)+%r+0:r(r—%) - rlz%, r=0, n—r2¢N.
Las series solucidn linealmente independientes (una analitica y otra no) son:

yi= Z Cka+1/2, Co 7&0 , Y2 = Z kak, bo 7&0 (convergen Vx€R, segun el teorema).
k=0 k=0
y1 — Z 2(k+§)(k—§)Cka 1/2+ Z (k-i—i)Cka 1/2+ Z Ckxk+3/2 -0 —
k=0 k=0

[se derivan como las de potencias y las 3 series empiezan por k=0 al no irse términos al derivar]

xV2: [2(3)(=3)+3]co=0-co=0 Vco. x¥2: [2(3)(3)+3]c1=0—c1=0.

xk=1/2; [2(k+3)(k—3)+(k+3)Jck+Ck—2=0 — ck=— (zm)ck_z, k=2,3,.
Por tanto: ¢c3=c5=---=0, cz:—%co, c;;:—ﬁcz:ﬁco, e —
—x2[14 % =ym 2m ligiend ; | -1
yi=x +> > a2m59-@miD) X (eligiendo, por ejemplo, co=1).
m=1
Para la otra solucién: Z 2k(k—1)bgxk—1 4+ Z kbgxk=1 + Z bxktl=0 —
k=0 =
x0: b1=0. x1: 6by+bo=0, by =—50 . xk-1. k(2k—1)bk+bk_2:0, k>2 —
e — __ba __b _ (="
b3=bs=---=0, ba=—z5=5757, - Y2=1+ Z 2-4-2m-3-7~ (4m—1)X2m'
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Ejemplo del b]

Ej 5.‘ X2y +(3—4x%)y= 0‘ a*(x)=0, b*(x)=3—4x? analiticas con R=c0.

00 0
r2—rt3=0,r=1 doble, y1 =3 cuxkt2 = 3 [k2cpxk 12 — 4y xk+5/2]=0 —
k=0 =

xV2:0.¢c0=0, co cualquiera; x¥2:c;=0; xk+1/2. kzck—4ck_2:0'

__ 4ck—2 regla de e e — _ _4 < _ ¢ _Co
Ck="37" recurrencia > €3=C5= =0, co=co, Ca=7g = 4 1 C6= 9 —36’
y17X1/2[1+X2+ X4+ X6+ :| — y — —1/2+ X3/2+ X7/2+

Como es raiz doble, seguro que la otra squcion contiene un logaritmo:
y2:X3/2 Z bkx’<+y1 Inx — y; Z (k+ )bkxk+l/2 + y1+y/ Inx,

k=0 k=0

vy = 2 (k4 3)k+ )b 2 = Grya+ Sy 4y Inx —

i [(k+1)2bxxK+3/2 — 4pyxk+7/2] — y1 + 2xy,+ Inx[x2y’ +(4 —4x2)y1]=0.
Lo que acompana a Inx siempre se anula por ser y; solucién.
Operamos como siempre, utilizando los desarrollos de y; e y; de arriba:
— x¥2. pg=0; x>2:4b14+4=0, by=—1; x’"/2:9b,—4bg=0, b=0
x%2. 16b3—4b1+2=0, b3=—%; e o Ya=—x2— %x9/2+---+y1 Inx.

[Desde que vimos la 1/2 doble, sabiamos mucho sobre sus soluciones. Que ninguna (salvo la trivial)

era analitica. O que todas tienden a 0 cuando x— 07, pues recordemos que x? Inx —»+0, si a>0].
x—0
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Ejemplo del c]

El ejemplo 5 muestra que es més largo célcular y2 en el caso b] del teorema que en el a]. Y también
lo es en el c]. Para ver si hay logaritmos o no (si es 0 no d#0) basta tener algunos términos de la y7 .

Ej 6. | xy”+2eXy’=0|. Se puede resolver sin series, pero usemos Frobenius:

x=0 singular regular [a*(x)=2e*, b*(x)=0 analiticas Vx] rn=0, n=-1.

y1= Z ckx¥ se ve (ia ojo!) que es y1=1. La otra: y, = Z bxk~l4dinx —
k=0 k=0

Z(k_l)kak_2+X VY= ZO (k—1)(k—2)bxxk—3 — & —

%+2b3x+---— g+ [2+2x+x2+ 5334 [ 2= by +2b3x++++ ]=0 —
X~2: 2bg—2bg=0 — bg indeterminado como debia.
1. —d+2d—2bo=0 — d=2bg (aparecen, pues, logaritmos).
x%: 2d—bo+2b2=0 — by =3bo—d=—3by.
x1: 2b3+d—%b0+2b2+4b3=0 — b3=3bg -+

1

— y2=2Inx ;——X+ X2+ ++ [No podemos dar el término general].

Resolvamos la ecuacién ahora sin series: y’=v — v':—ze v —
V= Ce—foflede _ Cef(—Z/x—Z—x—X2/3+~-~)dx — Cx—2e—2x—x%/2—x3/9+ -
1 1 1 1 1
:X£2[1+(_2X__X2_§X3_...)+_(_2X__X2_...)2 F(=2x— )P4 ]

y:K+Cf[Xi2 213 ¥y Jdx=K—C[2Inx+ 1 =3x4+3x%+---].
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Otro del c] (Bessel 1/2 con atajos)

En el caso c] con d=0 si se sustituye la y2 en vez de la y1, se pueden obtener ambas series de un
tirén, pues al calcular la segunda vuelve a surgir la primera. Pero si fuera d#0 sélo se llegaria asi a la
solucién trivial y=0 y se deberia empezar desde el principio, incluyendo el término con el logaritmo.

Ej 8. ‘xz " xy' +(x2— 1)y = 0‘ x=0 singular regular, con r=%3.

0 (o]
Frobenius nos da las soluciones y1=>1cxxk+t1/2, yo = S bexk~Y2 1dy; Inx.
k=0 k=0

Probemos y> apostando por d=0 [esta ecuacién ser4 la de Bessel con p=1/2]:
Z [(k——)(k——)bkxk—1/2+ (k__)bkxk—l/Z kak_1/2+ bkxk+3/2]
k=0

[k(k—1)bgxk=1/2 4 byxk+3/2] =0 —

Ms

k:
xV2: 0bg=0, Vbg. x¥2:0b1=0, b1 también indeterminado.

0

3/2. __1 2. __1 bi— bk—4
X/ .bzf—ibo. X5/ .b3——gb1. bk— k—l) (k—l)(k—Z)(k—)
n 2n+1
y=x2bo 33 SR + b1 3 S ]| 0 sea [y=bo S b1 5

[Es facil de comprobar con el cambio y=x"?u que lleva a u”+u=0].

pe Aranda Frobenius, ecuaciones famosas, el i



2.3 Ecuaciones de Legendre, Hermite y Bessel

La ecuacién de Legendre es [L] ‘ (1—x2)y” —2xy’ +py =0 ‘ p=0.
[En muchos textos se escribe esta ecuacién poniendo p(p+1) en vez de p].

a(x)=72% , b(x)=125 analiticas en |x|<1 = hay series solucién en x=0.

y=S cixk = 3 [k(k=1)cix—2—k(k—1)cixk] — Z 2kcixk + Z peixk =0 —
k=0 k=2

p=2

x0:2-1-c2+p-co=0, c2=—F5co; x':3-2-c3+(p—2)-c1=0, c3=—L5c1; ...

k(k
Xk:(I<+2)(I<+1)ck+2+[p—l<(l<+1)]ck:0—»ck+2:—%ck k=0,1,.

—6 p(p—6 . —12 p—2)(p—12
— a=—b70=" 0 c=-ta=20 0,

y=co[1-2x2 4 BB xa .. |y g [x— 2234 B2AR=12) 55 1 1= coyr ey

Si p=n(n+1), neN, y1 (n par) o y> (n impar) es un polinomio de grado n:
p=0—y1=1, p=6—y1=1-3x2, p=20—y;=1-10x*+2x*
p=2-y2=x, p=12—y,=x—3x3, p=30—y,=x—Sx3+Zx

Se llama polinomio de Legendre de grado n al P, G R

solucién de [L] con p=n(n+1) que cumple P,(1)=1: N
Po=1, P1: P2:§x2—%, P3:§x3—§x = 1
Py=2x*-1 x2+8,P5_ Bx5-2x31 Ly,
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sigue Legendre

Los Pam tienen simetria pary los Pomy1 impar. Pomy1 y P’ se anulanen 0.
+ +

(X2 )n formula de
2"n| dx” Rodrlgues

Los P, son ortogonales: f_llP,,Pmdx:O, si m#£n ; f P2dx = 57 2n+1 .
P, son las Unicas soluciones de [L] acotadas a la vez en x=1 y x=—1.

P, tiene n ceros reales, todos en (—1,1). Py(x)=

Para intentar comprobar lo Ultimo resolvemos en x=1, haciendo s=x—1:

(L] s(s42)y"+ 2s+1)y'=py =0, a*(s)= 22, br(s)——£5 ML,

s=0 es singular regular, y es r=0 doble Vp. Por tanto sus soluciones son:
= sk e ya=Is| 3 bksk +y1inls|, co=1,
k=0 k=0
y las series convergen al menos si |s|<2. Podemos ya afirmar que y; estd
acotada Vp en s=0 (x=1), mientras que y2 no lo estd (——o0 si s—0).
Calculemos y; y comprobemos que si p=n(n+1) salen los P, . Debe ser:
Z [k(k—1)cksk+2k(k—1)cksk 1] + Z [2kcksk+2keksk—2] =S peksk=0 —
k=2 k=0
p—k(k=1) 24 ...
2k? s°+
Si p=n(n+1), la recurrencia dice que cp4+1 Y los siguientes se anulan:
p=0—y1=1; p=2—>y1=1+5=x; p=6— y1=1+3s+32s?=3x2—31; ...

Faltaria probar (es dificil) que si p£n(n+1) la y1 no estd acotada cuando s——2 (x——1).

Cr= Cke1, k:1,2,...—> y1(s):1+§s+%
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resumen de Hermite

También ligada a problemas fisicos: [H] \y”—ny’+2py:O \

00
Tiene solucién analitica convergente en todo R. Resolvemos: y=>" cixk —

k=0
0 _ 00 0 k— _
2 k(k—1)cixk Z—k; 2/<ckxk+kz0 2pcixk =0 — k=2 5FH ez, k=2,3, ...
S 5 (=P)(2—=p)-+(2n—2—p) (1=p)(3—p)--(2n—1-p)
— y:C]_I:lJrnZ:lzn #XZH}%*CZ |:X+22HTXZH+1]

Como en Legendre, [H] tiene solucién polinémica si peN. Si p=2m, la y;
pasa a serun Pyp,,ysi p=2m+1 es y, la que se convierte en un Pypi1:

p=0—-y1=1; p=l—oy,=x; p=2—-y1=1-2x%; p:3—>y2:x—§x3;

Los polinomios de Hermite H,(x) son las soluciones polinédmicas tales que
los términos con potencias mas altas de x son de la forma 2"x", es decir:

Ho=1; H1=2x; Hy=4x?>-2; H3=8x3—12x; ...

[En los apuntes se habla de su funcién generatriz y de otra férmula de Rodrigues].

P— . 2 .
En cuantica la que aparece es u"+(2p+1—x2)u:0. Haciendo u=ye *"/2 en ella se tiene [H]. Sus
unicas soluciones que —0 si |[x|—o0 y que interesan fisicamente son las up(x)=e*"/2Hp(x),
llamadas funciones de Hermite de orden n. Como los Pj, se puede ver que también las up son
ortogonales, ahora en (—o0, ) [Lo comprobamos abajo exclusivamente cuando n=0,11]:
2 . 2
f_mm unude:f:oHnHme_X dx=0,si m#n; ff’w uﬁdx:fOo H2e™" dx=2"n!ym.

%2, uour =%, 2xe X =0, [ 2 =[% e =T, [2 uR=—2xe~ | +[%, 26 =2 /7].
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Funcién gamma y ecuacién de Bessel

Para expresar compactamente las soluciones de la Ultima ecuacién de interés 6
fisico (la de Bessel) utilizaremos las propiedades de la funcién gamma (que
generaliza el factorial para nimeros no enteros) definida por la impropia: U

:fgo e*x5"ldx si s>0,

r(s+n)

GFn—1)~(5+1)s si —n<s<-n+1, neN.

extendida a s<0 mediante (s)=

Se cumplen parala T las siguientes igualdades: =2 123 4

)=[g e ¥dx=1; [(3)=2[ye e du= 7 ; F(s+1)=—e~Xx5|g +sl(s)=5I(s)

- r(s+n):(s+n—1)~-(s+1)sr(s) — [(n+1)=n!, neN n

La ecuacién de Bessel es [B] ‘ X2y"" 4 xy’ +[x2—p3ly =0 ‘ p=0.

x=0 es singular regular con r2’—p2=0, r;=p, rn=—p. Entonces

y1=xP> cxk, x>0, (acotada en x=0Vp)
k=0

es una solucién con una serie que converge en todo R. Llevandola a [B]:

kzo [k@p+K)cixP T +cxP K 2]=0; c=—pr5ty  k=2,3,..., C1=0=C3="--=0
B o (=1)mx2m i|

J— (0] — P —
2= Mprl)pra) T YL CoX [HZ 22T mi(p+ 1) (p+m)

22(p+1)

y Ca=

oo _=ym [x ]2,-,, [funcién de Bessel
2

iqgi -1 xP ; :
Eligiendo co= Prpr) * Jn( [2] mZ:o MM TD) de p;lr:'%r:ne;;]:eue

pe Aranda Frobenius, ecuaciones famosas, el i



Propiedades de funciones de Bessel (sin pruebas)

. S (=)™ 2 1)m 2m+1
En particular son: Jo(x)=>" ((m!;Z (5] m o mirl (5] m
m=0

Todas oscilany Jp~ /% cos[x—(2p+1)ﬂ si x grande.
Cada J, tiene infinitos ceros en (0, ®):

los de Jo son: 2.4048, 5.5201, 8.6532, ... ,

ylosde j1: 3.8317,7.0156,10.1735, ... .

Frobenius, si r1—r,=2p#0,1,..., da la otra solucién (no acotada en x=0):

Y2=X pZ kak x>0 (Ilevandola a [B] se tiene J—p(x)= P Z mlr_pl+)::+1) ]2'" )
k=0
Si p€N, pero 2peN (p:%, % ) podria y, contener un Inx pero no es asi
(caso c] de Frobenius con d=0). De hecho, haciendo p:% en Jip se tiene:

1)mX2m+l - 5 - - 5
\/72 22m+1m| m+o-Ird) ~ Vx senx|, j_%(x)_..._ V% CosXx|.

Se prueba jp+1:7]p—jp_1 = las J2n+1, N€Z, son funciones elementales.
2

Para p=neN hay que hallar las y, de Frobenius (y se obtiene un Inx). Por
ejemplo para p=0 (que seguro contiene logaritmos) :

1 1 1 2m _ funcion de B 1d

y2= z e 1 3 A TSP )00 Inx = Ko(x) firncion de Bessel de
Nos serd util en el futuro conocer estas propiedades de las derivadas:

(%[xpjp(x)]:xpjp_l(x), (%[X—P,Ip(x)]:—x—”jpﬂ(x) (En particular, [[f:]l,]::_jfi )

Pepe Aranda Frobenius, ecuaciones famosas, el infinito - 14/16



2.4 El punto del infinito

Nos ocupamos de las soluciones para grandes x. Pocas EDOs se resuelven
integrando. Y las series solucién (salvo que se identifiquen con funciones
elementales) no dan esa informacién, ni convergiendo Vx. Para ver qué
sucede cuando x— oo, lo natural es hacer el cambio de variable x=1/s y
estudiar sus soluciones cuando s—0%, que serd facil si s=0 (el punto del
infinito de la ecuaciodn inicial) es regular o singular regular para la nueva.

A diferencia del cambio s=x—x, que no cambia las derivadas, hacer x=1/s
exige la regla de la cadena. Usando puntos para las derivadas respecto a s:

X:% - VZY%Z—%Y' y”:)%y-i-)%y - ‘y’:—szy, y":s4;\7+253y‘.

Ej 1. ‘(1+x2)y”+xy’—y:0‘ Veamos su comportamiento para x grande:

x=1 2 (1+5)s%+(1+5)25%y— Sy —y = s2(1+5%)y + 5(1+25%)y —y=0.
Para esta ecuacién s=0 es singular regular, con r==1. Sus soluciones son:
y1=> csktl=cos+c1s?+-++, Co£0; y2=3 brskL4dyiins, bo#£0.
k=0 k=0
Si s— 0%, y1—0, mientras que y>,— o (si bp>0, sea d=0 6 d#£0). Luego
sabemos que, si x — o, unas soluciones tienden a 0 y otras tienden a .
Como y1=x es solucién que salta a la vista, podemos resolver y comprobar:
_ —2a—[adx gy — dx 2 _ 2
y2=x[x"2e dx xfxzm V14x2 = y=c1x+caV1+x2 .

Hay soluciones que claramente — o y las C(x—v1+x? )= — = —»
X+ 4/ 14x2 X—00

Pepe Aranda Frobenius, ecuaciones famosas, el infinito - 15/16



Final del capitulo 2

Para Hermite y Bessel este camino pareceria adecuado para estudiar sus
soluciones para x gordo, pero, por desgracia, s=0 es singular no regular
en ambos casos. Aunque para Legendre lo interesante sucede en [-1,1],
vamos a analizar su punto del infinito. En 2.3 obtuvimos sus series solucién
en x=0 [hablan de |x|]<1]y entorno a x=1 [hablan de xe(—1, 3) 1.

[L] (1=x2)y”'— 2xy" + py = 0 "Z2° [Leo] $2(s2—1)y + 253y + py =0 .
Para [Leo] €5 s=0 singular regular, con a*(s)=2s%/(s2—1), b*(s)=p/(s2—1)
analiticas en |s|<1. Las series solucién de [Lo] convergerdn al menos en
ese intervalo y de ellas podremos extraer informacién, por tanto, sobre las
soluciones de [L] para |x|>1. Como el polinomio indicial de [Lx] tiene para
todo p>0 una raiz r1:%[1+,/1+4p:|>0 deducimos, por ejemplo, que
siempre hay soluciones de [L] que tienden a 0 para x—o0.

[Pues y1(s):s’1§0ck5’<—> 0sis—0",osea, yi(x)= rlkzockx e 0 ]
Resolvamos por séries [Leo] si p=0 (Unico p para el que s=0 es regular):
y= i cksk — Ckzk_TZCk_z , k=2,3,...
k=0
- y=co+cis+33 4+ ]=co+cr[x T+ ix34Ex 5400,
serie (no de potencias) que da las soluciones para |x|>1 (donde converge).
|1+x

O bien: (1—x?)v/==2xv, v=15, y=co+c1In =co+c1In|{

1-

» X, S#££L.

Pepe Aranda Frobenius, ecuaciones famosas, el infini



