4. Separacion de variables

Este método da la solucién de EDPs en forma de serie de Fourier
(para problemas planteados en un intervalo finito en una de las
variables), Unico camino posible en muchos casos.

En 4.1 se tratan los problemas homogéneos y no homogéneos
para el calor (y ecuaciones similares) en 2 variables.

En 4.2 se hace lo mismo para la ecuacién de ondas, comparando
con los resultados obtenidos en la seccién 1.4 a partir de la férmula
de D’Alembert.

[Este pdf incluye esas dos secciones y las dos siguientes van en otro].

En 4.3 se resuelve Laplace en cartesianas y en polares. Todas las
condiciones seran de contorno (a veces no escritas explicitamente
cuando trabajemos en polares).

En 4.4 se ven algunos problemas con tres variables con dos (en
vez de un) problemas de contorno. Apareceran los polinomios de
Legendre (resolviendo Laplace en la esfera) y las J, de Bessel
(vibracién de un tambor).
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4.1. Separando en el calor. El método general

Homogéneos: Buscamos soluciones de la forma u(x, t)=X(x)T(t)
cumpliendo las condiciones homogéneas. Obtendremos infinitas
soluciones de ese tipo resolviendo alglin problema de contorno
(casi siempre para X”’4+AX =0) y otra EDO homogénea (de primer
orden para el calor). Construiremos u(x, t)=>.cnXn(x)Tn(t) con
ellas y sélo faltard calcular los ¢, de Ia serie imponiendo el dato
inicial y haciendo un desarrollo de Fourier.

No homogéneos: Se lleva a la EDP con la F(x,t) desarrollada una
serie cuyos términos seran productos de las autofunciones X,
del problema homogéneo por funciones T,(t) a determinar
de la otra variable. Se obtiene la solucién resolviendo la familia
de EDOs lineales no homogéneas que surgen, con las condiciones
que se deducen de las iniciales.

Si son las condiciones de contorno no homogéneas, primero se
hace un cambio de variable w=u—v.

[En la ecuacién de ondas las EDOs para las T, seran de segundo orden,
en Laplace también, y en polares seran ecuaciones de Euler].
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Primer problema homogéneo para el calor

Ur—kuxx =0, xe(0,L), t>0 | [E]
[Pl]{

Sea u(x, 0) = f(x) 1
u(0,t)y=u(L, t)=0 [C]
T’ . " /
uU=XT - XT'—kX""T =0, X 75 (mejor que &-=T0).

Como el primer miembro es funcién sélo de x y segundo de sélo t
deben ser iguales a una constante:
X' 1T
X=kT = —A (con —A queda la ecuacién famosa de 3.1).
X" +AX=0 [1]
T +AkT=0 [2]°
Nos interesan sélo las soluciones que cumplen [C]:
u(0,t)=X(0)T(t)=0 = X(0)=0. Igualmente, X(L)=0.
(T(t)=0 = u=0 y no se cumpliria la condicién inicial).
X' +2AX=0
X(0)=X(L)=0

Obtenemos dos EDOs: {

2
- )\n_” > Xn={senX} n=1,2,...

272 2124712
- T/:_kanrt T - Tn:{e—kn met/L }
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acabando el problema

Para cada n son soluciones de [E] cumpliendo [C] las funciones
Un(x, t) = {e k"t sen X} n_1,2,. ..
Suponemos que también lo hace la serie infinita:
u(x, t)=Y.CnUn(x, t)= 3 cpe kMt sen X [3]
n=1

n=1
Para que se cumpla la condicién inicial [1] debe ser:

chsen——f(x)=>cn_Lj (x)sen®™dx, n=1,2,.

La solucion de [P1] es la serie [3] con estos coeficientes.

Si f es C! atrozos, se prueba que la serie converge y define una funcién C*®
en [0,L]x(0,).Es u=0 en x=0 y x=L.Y la condicidn inicial se cumple
en este sentido: la u(x, t) dada por la serie para t>0 y por u(x, 0)=f(x) es
continua salvo en los puntos de t=0 en que f es discontinua.

Aunque f sea discontinua, la solucién es C* para todo t>0 por pequefo
que sea: a diferencia de las ondas, las discontinuidades desaparecen en el
calor instantdneamente, como dijimos al resolverla con la F.

Como un—>0 Vn (y es buena la convergencia), u(x, t)—» 0 Vxel[o,L].

[La varilla tiende a ponerse a 0 grados, como era esperable].

Pepe Aranda separacién de variables en calor y ondas - 4/20



Condiciones no homogéneas de contorno

[P ] ur—kuxx =0, xe(0,L), t>0 To, T
23 \u(x, 0)=f(x), u(0,t)=To, u(L, t)=T. | constantes

Si las condiciones de contorno son no homogéneas se debe
primero hacerlas 0 [de X(0)T(t)=To no sale nada].

Una v(x) que las cumple es la recta: v=[1—7]To+7T¢.
Haciendo w=u—v el problema se lleva a uno como [P1]:
wr—kwxx=0, x€(0,L),t>0
w(x, 0)=f(x)—v(x), w(0, t)=w(L, t)=0

ue )=[1=F]To+ £T+3] cn e kMMl gen MTX — vy,

—

con C”—Lfo f(x)— v(x)]sen”"xdx n=1,2,.

v(x) representa la distribucién estacionaria hacia la que tienden
las temperaturas en la varilla, pues Wt—>0.
— 00

[Si To y T, dependen de t, la v de antes (vista ya en 1.4 para la cuerda)
sigue cumpliendo los datos de contorno. Pero la EDP para w es, en general,
no homogénea y v pierde su significado fisico. Con otros datos de contorno
se buscan v(x, t) distintas. A veces seran rectas, quizas otras funciones...].
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Un ejemplo y principio de los problemas no homogéneos

Ej1 { ur—uxx =0, xe(0,1), t>0

u(x,0)=1, u(0,t)=1,u(1,t)=0
Operando se llega a: y
u(x,t)=1—x+= Z W

—n2

e~ ™tsen(nmx),

que tiende hacia la dlstrlbuaon v(x)=1—x. 05
[No importa que para t=0 sea incoherente el
dato inicial con el de contorno en x=11.

La solucién para t=0.001,0.01,0.1,1 (usando 20
s umandos de la serie) se ve a la derecha.

En lo problemas no homogéneos probaremos siempre una serie de

autofunciones del homogéneo (que se calculan previamente).

[Ps] ur—kuxx =F(x, t), xe(0,m), t>0
31 u(x, 0)=f(x), u(0, t)=u(m, t)=0

(Tomamos L=m para abreviar las expresiones).

[Si las condiciones de contorno fuesen no homogéneas se empezaria
con un cambio w=u—v para que lo fuesen].
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sigue el problema no homogéneo

Las autofunciones del [P1] eran {sennx}, n=1,2,... Llevamos a la
EDP y al dato inicial esta serie que ya cumple los datos de contorno:

2 con Tp(t) funciones
ulx t)= El Tn(t)sennx | ' yeterminar.

Suponemos que se puede derivar término a término:
S [T/(t)+kn?Th(t)]sennx = F(x, t) = S Bn(t)sennx —
n=1

n=1 =

Bn(t):%fJF(X, t)sennxdx (desarrollo de F en senos para t fijo).
Para cada n serd T/ + kn?T, =Bn(t). Y del dato inicial:

u(x,0)= i Tn(0)sennx=f(x) = Tn(O):cn:%fg f(x)sennxdx.
n=1

Tenemos la Tp(t) y la solucién de [P3] resolviendo estos problemas
para EDOs lineales:

{ T! +kn?Tp = By(t)
Tn(0) =cn

(con la férmula de las lineales de primer orden o, a veces,
tanteando, si se puede usar coeficientes indeterminados).
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Varilla con extremos aislados

—kuxx =0, xe(0,L), t>0
”’4]{ u(x, 0)=f(x), ux(0, t)=ux(L, t)=

Separando variables aparecen las mismas EDOs que en [P1], pero
cambian las condiciones de contorno de la X:

X"+ AX =0 2q2
{x’(g):x'(L):o = An="5=, n=0,1,..., Xn={cos 2=

Para estos A se tienen las Tn:{e—’mz"zmz} [To={1}].

. X 2224712
Probamos pues la serie: u(x, t)=% + Z an e~k /L% cos X

Y la condicién inicial da aqui: u(x,0)= a" + Z an cos" X =f(x).

Los an serdn pues: an 7,_f0 x)cos™™ dx, n=0,1,.

La varilla (aislada) tiende cuando t — oo al valor medio
de las temperaturas iniciales: ao/Z:%fé f(x)dx.

Para ux(0, t)=Fo(t), ux(L, t)=F.(t), en general, no hay v(x, t) que
sea recta y la EDP en w normalmente serd no homogénea.

A un no homogéneo se lleva: u(x, t):To(t)+n§1Tn( )cos .
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Ejemplos de los apuntes con datos de contorno variados

. ur—uxx =0, x€(0,1), t>0 2
Ej 2. u(x, 0)=ux(0, t)=0, Ux(1, t)=2 v=x< cumple los datos de contorno.

2 We— Wyx = 2
W=U=x" = {W(X,O):—xz, wx(0, t)=wy (L, t)=0

w=To(t)+. Tn(t)cosnmx — Tg+> [T/ +n?1?Ty] cOSNTIX=2 [ya desarrolladal.

n=1 n=1

To(0)+ i Tn(0)cosnNx=—x% =—
n=1

00
4(=1)"
%—Z ,(72"% cosnmx —

T =2 T/ +n2m2Th=0 1_ 4 3D 22
0 n =T u=2t+x2—3— =% e "™t cosnmx.
{To(O):—%' {an):an + 3 nznZ:l

Ej 3. | Ut~ Un=tsenx, x€(0,3), t>0 | Son condiciones nuevas y se
“| u(x,0)=u(0, t)=ux(m/2,t)=0 necesitan sus autofunciones:

X"4AX=0, X(0)=X'(3)=0 — Xp={sen(2n—1)x}, n=1,2,...

i[T,’7+(2n—1)2Tn]sen(2n—1)x:tsenx.

n=1

u=3"Tn(t)sen(2n—1)x —
n=1

Se tienen las EDOs: T;+Ti=t y T/+(2n—1)2T,=0, n>1.
u(x,0)= i Th(0)sen(2n—1)x=0 = T,(0)=0 Vn. La Unica T,#0 la da:
n=1

;o ,
{2(*07)-1_: - Ti=Cettt-1%c=1. u=(e~t+t—1)senx solucién unica.
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mas ejemplos (con datos de contorno no nulos)

ur—4uxx=0, x€(0, m), t>0 Es clara v(t)=e=%
u(x,0)=1, ux(0, t)=0, u(m, t) =e 4t (luego damos una mejor).

w=u—v { Wi—4Wyy = de~4t . ) X" +AX=0 .
w(x,0)=wx (0, t)=w(m, t)=0 [M°homegenecl  y(qy_ x(m)=0

w= Z Ta(t)cos ZX Z [T/ +(2n— 1)2T,] cos ZX _ge-4t,
= n=1
1 n+1fg—4t_ (2n—1)2r]
T/ 4(2n—1)2T =Bpe—4t, B, = 6L _ 16(-1) [e
{T:(O):O(del dato iniciay D Tn 11(2n—3)(2n—1)(2n+1)

Cumplen la EDP v productos de soluciones de X" +AX=0y T’+4AT=0 VA.

.y a4t wt —4wxx =0
Enconcreto v=—e COSX-’{w(x,0):1+cosx,wx(o,t):w(n,t):o

2 —(2n—1)2t @n=1)x _ —at
[2n+1+2n 5— =g )e 3D cos it e %cosx.

Ej 4.

—

~Ei 5 ur—uxx=0, x€(0,1),t>0 v=Mx+N—- M=N=1,
]S u(x,0)=x, ux(0, t)—u(0,t)=0,ux(1,t)=1| v=x+1. w=u—v —
{Wt—Wxx—O w(x,0)=-1, {X”+)\X 0 Se sabe que A>0y se ve
Wx(0, t)—w(0, t)=wx(1,t)=0 X’(0)—X(0)=X’(1)=0 que A=0 no es autovalor.
Si A>0: X=cC1 COSWX+C2Senwx, {g”c";‘%z?lsenw - ¥
tanw=1, Ap=w?, Xn_{coswn(x 1)}, To={e?nt}. 1Dy A AT
o vy YA NYAR
_ w(x,0)=— o !
W:Z che Mt Xp(x) cn:——Zijfsgr‘ﬁ"an. ’ / / [ /
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Ejemplos para nuevas EDPs parabdlicas

Ut—4(1+2t) Uuxx=0, x€(0,m), t>0 | U= XT—'XT’ (4+86)X"T

Ei 6. | Lix,0)=1, u(0, t)=Ux(m, t)=0 R
X" $AX=0 _ (2n—1)? _ (2n—1)x
{X(O):X’(T{):O ’ )\n—T, X —{SenT}, n=1,2,...

Y ademéas: T/+4Ap(1+26)T=0 — Tnf{e—(Z"—1>2<f+f2>}

u(x, t)fZC e n=D(t+£%) gon DX -y, 0)—chsen Griakx_j -

n=1
cnz%jo sen@dx: n(Zs—l)' (x.t)=% nz 2n ;e(2n-1 P (t+t? )senw.
Ej 7 Ut—Uxx:r3U:F(:(),X€((l, m),t>0| a) F(x)= 4senx
u(x,0)=u(0, t)=u(m, t)=0 b) F(x)=
U=XT = 5 =T 3=oa [ 1263 ] {X””imi’ = Xn= {sennx}
Llevamos u(x,t)= > Tn(t)sennx a la EDPy al dato inicial:
i [Tl’1+(n2+3)Tn,E|:slen nx=F(x), u(x,0)= iTn(O)sen nx=0— Tp(0)=0.
" ) %;5;210:4 — T1=1—e"%, yresto 0. IQ; u(x, t)=(1—e*)senx.
b) Es n:4senx+%sen3x+- -, pues —fo nsennxdx=2=C1" (;1)” . Ty eldea).
El siguiente: E(Ja)li?:% - u=(1—e"*)senx+3(1—e 2)sen3x +---
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Ultimo ejemplo

Hasta ahora la EDO del problema de contorno siempre fue X”” +AX=0 y las
series de Fourier eran con peso r(x)=1. Resolvamos un ejemplo en el que
sale otra EDO para la que se necesita la teoria méas general del capitulo 3.

Ei 8 Ut—Uxx—4Uux—4u=0, xe (0, m), t>0
1S 1 ux,0)=e2, u(0, t)=u(m, t)=0
1 ! X,/ 4X, 4 A X:O
U=XT —» D= X8 g {X(OJ;:X(tg)iO) y T/+AT=0.

(en forma autoadjunta [e*X’]’ +4e%*X+Ae**X=0)
El problema con X da: A,=n?%, Xp={e %*sennx}, n=1,2,... —

00 00
ux, t)=> cn e~"te=2sennx . u(x,0)= Sl cpe ¥ sennx=e". (o)

n=1 n=1

Para dar los ¢, necesitamos (abajo vemos atajos) calcular:

(Xn, Xn)= [, e¥ e~ sen?nxdx=73, 4 & eem12t
n =2 Z e 2Xsen(2m—1)x
(€72X, Xn) = [, sen nxdx=C10 MLy 2m-1

Si vemos que () equivale a Z chsennx=1—- ch== fo sennxdx (calculado ya).

n=1
Con cambios u= ePt+ay se simplifican EDPs. Todo pide hacer u=e=2*w —
Wi — Wxx =0 . L.
w(x,0)=1, w(0, t)=w(m, t)=0 * primer problema resuelto en la seccion.
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4.2. Separacion de variables para ondas

Resolvamos el problema para la cuerda vibrante con extremos
fijos (en 1.4 lo hicimos con extensiones y D'Alembert):

u(x, 0)=f(x), ue(x, 0)=g(x)
u(0,t)=u(L, t)=0

Separando u=X(x)T(t) y de los datos de contorno obtenemos:

utt — c?uxx =0, x€[0,L], teR
[P1] {

X' _aT {X”-i—)\X:O,X(O):X(L):O .
X "c2T "~ T +Ac2T=0
)\n:”z"2 Xn={sen™*}, n=1,2,. Tn:{sen'”z“ cos%ﬁ

Asilas up(x, t)=[kn cosm—kcn senw sen™ n=1,2,..
L L

satisfacen la EDP y las condiciones de contorno.

. 2 . nmct nmct nmx
La solucién es: |u(x,t)= nzl[kncos +cpsen T [sen ™ |

u(x,0)= ansen””X f(x)—»kn:%féf( sen™™ dx.

L
MEcpsen X =g(x) = cn= ¢ [, 9(x) senX dx.

Ms

ut(x,0)=

n=1

[ "cn son los coeficientes del desarrollo de g en senos].
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discusion de las series y primer ejemplo

Se prueba que las series convergen y satisfacen realmente el problema si f
y g cumplen las condiciones pedidas en 1.4: si sus extensiones son C2 y C1,
respectivamente (si no son tan buenas la serie dara soluciones débiles).

Para algunas cuestiones (valores concretos, dibujos, ...) D'Alembert es
mejor, pero se ven mejor otras propiedades en la serie. Por ejemplo, como
las u, son 2L/c-periddicas en t, también u tiene este periodo. La solucién
aparece como suma infinita de ‘modos naturales de vibracién’ [ sen(nmx/L) ]
que vibran con una frecuencia nmnc/L (‘frecuencias naturales’ de la cuerda).
En términos acuUsticos u; da el tono fundamental (su frecuencia es mc/L) y
el resto son los ‘arménicos’ (de frecuencia multiplo de la anterior).

Como siempre, para empezar la separacién de variables, deben anularse las
condiciones de contorno. Y en los problemas no homogéneos se usan series
de autofunciones del homogéneo.

- . _Jx, 0<x<1/2 o (Ej 7 de 1.4: cuerda
Ej 1. Si f(x)_{l—x, 1/2<x<1 9(x)=0 pulsada de una guitarra).

u(x, t)= > kpcosnmt sennmx (2-periédica), con

n=1

kn :Zfol/zxsen nnxdx+2fll/2(1—x) sennmxdx=—tsen®t [ 50, ].

(Pulsando la cuerda en el centro desaparecen los arménicos pares).
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Ejemplo 2 (utilizando D’Alembert y separando variables)

ugr—uxx=0, x€[0,2], teR

Hallemos u(1,2) y u(x,1). Para empezar
Ej 2. | u(x,0)=x2, us(x,0)=0 (1.2) y ulx.1) P

u(0,6)=0, u(2, t)=4 v(x, t)y=[1=7F]ho(t)+7hL(t) » v=2x
w=u—v {th —wxx=0, x€[0, 2] //"(; """""1"""""";;5""\“‘
w(x,0)=x2—2x, w(x,0)=w(0,t)=w(2,t)=0" R L -,
B N P x-ox

Se extiende f a f* impar y 4-periédica definida Vx:
, —X(x+2) en [-2,0], x(x—2) en [0,2], —(x—4)(x—2) en [2,4],
La solucién viene dada por w(x, t)= l[f*(x-s—t)-|rf*(x—i.“)] —
w(L,2)=3[F*(3)+F*(=1)] "B [ F*(—1)+F*(=1)] ™A (1) =1, u(1,2)=3.
Para hallar w(x, 1) aparecen dos casos:
w(x,1)= { 0<x<1, 3[—(x—1)(x+1)+(x+1)(x—=1)]=0

1<x<2, 3[-(x=1)(x=3)+(x—=3)(x—1)]=0
[Llevando f* una unidad a izquierda y derecha y sumando todo se cancelal.

- u(x,1)=2x.

Para separar variables copiamos férmulas: w(x, t)= Z kn cosngt sen™ con

2
2 0
:L (—2x)sen X = %, w=—33% (2m—1)3 cos(2 Ut e 2m-Timx
m=1
Para t=1 los cosenos se anulan y es w(x,1)=0 (como por D’'Alembert).
Ademas w(1,2)=33 i Dl [:1; deducimos que 1—5+q5— = g]
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Ejemplo 3 de ondas

: Uit —Uxx =X, X€[0, m], teR ®
Ei 3. U(x,0)=ue(x,0)=u(0,t)=u(mt)=0 | Y=2Tn

Llevando la serie a la EDP y a los datos inciales se deduce:

i 1
TV +n?Tp = %fgx sennxdx = w Tn(O):T’(O):

(t)sennx (se anula en x=0, m).

Th=cycosnt+co sennt+M gt u(x, t)y=2 Z [_1] [1 cosnt]sennx .
O con un problema homogéneo, hallando una solucién v(x) de la EDP que
cumpla los datos de contorno: —v”/=x, v(0)=v(m)=0 — v=£(n2x—x3).

w=u—v lleva a [P1], con f(x)=—v(x) y g(x)=0, y asi:
u=3(n?x— x3)+22[ " cosnt sennx, pues

3_q2 2[—1]”
=0 (x nx)sennxdx_ .

Ambas series nos dan la soluaon V(x, t), pero el problema es obtener (sin
ordenador) informacién sobre ellas. Por ejemplo, équé aspecto tendra:

U(X:"):mZ:]l m sen(2m—1)x = $(m?x—x3)+ n; Z sennx?
Se puede decir con D’Alembert. Si f* extensién impar y 2m-peridédica de —v,
w(x, m) = [ F*(x+ M)+ F*(x—m) | =F*(x—m) = —v(x—T) si x€[0, 1] =

u(x, M) =v(x)—Vv(x—Tm)= Zx(m—x) (parabola con méaximo en x="1 fécil de dibujar).
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Condiciones en la uyx (extremo libre)

El dato ux=0 indica que el extremo de la cuerda se mueve verticalmente
con libertad (imaginemos una anilla engrasada y una varilla vertical). Y ya
dijimos en 1.4 que las extensiones entonces son pares.

upr—Uxx=0, x€l0, 2m], teR Hallemos u(x, 2m), usando
. senx, x€[0, ' i
Ej 4. | u(x,0)=0, Ut(X,O):{ . :Ef;’én]ﬂ] D’Alembert y separando variables.
ux(0, t)=ux(2m, t)=0 N\ g
d d , EVAAYN
{utt—uxx:O, x, teR -2 O T on 4m
u(x,0)=0, ut(x,0)=g *(x) con g* pary 4m-periddica.

X+2m
x—2ng 72] 2ng 7f0 sensds =2

u(x,2m) =
Separando variables:
X" 4+AX=0, X’ (0)=X’'(2m)=0 —»A,,:ﬁ, Xn={cos 5}, n=0,1,...
{T”+)\nT:0 To={t}
T(0)=0 To={sen%}, n>1

Como u(x,2m)=aom basta hallar este coeficiente.

— u(x, t)_a°t+2ansen 5 cos.

ur(x,0)=2+3 - - ag== [ senxdx=2 - u(x,2m)=2.
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Una cuerda con rozamiento

ugt+4ur—uxx=0, x€[0, ], teR
Ej 6. | u(x,0) =sen2x
ug(x, 0)=u(0, t)=u(m, t)=0

La ecuacién nueva lleva a comenzar
separando variables:

_ TN+4T/ X” X”+)\X =0 _
u=XT - DA _ X2 5 {X(O):X(n):o L An=

n=1,2,... - T"4+4T +n?T =0, y=—2+£v4—n? —

n?, X,={sennx},

Ti=c1eC2+Y3)t 4 0, e(=2=V3)t | T)—(c1+cot)e 2t

Trz3=e"%(c1cosvn2—4t+cysenvn2—4t).

Probamos u(x, t)=>" Ta(t)sennx, ademas con los datos iniciales:
n=1

u(x,0)= ZTn 0)sennx=sen2x, ut(x,0)= ZT’(O )sennx=0

n=1
— Th(t)=0, si n#2. Sélo es no nula T, para la que debe ser
T2(0)=c1=1
Té(O) =c—2¢c1=0
[La cuerda con rozamiento tiende a pararse].

— u(x.t)=(14+2t)e ?tsen2x.
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Ondas en el espacio

La ecuacién de ondas en el plano o el espacio y coordenadas no cartesianas
(y la del calor) dan lugar a ecuaciones que no son X +AX=0 y precisan la
teoria general del capitulo 3. Los problemas en més variables se veran en
4.4, pero podemos resolver ya alguno si se reduce a uno de 2 variables.

Por ejemplo, la ecuacién ug—c2Au=0 en esferas lleva, en general, a una
EDP en 4 variables (el tiempo t ylas r, 6, ¢ ), cuyas soluciones se fijan con
unos datos de contorno y un par de condiciones iniciales. Las soluciones que
no dependen de los angulos siguen la ecuaciéon de ondas en el espacio
con simetria radial (ya tratada en 1.4). Vamos a resolver este problema
(vibraciones entre dos superficies esféricas):

Ute — Upr— 2u;=0, 1<r<2, teR
[P21 4 u(r, 0)=F(r), ue(r,0)=g(r)
u(l, t)=u(2,t)=0

R4 2R L rR” 2R’ +ArR=0, R(1)=R(2)=0
u(r, )=R(OT(O) » “= =T =r = {7, 2040

Vimos la ecuacién de R en 3.1 (alli asociada a un problema singular, aqui es
regular). Se resolvia con el cambio S=rR:

S”4+AS=0 r=s+1(S”"+A5=0 An=n2m2 R _{Sennnr}
5(1)25(2)20 - 5(0):5(1):0 - n:l,Z,,.. - n— T .

Para esos A las soluciones para T son T,={cosnmnt,sennnt}.
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fin de las ondas en el espacio

)

Probamos, pues: u(r, t)= > [kncosnmt + ¢, sennmt]

sennmr
—r

Ademas: 3 knSSD _f(r) y 3 nmc, ST _g(r). (o)

n=1 n=1

Para desarrollar en las Ry, se precisa: [r2R’] +Ar2R=0.
2 2
Como (Rn,Rn)= [ r? —Se“rz”"rdrz (f,Rn) fl r’f(r)=tdr,
kn:2f12rf(r)sennnrdr y Cn:ﬁfl rg(r)ysennmrdr .

Evidentemente se llega a lo mismo (aqui es mucho mas corto, pero otras
veces no habrd atajos y hay que conocer la teoria general) observando que
las condiciones (e) se podrian haber reescrito asi:
> knsennmr=rf(r) y > nucpsennmr=rg(r).
n=1 n=1
De hecho, todo se simplifica mucho con el cambio de variable de 1.4:
u=Y {Vtt—VrrZO
o v(r,0)=rf(r),ve(r,0)=rg(r), v(1,t)=v(2,t)=0 ’
que es casi igual que el primero visto en esta seccién.

[Las ondas en plano con simetria satisfacen ug—urr— %ur:O y la ecuacién en R es
rR” +R’+ArR=0, que (lo vimos en 3.1) est4 asociada a las funciones de Bessel].
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