4.3. Separaciéon de variables para Laplace. Cartesianas.

» Au=F(x,y), en (0,a)x (0, b) b il
ey [ [Par] { u(x, 0)=To(x), u(x, b)=fy(x) o) 9
u(0,y)=go(y), u(a,y)=ga(y) 0 G

Basta resolver los 5 subproblemas (4 homgéneos y el de F) que salen al anular 4 funciones y
sumar sus soluciones (bastan menos, pues sélo se precisan 2 datos de contorno nulos, y atajan
cambios w=u—v). Resolvemos uno homogéneo (los otros son similares, dos de ellos con Yp ):

Uxx +Uuyy =0, en (0,a)x(0, b)
{u(x,O):fo(x), u(x,b)=u(0,y)=u(a,y)=0

_ ” ”"_ X” Y X"4+AX =0
U=XY = X"Y4XY"=0 » -5 = - {Y" AY =0

X(0)=X(a)=0 - Ap="1", an{sen”"x} n=1,2,.
Yp=c1 "™/ ¢ e "™/3 Como u(x,b)=0— Y(b)=0
= Y= ennb/a(enn[y—b]/a_enn[b—y]/a) _ {sh "Tf[g—}’] } ]

Probamos: |u(x,y)= i cn sh@ senX | y debe ser:
n=1

nnb nnb nmx
u(x,0)= ch shim =fy(x) = cpsh™Z2 afo fo(x)sen™ dx.
n=1
X e Y son intercambiables. En calor y ondas las autofunciones eran siempre X, (las condiciones
de T eran iniciales). Para Laplace en polares, aunque tanto R como © tendran condiciones de
contorno, la EDO de la © serd mas sencilla y dara siempre las autofunciones.
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Resolviendo no homogéneos (Dirichlet y Neumann)

Al Dirichlet no homogéneo llevaremos las autofunciones que sugiera la F:
Au=F(x,y), en (0,a)x (0, b)
u(x,0)=u(x,b)=u(0,y)=u(a,y)=0

ulx,y) = Z Yn(y)sen ™ 6 u(x,y)= ZX,, (x)sen "X

n=1 =1

Neumann no | p Au=F(x,y), en (0, m)x (0, m)
homogéneo: nr Uy(X,O) :Uy(X, TI) =ux(0,y) :ux(n,y) -0

X" 4+AX=0,Y”—=AY=0 con X’/(0)=X’(m)=0, Y’(0)=Y’(m)=0, da de nuevo
dos familias {cosnx} 6 {cosny},n=0,1,... Elegimos, por ejemplo:

u(x,y)=Xo(x) + i Xn(x)cosny —

X"+Z[ ”—ann]cosny— +Z Bn(x)cosny, Bp(x)==% f Fcosnydy.

n=1
Debemos resolver los infinitos problemas de contorno:

X{=3Bo=7z[yFdy, X”—n?X,=B,,n>1, con X’ (0)=X(m)=0.
Las X, quedan determinadas. Pero X{'=0, X{(0)=X{(m)=0 tiene infinitas
soluciones ({1} )y segln 3.3, debe ser fo 1-Bo x)dx_fgng(x,y)dxdyzo

para tener solucién. Entonces hay infinitas que difieren en una constante.
[Todo coherente con lo que sabiamos sobre Neumann desde 1.3].
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Ejemplo de Neumann en cartesianas

Ej 1. Calculemos la solucién de [P,/] en el caso de que |F(x,y)=x—a|.

El problema sélo tiene solucién si ff F=0, o sea, si a:% .

Queda X”—x—— (F ya desarrollada en {cosny} = X,=0, n>1).

Integrando y utilizando X7 (0)=Xg(m)=0: .

A partir de u= i Yn(y)cosnx habria que poner F=x—§ en serie de cosnx:

n=0
2 (m n [ 0,sin=0,24,...
angfo(X—i)cosnxdxf{_n%,Sin:l 3,...

YU + Z [Y”/—n?Yp] cosnx = 3" Bam-1cos(2m—1)x

m=1
Y” —0 Y/ —4m?Yym =0
0 - _ 2m m — =
{Y(/)(O):Y(I)(T[):O Yo=C. {Yém(o):Yém(n): Yom=0.
{Y;’m 1~ @m=1)>Yom-1=Bom-1 _ Yom_1=—22m=1_
Yom1(0)=Y3 1 (M=0 em=

Otra forma de la solucién es u(x,y)=C+ = Z Coszimzl)x .
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Un ejemplo mixto (todos con solucién Unica)

Ei 2 {UXX+Uyy:0, (x,¥)€(0,1)x (0, m)
121 Lux, 0)=uy (x, ) =u(0,y)=0, u(1,y)=1 0 0
Y”4+AY=0, Y(O):Y’(Tl)zo (2n—1)y
u=XY - {X”—)\X:O, X(O)ZO\ ’ Yn_{SenT}, 1

)\n:(ZnZl)z X=c1e@m-1¥X/2 4 c)e=(2n-1x/2 x_ _{sh(Zn—l)X}_

Probamos u(x,y)= Zc,,Xn(x)Y,,(y) Imponiendo u(1,y)=1:

2n—1 2 (2n 1)y
Cnsh=5 :Efo sen dy= Tr(2n—1) -

4
ulx,y)= nZIH(ZH 1)sh 251 sh

(2n 1)x 2n—1)y

(
sen-==

Si nos gustan mas los datos de contorno para x se puede hacer:

Wxx + Wyy =0 X" +AX=0, X(0)=X(1)=0
W=Uumx = { Wik, 0) = Wyem=0 — {Y”J—F)\Y—Ol YE(1)1)—(§ )
w(0,y)=w(1,y)=0 _' B

— Ap=n?m?, Xp={sennnx}, Yn={ch[nm(n—y)]}.

U=>TknXn(X)Yn(y) -+ = u(x,y)=x+3 #[1,3:[2] ch[nm(m—y)]sennnx.
n=1 n=1
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Para acabar las cartesianas, uno sin solucién Unica

La unicidad en EDPs es complicada y un problema nuevo podria no tenerla.
Como en el este ejemplo (de una ecuacién de ‘Helmholtz’, muy asociada a
los problemas de més de dos variables):

Ej 3. {Au—i—u—O (x.y)€©,mx (-7, %)

uy(x, —5)=uy(x, 7)=u(0,y)=0, u(m, y)=sen2y

Como es ecuacién nueva, empezamos separando variables:
{Y”+)\Y 0 s=y+4

=Xy - X 1Y _ AR
u=XY X+1— =\ - Y,( ) Y,( ):0

Y

s

7
Y”4+AY =0

{Y'(O)zY’(g)zo — An=4n?, Yo={cos2n(y+3)}, n=0,1,...

Xo={senx}

Xn={sh(¥anz1x)}, n>1.
u(x,y)=cosenx-+ i cnsh(van1x)cos (2ny+57) .
n=1 =

X" 4+ (1=Ap)X =0, X(0)=0 —

=sen2y
s

— cp indeterminado, ci1sh(¥3m)=1, ¢c,=0,n>1.

sh(v/3x)

Tiene infinitas soluciones: u(x,y)=Csenx + > ]

seny.
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Laplace en polares

Dirichlet
homogéneo [PD] {
en un circulo:

Au:Urr-‘r%Ur‘i'rleGB: 0, enr<R
u(R,0)=f(0), 6€0,2m)

fo
e"+A0=0 ®

rZR” +rR’—AR=0

No se ven condiciones para ©, pero u(r, 6) debe ser de periédo

21 en 6, es decir, ©(0)=0(2m), ©’(0)=0’(21) —
An=n?,n=0,1,2,..., ©9(6)={1}, ©n(8)={cosnb,sennb}.

Las soluciones para R son (ecuaciones de Euler):

Ro(r)=c1+c2Inr y Rp(r)y=cir"+c2r" si n>1.
La solucién debe estar acotada si r— 0 por razones fisicas y
matematicas (debe ser C?), asi es c2=0 en ambos casos.

u(r, 0)=R(r)e(9) —» CRLR __ " _ 5, {

Probamos: | u(r, 0)=% + 3 r[ancosn + by senné]
n=1

Debe ser: u(R,0)=% + S R"[an cosn6+bpsennd]= () —

n=1

1 (2 1 (2
an = [o" (V<0310 d0 . bn=7am [o "1(6)sen 0o
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sigue Dirichlet en circulo (férmula de Poisson y no homogéneos)

Llevando a la serie: u= 21nf [1+ i cosn(6—¢)]f(¢)d¢

r cosna cosnor rela &, re~ia R2—r2
Como 1+2 Z =1+ Z( Z( Y]: R2+r2—2Rrcosa °

2m 6
_ R?—r? f(¢)dp férmula
Es | u(r,6)= 27 J R2—2Rrcos(6—¢)+r? hn:?’%ﬁglson

Haciendo r=0 deducimos u(0, 9)_2n 0 "f(¢)de. (Si Au=0,
u en el centro del circulo vale la media de los valores en su borde).

Se prueba que si f es continua a trozos, en r<R la u de la serie (o de la
integral) es C* (aunque f sea discontinua), que es Au=0 y que toma el
valor en r=R con continuidad en los 6 en que es continua f (y sigue
habiendo unicidad). (Situacién analoga se da para el [Pqr]).

Siempre a los problemas no homogéneos (como el siguiente) se llevan
series de autofunciones del problema homogéneo, que en el circulo son:

u(r,0)=ao(r)+ i [an(r)cosnd +bp(r)sennb]

n=1
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Ejemplo de Dirichlet no homogéneo en un circulo

Ur | Yee _
(Prc] Urr+7 4+ =4,enr<l1
u(l,0)=cos26

all+1al+ i ([a;’+%a;—’r’—§an] cosné + [b;’+%b;—’r’—§bn]sen ne)=4.
n=t [Ya desarrollada en estas autofunciones].
Haby que resolver las ecuaciones de Euler:
raj+ap=4r, r’a/+ra! —n?ap=0, r’b"+rb! —n’b,=0.
La condicién u(1, 8)=cos26 (también desarrollada) impone:
bn(1)=0Vn, az(1)=1, an(1)=0, n#£2.

La acotacién cuando r—0 sera la otra condicién que habréd que imponer.
La agp se puede hallar con la férmula de variacién de las constantes:
b=t g b e 2,

0, mejor, tanteando, pues (la de coeficientes constantes la tiene del tipo
Ae?S) tiene una agp=Ar? (— 2A+2A=4, A=1).

. acotada ao(1)=0
Asi: ag=cC1+Colnr+r2 "= ¢c;=0 — c1=—1.

_ 5 acotada az(1)=1
Para a: az=ci1r2+cr?2"=—="c=0 —5 c1=1.

No necesitamos resolver mas problemas para asegurar ya que el resto de an y las bp son cero
(0 es solucién y no hay més por tener un problema de Dirichlet solucién Unica).
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Neumannn homogéneo en un circulo

P Au=0, en r<R
[Py] {ur(R,G):f(e), 00, 2m)

El problema de contorno y la ecuacién de Euler son
las mismas que en [Pp], luego probamos: f(e)

u(r, 8)=2 + 3 r"[a, cosné + b, sennd]
n=1

ur(R,0)= 3 nR"1[a, cosn6-+b,sennd]=f(6) , H€[0,2m) —
n=1

an= s [J7F(6) cosnOde, bp=—i— ["F(6) senn0dB, n-1:2..

~ nmR-1 nmR"—1

si no tiene término independiente el desarrollo de f en senos y
cosenos. Es decir, una condiciéon necesaria para que [Py] tenga
solucién por este método es que sea:

foznf(e)dG:O [confirma 1.3: debia ser ¢, fds=[[,F=0].

Ademas, a, queda indeterminado [tipico de Neumann].
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Neumannn no homogéneo en semicirculo
[Py Au=F(r,0) enr<l,0<6<m
N3 ur(1,8)=ug(r, 0)=ug(r, m)=0

Sus autofunciones las dan la ecuacién en 6 y los datos de contorno:

©”+20=0
{@’(O):e'(n):() — Ap=n?, ©p(8)={cosnb}, n=0,1,2,... —

0 La serie de cosenos y senos del [Ppc]
u(r,9) :Ro(r) + Z R,,(r) cosné no cumple los datos de contorno;
n=1

aqui no hay periodicidad.

R”+ FRO+ Z[R” IR! —ﬁRn]cosne :F(r,e):Bo(r)—ki Bn(r)cosné,
con Bo(r lfo (r,0)d6 y Bn( r)_nf0 F(r,8)cosn6de .

Resolvemos rR”+R’ [rR’] =rBo(r) y r?R!/+rR! —n?Rn=r?Bn(r),

con los datos de contorno (singulares): Rp acotada en 0 y R7(1)=0.

Si n>1 hay solucién Unica del homogéneo y del no homogéneo.

Pero si n>0: rR”+R! =0 — Ro=C1+C2Inr F;f‘(cl—"t‘;‘da Rop={1} —

infinit lucion
ha as soluciones

ninguna solucién Ro del no homogéneo segun sea fo rBodr #0.
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Ejemplos resumidos (con condiciones mixtas)

Ei 5 {Au:o,r<1,ee(o,ﬂ) .
13- 1w, 0)=1, ue(r, 0)=u(r, T)=0 0
©”+10=0, ©’(0)=0(%)=0

. An=(2n—1)2, ©,= 2n—1)6},

{rZR”JrrR’—)\R:O,Racotada n=(2n=1)?, ©n={cos(2n—1)6}

Ro=r?"=t, n=1,2,... -»
u=> cpr"lcos(2n—1)6, u/(1,6)= Z (2n—1)cpcos(2n—1)6=1 —
n=1 —
Cn:n(2n4—1)2 senZ22UT y(r0)=1 Z ) r2” 1 cos(2n—1)6.

. Au=0,1<r<2 {e"+/\e:o_,)\ =n2, n=0,1,...
Ej 7. { " B © 2m-per. n ' i
u(1,6)=0,ur(2,6)=1+sen6 ©p={cosné,sennb}.

Ro=c1+¢Colnr E» Ro={Inr}

r’R” +rR’—n?R=0 — =

Rp=c1r"+car" — Rp={r"— —”}
u(r.8)=agInr+ > (r"—r=")[a, cosn6+b,senné].
n=1

ur(2,0)=% + i n(2"=14+2-"-1)[a, cosn8+b,sennb] = 1+sen B
n=1

—ag=2, %blzl y el resto cero — u=2|nr+§(r—r—1)sen6.
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Ultimo ejemplo de Laplace en polares

En el dltimo ejemplo no hay datos implicitos. Todos estén a la vista: Al no
tocar el origen (como en el Ej 7) la acotacién se sustituye por datoen r=1.
Y hay datos en 0 y m y no periodicidad al no dar la vuelta completa.

Ei 8 Au=cosO, 1<r<2,0<6b<m
1 S {u(l,9):u(2,9):ue(r,0):ue(r,n):0

Las autofunciones del homogéno las son los cosenos del [Pyn].

Probamos entonces la serie: u(r,0)=Ro(r)+ >.Rn(r)cosné —

n=1
1 < 1 n?
RY+ 2Ry +§1[R;’+ #R!—"3Rn]cosné=cos 6 [ya desarrollado].
Las condiciones para R, las dan los otros datos de contorno:

Rn(1)©n(8) = > Rn(2)©n(0) =0 = Rs(1)=Rn(2)=0 Vn.
n=0 n=0
Por la unicidad de los problemas mixtos todos los R,=0 menos Rj:

r2R’1’+rR’1—R1:r2 con los datos de contorno nulos de arriba.
C.C.
Rip=Ar? [u=2 no autovalor] » A=3, Ri=cir+car1+3r2 =

clz—%, cz:;i. La solucién es u(r,e):(%rz—%rJrgr_l)cose.

Pepe Aranda separacién en Laplace y més variables - 12/24



Dirichlet en la esfera (con simetria)

Suponiendo que los datos no dependen de ¢:

0
urr+2ur+ 5[uee+ $25ue]=0, r<R
u(R,0)=1(6), 6€[0, 7]

gue sélo tiene dos variables. Separandolas:

2p ’_ —
U=R(r)0(6) — {rR +2rR"—AR=0

o+ %0/ 1 A0=0

sené
El cambio s=cos @ [6'=—sen6%, 0 =sen26022 —cos§%2] lleva a:
2
(1—52)% - 25%—? +A0© =0, ecuacién de Legendre.
Debe © estar acotada en s==+1[6=0,7 polos de la esferal.

Son los autovalores del problema singular Ap=n(n+1), n=0,1, ...
y sus autofunciones los {Pn(s)}={Pn(cos6)} de Legendre.

[Pozl, P1=cos9, Pzzgcosze—l, P3:%cos39—%cose, }
Para estos A: r?R”+4+2rR’—n(n+1)R=0 — pu=n,—(n+1)

R acotad
— Rp=C1rM4cor—(M+1) "€ g 1N}, n=0,1,...
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sigue la esfera con simetria

Probamos | u= 3" anr"Pn(cos8)| —» 3 anR"Pn(cos )=F(6) —
n=0

n=0

an—zz’;f,,lfo f(8)Pn(cos@)sen6d6|, n=0,1,...,

pues r(6)=sen@ es el peso [ (sen 60’) +Asen 66=0] y se cumple:

[ [Pn(cos6)) senode 2% [ [Pn(s)] ds = 52+ .

Ej 9. Si [R=1y f(0)=c0s?6 | es: a,=23L [* s2P,(s)ds —

ao=3[1s2ds=3, ax=3[" [3s%~1s2]ds=2 y restode a,=0
[P1 esimpar (= a1=0), y para s? bastan Pg, P1y P2 ].
La solucién es: u(r, 8)=3—3r2+r2cos?8 [-3(1-x2—y2+222)].

Para un dato como este se pueden determinar los coeficientes tanteando:
29-2(3 cos2— 1) 1 2 1
cos?0=%(5cos?6—3)+3 — a2=5, ao=3 , COMo antes.
P2(cos0)
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problemas exteriores para Laplace (en plano y espacio)

Para la unicidad, las condiciones en el infinito han de ser distintas:

plano: espacio:
Au=0, si r>R Au=0, sir>R
{u(R,e)_f(e),059<2n {u(R,e)_f(e),Osesn
U acotada cuando r— oo u— 0 cuando r—oo
Las ©p son las mismas que las de los problemas interiores:
{©h}={cosnb,sennb}, n=0,1,... {©n}={Pn(cosB)},n=0,1,...
Pero son diferentes las Rj, para las condiciones en el infinito:
n=0, c1+c2Inr—-Ro={1} n=0, ci+cor t - Ro={r 1}
n>0, cir"+cor"—=Ry={r"} n>0, c1r"+cyr—(M+l) - Rn:{r—(n+1)}

[En el plano ningun Rg — 0, y en el espacio estan acotadas 1 y r1;
tender a 0 no daria soluciones en R? y pedir acotaci6n infinitas en R3].

Probando series e imponiendo u(R,0)=f(08) tenemos las soluciones:
u= %+§1 r—"[ancosné+bpsennd] u=22 +§jlan r~("+1)pp(cos 6)

R r2m n
an="7J, f(8)cosn6db, n=o,1,.. an:(2n+12)R Hfgf(e)Pn(cose)senede
bp="" Oznf(e)sennede, n=1,2,.. n=0,1,..
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ejemplos de exteriores

Ej 10. Hallemos la solucién en ambos casos para |f(6) constante.

Basta mirar las series: en el plano.

[Interpretemos los resultados como soluciones estacionarias del calor. Si se
mantiene la superficie de una bola de radio R a k°, la temperatura de los
puntos del espacio serd kR/r, disminuyendo con la distancia a la bola. En el
otro, en vez de imaginar un mundo bidimensional, pensemos en el espacio
con datos y soluciones independientes de z: si la superficie de un cilindro
infinito se conserva a k°, todo el espacio se pondrd a esa temperatural.

[En el interior r<R, tanto en el plano como en el espacio, es u=k1.

en el espacio.

Ej 11. Si ‘R:l y f(e):cosze‘, resolvamos y comparamos con r<1.

En el plano, interior y exterior dan la misma condicién:

u(1,9):%°+z[ancosn9+bnsenn9]=%+%c0529 - 1
n=1
u:%-&-%ﬂ cos26 (interior), u:%—i-# cos26 (exterior).

Para el espacio, el interior se resolvié en el Ej 2. Y en el exterior la condicién
que aparece al hacer r=1 vuelve a ser la del interior. Es:

—1_1.2, 204529 (i i —1_1 1 052 i
u=3—3r*+r?cos?8 (interior), u= 3;—35+3C0s°@ (exterior).
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Reflexiones finales sobre la separacién de variables

En todos los problemas vistos habia una EDP lineal L[u]=F y unas
condiciones adicionales lineales, las EDPs eran ‘separables’ y los
recintos eran ‘simples’ (limitados por ‘variable=cte’).

Cada problema tenian dos condiciones de contorno Ci[u]=hk y ademds
una o dos condiciones iniciales o de contorno. Para Laplace en polares a
veces las condiciones estaban implicitas (periodicidad o acotacién). Hemos
buscado anular las condiciones de contorno.

En todos los problemas homogéneos buscamos soluciones de la EDP del
tipo u=XT, y ello nos condujo a unas autofunciones de un problema de
contorno X, y unas T, soluciones de otra EDO homogénea (igual si era
u=XY, u=R®...). Construimos la serie u(x, t)=>.cnXn(X)Tn(t) y hallamos
los ¢, imponiendo el dato inicial (o datos, o los otros de contorno) y
haciendo desarrollos de Fourier.

Para los problemas no homogéneos llevamos a la EDP (con la F
desarrollada) una serie con productos de las autofunciones del
homogéneo por funciones a determinar de la otra variable. (A veces
debimos antes hallar las autofunciones, los primeros pasos en ambos tipos
de problemas son iguales). Obtuvimos la solucién resolviendo EDOs lineales
no homogéneas con los datos que sacamos de las condiciones iniciales (o
de las otras de contorno).
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pensando sobre subproblemas y cambios de variable

Supongamos, por ejemplo, que hay 3 datos lineales adicionales (como para
el calor en la varilla finita) en nuestro problema:

Llul=F
CH{ Mu—f, Cylul=hs, Calu=hs

Resolver [P] se puede reducir a resolver otros subproblemas mas sencillos:

Lju] =F Lu] =0 Lju] =0 Lju] =0
Mlu] =0 Mlu] = f Mlu] = 0 Mlu] = 0

Py =0 P21y cipuj=0 Py ciuj=n P41 cipuj=o0
Calu]=0 Calu]=0 Calu]=0 Calul=h>

Si u1, Uz, us, ug son sus soluciones, es claro que u=uj+u;+us+us es
solucién de [P], pero conviene casi siempre descomponer menos el [P].

Para hacer 0 las condiciones de contorno (lo pide separacién de variables y
mas métodos) dimos una v cumpliendo Ci[v]=h1, C2[v]=h>, e hicimos:
Liw]=F—L|[v]
M[w]=f—M]v], C1[w]=C2[w]=0
Otras veces interesa hacer homogénea la EDP. Hallando cualquier solucién
v de la ecuacién (L[v]=F) y haciendo como siempre, w=u—v:
Liw] = L[u]—L[v]=0

{M[W]:f—M[V], Cl[W]:hl—Cl[V], Cz[W]:hz—Cz[V]
Un lujo que se puede intentar es hallar una v que cumpla la EDP y ademas
las dos de contorno pues los problemas homogéneos suelen ser mds cortos.
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4.4. Problemas en tres variables - series de Fourier dobles

Sean Xm(x), x€[a, b] e Yn(y), y€][c, d] autofunciones de dos problemas
de Sturm-Liouville de pesos r(x) y s(y), y sea f(x,y) € C([a, b]x[c, d]).
Entonces se puede escribir f, para cada (x,y)€(a, b)x(c, d) como la serie:

brd
f(x,y)= Z Z crmXnYm cnm:mmfa fc f(X,y)XmYnrsdydx.

m=1n=1

Caso particular son las trigonométricas para una feC*([0, L]x[0, M]):

f(xy)=>3 bpmsen P senTrk b”m_LMJJ (x.y)sen™™ senT7X dy dx.

n=1m=1
f(x,y)= 4aoo+ Zano cos™ + Z aomcos T 4 Z Zanm cos ™ cos ¥,

m=1n=1

mmy

anm_LMJJ f(x,y) cosmcos—dydx

[O en Y sencos 6 Y.cossen, o en senos y cosenos]. [Con % y % la férmula vale para n=0 ¢ m:O].

Ej 1. Desarrollemos f(x,y)=xcosy en [0, m]x [0, ] de dos formas-
[t

_a (" _
b”m_n_zj f xcosysennxsenmydydx — XCOSY = Z Z m

n=

sennxsen2my.

a dvd 0 sim#£l, m si m=1,n=0 -
nm= =z xcosycosnxcosmy ly X_{Z[( 1"—1)/(n?) si m=1,n>0

COoS[2n—1]X COSY [estaba desarrollada en y]1.

xcosy_ 5 cosy——z

2
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Calor en un cuadrado

Estudiamos la evolucién de las temperaturas de una placa 0

(dadas las iniciales) si el borde se mantiene a 0°: "
Ut — K[Uxx+Uyy] =0, (x,y)€(0,m)x(0,m), t>0 0 0
u(x,y,0)=f(x,y), u(x,0,t)=u(x,m,t)=u(0,y,t)=u(m,y,t)=0 L

Buscamos: u(x,y,t)=X(x)Y(y)T(t) = XYT'—Kk[X”’Y+XY"”]T =0

X"+ AX = 0

F-5=-r— {w Y Y =0

“AiF=—u-— {T’+I<[)\+H]T 0
Los datos de contorno exigen: X(0)=X(m)=Y(0)=Y(m)=0 . Asi pues:

{)\:nz, Xm={sennx}, n=1,2,...

- (n?+m?)kt
u=m?, Yp={senmy}, m=1,2,.. Tom = {e” b

Cumplen Upm ={e~(""+m>)kt sennxsen my} EDP y datos de contorno.

. 2 2
Probamos la serie | u(x,y, t)= bpm e~ (" +mIkt sennxsenmy |,

HMS

-

que debe cumplir: u(x,y,0) =

I MS EMS

i bnmsennxsenmy = f(x,y) —

bpm = n_Zfofo f(x,y) sennxsenmydxdy , n,m>1.

[Como en la varilla, aqui también u— 0 cuando t— o ].
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Laplace en un cubo
(La solucién serd Unica como los similares del plano):
Au=0 en (0,m)x (0, m)
{ u(x,y, 0)=f

x (0, m)
(x,y),u=0 en x=0, x=m, z=m1
uy=0en y=0y=m
v X" +AX=0, X(0)=X(1m)=0
u=. 4 1’ dl
DX D=Ly, {Y”+pY=0, Y/(0)=Y’(m)=0
Z''—[A+u]Z=0, Z(m)=0
A=n?, X,={sennx}, n=1,2 —
_’{p:mz, Ym={cosmy}, m=0,1,... Zmn={sh (Vi +m? [n—2])} —
(x,v,2) %i ¢no sh(n[n—z])sennx
n=1
Como u(x,y,0)

+ 37 57 cnm sh(vnZ+m? [m—2z]) sen nx cos my
m=1n=1
(x,y), los cnm son:

Cnm=

;
n2 sh (n n2+m

fofo f(x, y)sennxcosmydydx

n=12,...
m=0,1,...
[En el caso de ser f(x, y)=sen3xcos4y la solucién se reduciria a un Gnico
sh(5[n—2z])
término u(x, y)= Sh(5m)

sen3xcos4y y no habria que hacer integrales].
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Resumen de Laplace en esfera sin simetria (detalles en apuntes)

2 1 cosé 1
{urr-i- Tur+ r_2[U99+sen9u9+mu¢¢] =0, r<R

u(R, 8, 9)=f(6, $), 6€[0,7], p[0,2m)

U=RO® — r2R”+2rR’—AR=0, ¢" +ud=0, (sen60’) +(Asen6d—_£-)o=0.

sen@
Ha de ser 2m-periddica en ¢: um=m?, &m(¢p)={cosme, senme}, m=o,1,...

_ 2\d%2e do m? _ lecuacién asociada
Con s=cos6 aparece (1-5?)57 — 25 +(A—125)©=0 QT iuer

Los autovalores del problema singular que aparece pidiendo acotacién en
s=#1 son Ap=n(n+1), y sus autofunciones estan relacionadas los P, de
Legendre que aparecen para m=0:

_ 2\M/2 gm
PM(s) =(1—=s2)"" ZmPn(s), con m<n
[PO=P,, P%:sene, P%:3sen9cose, P%:Esenze o]

Las soluciones acotadas en r=0 para esos A, son como antes R,={r"}.
Llamamos Y™ (6, ¢)={cos m¢ PT(cos 8), sen m¢ PT(cos 6)} , n=0,1,..., m=0...n.
[¥3={1}, Y?={cos6}, Y} ={sen6cos¢,senOsend}, Y9={3 cos?0-3},
Y1={3sen6cosOcos¢, 3sendcosBsend}, Y2 ={3sen?0cos2¢, 3sen?@sen2¢}, ... ]

Los arménicos esféricos u'=r"Y"(6, ¢) son soluciones de la EDP.

Haciendo una serie doble con ellos se puede dar la solucién para toda f(6,¢)
(pero a veces basta identificar como en el ejemplo 2).
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vibracion de un tambor

Los problemas ‘esféricos’ llevan a Legendre. Los ‘cilindri-
cos’ (polares y otra coordenada, t en calory ondas, z en -
Laplace) llevan a Bessel, como sucede con la vibraciéon "V"
de una membrana circular. Como hicimos con Laplace

en la esfera, sélo tratamos el caso mas sencillo con 2 variables en el que la
vibracién no depende de 6. Y para simplificar mas suponemos que es g=0:

[Las vibraciones con simetria
radial en el espacio, como se

{ uee—[Urr + 2ur] =0, r<1, teR
vio en 4.2, son mas sencillas].

u(r, 0)=f(r), ut(r, 0)=u(1,t)=0

v RE rR’) +ArR=0, R acotada en 0, R(1)=0
U=RT = F="g=="A~> {E'”JE)\Tz 0, T(0)=0— {cos(ﬁi)})

El problema de contorno singular lo vimos en 3.1. Con s=rvyA=wr
desaparecia A y la ecuacién pasaba a ser una de Bessel:
SR”(s)+R’(5)+SR(s)=0 — R=c1Jo(s)+c2Ko(s)=c1Jo(wr)+c2Ko(wr).
Obtuvimos los Ap=w? tales que Jo(wn)=0,y las Rn={Jo(wnr)}.

u(r,t)= 3 cpcos(wnt) Jo(Wnr)| — u(r,0)= i CnJo(Wnr)=F(r).

n=1

El ejemplo final (apuntes) de 3.2. nos da: c¢cp= r)Jo(wpr)dr.

/2(W )fo
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acabando con el tambor (y con el tema 4)

Ej 3. Hallemos si | f(r)=1—r2| la integral fol(r—r3)jo(wnr)dr que da ¢p.

. 1
Haciendo s=wpr: fo = % (')'V” sjo(s)ds—% (')”” s3Jo(s)ds .
n n

La primera primitiva es inmediata, pues [sjl]/:sjo. La segunda, por partes:
[s?sjods =s3)1 —2[s?1ds =531 — 25%); = (s3—4s) )1 + 25?0 ,
yaque [s22]'=s%1 y jn+1:2?”j,,—jn_1 .Y como Jo(wp)=0 concluimos:
1 4 o 8
Jo= W_ﬁjl(wn) = u(r,t) ZHZZI WCOS(Wnt)jO(Wnr) .
Pese a su aspecto complicado, estd solucién no lo es mucho més que la
> kn cos(nmt)sen(nmx) de la cuerda vibrante de 4.2. En muchos libros (o
programas tipo Maple o Sage) se pueden encontrar los ceros w, de Jo:
{wn} ~ 2.404826, 5.520078, 8.653728, 11.79153, 14.93092, ...
y también J1(wp): 0.51915, -0.34026, 0.27145, -0.23246, 0.20655, ...
Con un programa que reconozca la Jo podemos dar valores a la solucién.
Maple da con 5 términos este dibujo de u(0, t):
u(0,t) ~ 1.11cos(2.40t) - 0.140 cos(5.52t)
+ 0.0455c0s(8.65t) — 0.0210cos(11.8t)
4+ 0.0116cos(14.9t)

Las vibraciones de un tambor no son periddicas.
(A diferencia de la cuerda, los w, no son multiplos exactos unos de otros).
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