4.5. Funciones de Green (fuera de concurso)

Comencemos con las de problemas de contorno no homogéneos para
EDOs. VVeamos una férmula que para cualquier f(x) nos da en términos de
integrales la solucién (en el caso de que sea Unica) de:

[Py’ +g(x)y = () 1
O oy by oy 25y )0 | PEC' 97EC 0 enlanl,

conocidas las soluciones de la homogénea (algo parecido a la férmula de
variacion de las constantes). En los apuntes se prueba que:

Si (Pn) tiene sélo la solucién y=0, y; e y> son soluciones no nulas

de la homogénea [py’]’+gy=0 que cumplen ayi(a)—a’y;(a)=0y

By2(b)+B’y,(b)=0, respectivamente, la solucién unica de (Pr) es:
Y1(s)ya(x)

b W ,
y(x) = f G(x,s)f(s)ds , con G(x, s):{"' 1v2)

Teor
asss<x

Y1(x)y2(s) :
PWIyp) * XS5<b

Ala G(x,s) se le llama funcién de Green del problema.

[Es facil probar que el denominador que aparece en la G es constante].
Una vez hallada G, dada cualquier f, basta hacer dos integrales
para encontrar la solucion del problema no homogéneo (Ps).

[Que quede claro que cada yk satisface solamente una condicién (o en a o en b; ambas condiciones
sélo las cumple la trivial). La f y la p del teorema son, como siempre, las de la ecuacién escrita en la
forma [py’])’+gy = f; en muchos casos serd p=1, pero en otros deberemos reescribir la ecuacién].
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Un ejemplo sencillo

. y" = f(x) y”=0 . _
Ej 1.|(P) {y(O):y(l):O {y(O):y(l):O sélo lo cumple y=0. Hallemos G.

La solucién de la homogénea es y = c3 + c2x. Del primer dato de contorno,
y(0)=c1=0. Elegimos y1=x. El segundo, y(1)=c1+¢c2=0 — y,=x—1. Asi:

Cxox=1] _ _ [s(x=1), 0<s<x
W)= =10 p00=1, Gees)= {07 05 —
Si, por ejemplo, f(x)=1, la solucién de (P1) seré: XOEL)p--eeee é(x,ls),xfijo

y(x)= [ G(x,5)1ds=(x—1) [ sds +x [ (s—1)ds = 3 [x?—x].
Para resolver un problema con una f dada, dar la G serd un rodeo inutil.
Por ejemplo, la Ultima solucién se podria obtener:
y(0)=c1=0
y()=c1+c2+3
Pero para cada nueva f habria que hallar su y, e imponer y(0)=y(1)=0.

y’'=1-y=c1+Cox+3x? - { o+ Y=3[X?—x] como antes.

Las funciones de Green estdn muy unidas a la ‘funcién’ §. La G del ejemplo
para x fijo (o para s fijo, es G(x,s) simétrica) es continua pero no derivable
en s=x y su ‘derivada’ segunda es §(s—x) . Esto sucede en general:

G(x,5) es la solucién para xe€(a,b) fijo de {Erpézf);—]a’z?((;;i;Gé((g;rX;;’G’(b):0 .

[La prueba es trivial: ffG(s,u)&(u—x)du =G(s,x) = G(x,s). Esto es lo que se generaliza a las EDPs].
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Otro ejemplo (de los problemas adicionales)

X2y" —xy’ + Ay = x3 Hallar para A=0 y A=1 la solucién
y(1)—y’(1)=y(2)—2y’(2)=0 | (sila hay) usando la funcién de Green.

ad45.

A=1 o y=(c1+C2Inx)x S y={x}.
Homogénea: p2—2u+i=0, y=(atc CZ y={x}
A=0 - y=c1+cx? = y=0.

En forma autoadjunta la ecuacién toma la forma: ()’7')’+X13y: 1.

Para A=1, como flz 1-xdx # 0, no existe solucién del no homogéneo.

Para A=0 existe la funcién de Green.
y(1)=y'(1)=c1—c2=0 - y1=1+x?

_ _1
Y(2)=2y'(2)=C1—43=0 — yy—ax2 * WIZTOX PO=5

—g(1+8?)(4+x?), 1<s<x
—£(4+5%)(1+x?), x<5<2

Por tanto, es | G(x,s)= {

2 2 2 2 3
y=[; G(x,5) 1ds ==X [X(1+5?)ds— X [“(4+s2)ds = | 5 - 25— 3|

[Comprobable hallando yp:Ax3 e imponiendo los datos a y=c1 +sz2+%x3 ]
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Funciones de Green para Laplace. Solucion fundamental

[En los apuntes se opera con la § en 2 variables, usando: i. §(§—x, n—y)=0 si P=(§,n)#(x,y)=Q
ii. [[pF(& n)6(E—x,n—y)dEdn =F(x,y) si F continuaen DcR? y (x,y)eD].

Consideremos el problema de (Pp) Au=F(x,y) enD
Dirichlet no homogéneo: DIl u=Ff enaD

Queremos expresar su solucién tnica como integrales con una funcién de Green G y los datos F y f:

A la solucién G(x,y;&,n) de (Pg) {(A;ggi(fgg n—y) en D, para cada

(x,y)eD, vista como funcién de (§,n), se le lama funcién de Green
de (Pp) y la solucién de (Pp) viene dada entonces por:
u(xy)=[[ GLx.y:&n) F(En)dEN + § Gn(x.y:E,N)f(En)ds.
D oD

[Gn es, como siempre, la derivada de G en la direccién de n, vector unitario exteriora D].

Para resolver (Pg) damos primero una v(x,y;&,n) que cumple Av=6, como
funcién de (&, n), aunque no satisfaga la condicién de contorno. ¢Para qué
funciones es Av=07? Las soluciones en polares dependiendo de r son:

v,r+%vr:0 —v=ci+c2Inr
Algin mdltiplo del logaritmo de la distancia r =PQ es buen candidato a v:

Teor

Si v=2& In[(E=x)2+(n—y)?]="1F2 es Av=5(E—x, n—y) con (x,y) fijo.

A v se le llama solucién fundamental para el punto (x,y).
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Método de las imagenes y ejemplo en cartesianas

Si w satisface Aw=0 en D, seguirad siendo A[v+w]=§ para cada (x,y)eD
fijo. Por tanto, para encontrar G [y tener resuelto (Pp)] basta encontrar
la w arménica en D tal que v+w =G se anule en la frontera aD.
Para hallar la w (en D limitados por rectas y circunferencias) se usa el
método de las imagenes. Viendo la geometria de D se escribe G como
suma de la v fundamental y de w arménicas del tipo InPQ’, Q’ exteriores
a D (‘imagenes’ de Q), elegidos para que sea G=0 en éD.

Ej2.| (P ){AU:O en D={x>0}x{y>0} Sean Q=(x,y)eD fijo,
42120 Lu(x,0)=F(x), u(0,y)=0, uacotada | P=(E,n), v==2InPQ.
Si Q'=(—x,y), W' =—5-InPQ’ es funcién arménica de 4
P en D (loesen R2—{O’} )y es v+w’ =0 si P es del eje O'(-W,):'_’_‘____\_‘:\_‘g(x,y)
y, pues PQ=PQ’ entonces. También w. :——InPQ*, T ‘,"E+ D
Q+=(x,—y), esarmoénicaen D y v+w4=0 si P estd en ; i \"P:{én)
el eje x. Para que G sea 0 en ambos ejes a la vez hay o
que sumar una nueva w’/, =—>=InPQ’_, @, =(—x,—y). Y
Entonces serd G(P, Q)=v-+w +w«+W’ , ya que AG=6 S
[pues Av=6 y AW +w«+w/,)=0]y G=0 si P€aD. Qexy) | Q)
Escribiendo las distancias y usando que n=—j en r]:O se llega a la solucién
— _(*® . %
u=§ Gnfds=["~Gn|, o F(E)IE =+ =| %[5 [y — Ermy? J(E) 05
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Dirichlet en el circulo (no homogéneo)

(P3) {Au:F(r,G) enr<R Q=(r, 6)eD fijo,
37 u(R,8)=f(8), 6€]0, 27] P=(o, ¢) variable.
La solucién fundamental v en polares queda:
v=5=1InPQ = = In[0%+ r’—2ro cos(6—¢)]
éDénde situar la imagen Q’? Las cosas no son tan
claras como antes. Es claro que su 6 ha de ser

igual, pero ¢a qué distancia del origen O colocarlo?
Se puede llegar al resultado tanteando, pero sélo comprobamos que G es:

‘ G(P,Q) = 5=[INPQ—InPQ’+In%], Q'= ﬁ,e)‘, es decir,

(6—9)]

En efecto: G=v+Vv/+cte = AG=0 [v/ arménica en R?—{Q’} y Q’¢D]
y ademas G=0 si P€aD, o sea, si 0=R.
Ademas, Gn:Gg|0:R y ds=Rd¢, por lo que la solucién de (P3) es:

G(r,0;0,¢)= 4_1n In[0?4 r?—2ro cos(6—¢)] —4—1,I In[

2 2 f(¢) d
f' 6) fO UG r, 6 g, ¢) F(U ¢)d¢da + 211r onRZ_er(Qs(g_q))+r2

[Expresién més compacta que las series de Fourier, aunque estas integrales, en general, no son
calculables (y hay que aproximarlas, pero son aproximaciones también las sumas parciales)].
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Un problema en que usamos Green y transformada de Fourier

ad48. Hallar la funcién de Green para Laplace en el semiplano {(x,y): y>0}
Au=F(x,y), xeR, y>0
u(x,0)=f(x), u acotada ’
Resolver el mismo problema para F=0 con transformadas de Fourier.

1,P0 1, .
G=5In Pé’, i=IN[(E—x)2+(n—y)?] P(‘é‘ﬂq/' 0t)
—L

In[(§=x)2+(n+y)?]. 5

— _1 4
G" |n:0 =Gy In:O TnEx2n?

_ n E=)“+(n—y)- 2 +(n—y)?
U(X'y)f J (;_:, X)2+y2 + 4TIJ j ‘E X +(n+y)2 F(E n)dEdn

y utilizarla para la hallar la solucién de {

/

O(x.-y)

Oyy—k20=0
(k,0)=F(k)

[elegimos p=0 si k>0 y q=0 si k<0 para que exista la transformada inversa 1 ]

]:—l(e—klyl):%[fo y+'X)d/<+f Kr=h9 dk] \/—yzixz

— u(x,y)= \/;f * W que lleva a lo de antes.

Si F=0 conla F: { — O=p(k)e¥ + q(k) e~k =F(k) ekl
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Problema final con Green y separacién de variables

Au=rcos?0, r<l Calcular el valor en el origen de la
u(l,6)=0, 0<O<2m |  solucién de este problema plano.

ad38. Sea

Con la férmula que hemos obtenido a través de la funcién de Green:
u(r, 0)= 4= fo olIn([o?+r?—2rocos(6—9)]
—In[1+r?0%—2rocos(6—¢)]) o cos?¢ dp do

— u(0,0)= 4nfo 202|n0cosz¢d¢do—2f0 o?lnodo = .

2n

Mas largo, llevando a la EDP: u= ao(r)—i—z [an(r)cosn@+-bp(r)sennf]

r /‘r 0
al+1lal = =
r 2 an(1)=0 3 3_,2
?/ 1 p . u(r,0) =3 L+ 5 cos26.
az +Fa r_2a2 =3 acotado
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