Problemas 2 para la pizarra

ad3. Sea y’”/+2xy’+2y=0. Calcular 3 términos no nulos de la serie solucién
con y(0)=1,y’(0)=0. Hallar todos e identificarla con una funcién elemental.

3. Sea 24/xy”—y’=0. iEs x=0 singular regular? Calcular, hasta tercer orden,
el desarrollo en torno a x=1 de la solucién que cumple y(1)=y’(1)=1.

1b. Resolver (1—x)(1—2x)y” +2xy’—2y=0, y(0)=y’(0)=1. ¢éDénde converge
la serie? Hallar las raices del polinomio indicial en cada singular regular.

8. Sea 3xy”+(2—6x)y’+2y=0. Hallar una solucién no analitica en x=0.
Hallar 4 términos del desarrollo de una no trivial que sea analitica en x=0.

ad18f. Sea xy”’—(1+x)y’+y=0. Dar 4 términos no nulos de una serie solucién
gue se anule en x=0. {Estdn acotadas todas en x=07 ¢Son analiticas?

ad13(s0). Sea 2x2y”’ +x(3—x)y’—y=0. ¢Posee soluciones analiticas no triviales
en x=07? Calcular una solucién no acotada en x=0, dando la recurrencia.

ad15. Sea x?y”’—x(x+5)y’+9y=0. Dar 3 términos no nulos del desarrollo de
una solucién analitica en x=0. Hallar la regla de recurrencia. {Tienden a 0
todas las soluciones cuando x—07?

18(jn1). Sea x(x+1)y”’+(x—1)y’=0. Hallar 3 términos no nulos de solucién
que se anule en x=0. Precisar si hay soluciones no acotadas para x—oco.

20. Sea x(x—1)y”’+y’—py=0. Deteminar para qué p hay solucién polinémica.
Probar que si p=2 existen soluciones que tienden a 0 cuando x—oo.
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Primera solucién (punto regular) (16fb)

ad3. |y’ +2xy’+2y=0| x=0 regular. Probamos y =" ckxk con co=1, c1=0.
k=0

S k(k=1)ckxk=2 + 3 2keexk + 3 2ckxk =0 —

k=2 k=1 k=0
X% 2c;42c0=0— c2=—1. x': 6c3+4c1=0— c3=—3¢1=0.

x2:12c4+6C2=0 > c4=—3Cr=3 — ‘y:l—x2+%x4+--- )

O bien, por ser pocos términos, sustituyendo en la ecuacién y derivandola:
y”(0)+y(0)=0, y”(0)=—
Yy +2xy"+4y’=0, y"'(0)==4y’(0)=0. 1
yV42xy" +6y” =0, yV(0)=—6y”(0)=12.

Para dar el término general encontramos la regla de recurrencia:

XK. (k4+2)(k+1)cks2+2(k+1)ck =0, Ckr2=— k+2 ck 6 ck———ck_

1 1 1
— C6:_§C4:_€ C8:—ZC4:m,

1
Cok= —k CZk—Z = k(k— y Cok—4=

- |y=1- x2+2,x4 3|X6Jr Jr( )szJr — X
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Dos regulares méas (16-23fb)

3. | 2/Xy”"—y’=0| x=0 singular no regular (a* (x)——ﬁ no analiitica).

S0 (148 Y2y —y =0, 2[145—% 4 - |2€2+6C35+ - -+ |—[C1+2Co5+ -] =0,

s0: 4cp—c1 =0, CZZ%

. s1:12c3+2c,—2c,=0, c3=0.
y=1+(x— 1)+
O bien, y"(1)=YE=1; 2/xy""+(L—-1)y"=0, y"(1)=0;

[Solucién calculable sin series: v’:#, v=Ce¥X, y=K+C(/x—1)e¥X g y:1+2(ﬁ—1)e&].

(x=1)2 1) 4oenn

1b. [(1=x)(1—2x)y"+2xy’—2y=0] x=0 regular. y= >3 cexk —
k=0

k—2 2(k—
Ck= %Ck_l—%ck_z, co=C1=1—-cr=1,¢c3=1,...

Si Ck—2=Ck-1=1 > Ck:§:1—> ’y:1+x+x2+~~~:ﬁ .

O bien, y1=x, e™f= e 550,y ox 52 = [~ )=

La serie converge en (—1,1) [el teorema decia que al menos en (—%%) ].

x:% (con r=2,0) y x=1 (con r=0,—1) son singulares regulares.
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Primero singular regular. Casoal (23fb)

8. [3xy”+(2—6x)y’+2y=0| x=0 singular regular. A(A—1)+5A=0, A=1,0.

[ee]
No analitica y1=x3>"cxk —
k=0

[3(k+3)(k—2)cixk=2/3 1 2(k+ 3)ckxk=2/3 — 6 (k+ 1 )cixk+1/3 4 2¢,xk+1/3]
— x"2/3. 0cg=0; xV3: 4c,=0;
_ 6(k—1
oJ - 14+2x4+2x2 + 2 x3 e
y2= Xl/BJ dX— l/BJ 73 3 dx

Ny n
=-3(1- x—%xz——x“-i- )f—BZ—n,21X3n).

Ms

k=0

O bien: ya=3bexk — S[(3k—1)kbixk—1—2(3k—1)bex¥] =0 —

k=0 k=0
2 —
x0: b1 =—bg; x!: bz— blf——bo, xk=1. bk*k3k T bk_

2

— b3—%b2:—%b0 P ‘yzzl—X—§X2—6X3+“' ‘
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Uno del caso c] (hallando algo de la y>) (25fb)

ad18f. ’xy"—(1+x)y’+y:0‘ x=0 singular regular con r(r—1)—r=0, r=2,0.

[ee)
Seanulaen x=0: y1=> cxxk+2 —
k=0

Sk +2) (K 1)crxk 1= (k+2)cexk 1 — (k+2)cixk 2 4 cxk 2] = 0 —
k=0
x1:2cg—2co=0, Vcg. x2:3c1—co=0, clz%co.
xK+1 . (k4+2)kcx—kcg—1 =0 — Ck—k+2Ck—1 —

1 1 1 1
szzclzﬁCO , C3:§C2:EC0, ce.

1 1 1
‘yl =X2 43X+ 55X g5 x> 4o ‘ [ =2(e*—1-x)].

& iy . -0
¥2="> bkx¥+dy1lnx también est4 acotada en x=0, porque x? Inx=>0.
k=0 (seaono d=0)

Es analitica y1 en x=0.Si d=0 lo serd también y, (si d#0, no).
> [k(k=2)bid = (k=1)bix ] + d[2y; — Fy1-y1]

k=0

0. _
= —b1+bo+ (3b3—b2)x2+ -+ +d[AX + - —2x 4+ ]=0 = ¥ +b1=bo.

x1:d[2]=

[Con un poco de vista o alguna integral se puede dar la solucién general sin series: y:C16X+Cz(l+X)].
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Mas singulares regulares. Uno caso a] (examen 20) y otro b] (28fb)

ad13(s0). ’2x2y”+x(3—x)y’—y:0‘ r2+%r———0 rfi,—l

yl—xl/zz cxk, ya= —12 bex* no analiticas. No acotada yz—z bixk—1
k=0
- Z[ k—1)(k— 2)bkx"—1+3(k— Ybixk—t—(k—=1)bgxk — bix*1]=0 —
‘1. (4—3—1)b0_0, bo cualquiera. x0: bg—b1=0, b1=bg.
xL: (3—=1)b2=0, by=0. x*1:[2k?—6k+4+3k—3—1]bx—(k—2)bk_1=0.

bk:%bk—l — bk=0,k=>2. .

ad15. ‘xzy”—x(x+5)y'+9y:0‘ Singular regular. r=3 doble. y;= i cixkt3,
k=0
S (k+3)(k+2)cixk+3 — (k+3)cexk+4 — 5(k+3)cixk+3 4 9ckxk+3]
0

=3 [k2crxkt3 — (k+3)ckxkt4]=0 — x3: 0-co=0, ¢o indeterminado;
0

x*: c1—3c0=0, c1=3cqg. x3: 4co—4c1=0, co=c1=3¢p.

xk+3: k2cp—(k+2)ck—1=0, ck:’%zck_l , regla de recurrencia —

’y1:x3[1+3x+3x3+---]‘—>0 Y también lo hace yzfx“z bixk+ y1Inx

k=0 (pues x3lnx—>0).
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Los anteriores, encargando a Maple que trabaje porti (28fb)

[> e2:=2%x"2+diff (y(x),x$2)+x*(3-x)*diff(y(x),x)-y(x)=0:
Order:=4:dsolve(e2,y(x),series) ;dsolve(e2);

_ 7('1(1+x+0(x4)) 3 2
Yoy ==+ (2J—(1+—x+% + 1008 X +o(x )]
ﬁﬁ(ux)erﬁ(M] > .
y(x)= CI | - 2 p2e7 |, C2(+x)
: - X Jx N

> e3:=x"2*diff (y(x),x$2)-x*(x+5)*diff(y(x),x)+9*y(x)=0:
Order:=5:dsolve(e3,y(x),series) ;dsolve(e3);
taylor (x"3*exp(x)*(x"2+4*x+2)/2,%,8);

5 5
.\/'(x):7C1x3 (l +3x+3x2+?x3+§x4+0(x5)j +_C2 (xsln(x) [l +3x+32

53,5 4 s 3( ey 29 2 173 5 193 4 5
+3x+8x +O(1\) +x [ (—=5)x 4 X 36 F 06 * +O(x)

yx)= Cle e (P +4x+2)+ 2 (¢ (* +4x+2) Ei, (x) —x—3)x3
5 5

x3+3x4+3x5+?x6+§x7+0(x8)

Dos detalles: En el sO no se atreve a decir, trabajando por series, que la y> se corta en el segundo
término (hasta donde calculé todos fueron 0). Si identifica la solucién 1+1/x sin pedir series.

En el ad15 descubre que la y1 es una solucién elemental casi imposible de identificar a simple
vista. La desarrollamos abajo por Taylor para comprobar.
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Resolubles y con infinito (un examen de junio y segunda con polinomio)

18(jn1) ‘ (x+1)y” +(x 1)y’:0‘ x=0 sing. regular, r=2,0. y1="> cxxk+?
k=0
=0

j X
ST(k+2)(k+1)crxk2 + (k+2)(k+1)cexk + (k+2)cixK 2 — (k+2) crexk 1]
x2:4co+3c1=0, c1=—3Co.
9 3 S

k=0
— x1: 2cp—2¢cp=0, Vcp.
(k+1)2 _3
k(kt2)Ck—1 = C2=—gC1=3C0, -
Cx ]

XK1 (k4+1)2ck—1+k(k+2)ck=0 — cx=— A
‘y1:X2—£X3+§X4+ oo ‘ [ =2In(1+x)—1=% (no acotada) pues V=[t—Z v, v= o
(2—1)y=0, s(1+s)y+(1+3s)y=0, r=0 doble

X= s, S(1+ )[s*y+2s3y]
La clara y1 =1 acotada, pero y> :schsk+Ins no acotada si s >0 (x—»)

20. ‘x(x—l)y”+y py = 0‘ x=0 singular regular, r=2,0. yleckxk+2

S [(k+2)(k+1)ckxk+2 (k+2)(k+ 1)ckxk+1+(/<+2)ckxk+1—pckxk+2] 0—
—2co+2c0=0, Vco. Xx2:(2—p)co—3c1=0, c1=%Lco.
xk+1 ck:(’?(akz)pck_l Polinomio si p= n(n+1) Pr=x2, Po=x2—%x3, .
n=1,2
Si p=0, y1 nolo es, perosilaclara y,=1 (serlan cero d y demés by en Frobenius)
— [[1/(x2=x)] 1 1 1
: :XZJ)@(X 5y =X*In| 55 |+ x4 3 72,0 [eon x=1].

Si p=2, yzzxzj =
Més corto x=1 — s2(1—s)j+s(2—3s)y—2y=0,r=1,—2, yl—schsk—>0

k=0




Un problema del curso 21 (trabajandoen 0,1 e o)

29ad. Hallar la solucién de (x2—1)y”’—4xy’+6y=0 con y(0)=—1, y’(0)=
con Frobenius una que se anule en x=1. {Hay soluciones acotadas si x— c?

x=0 ickxk—»Z[k(k 1) cexk—k(k—1)cix*2] + 3 —akcexk + 3 6ckxk =0

regular = = &
- x0: —2C2+660—0,C2:—3 [co=y(0)]; x':c3=%=1[a=y(0)];
Ck+2—%q<—' Ca=C5=0=cCg=C7="+++, y=—1+3x=3x2+x3=(x—1)3.

De otra forma: —y’’(0)+6y(0)=0 — y’’(0)=—6. Y derivando:
(—1)y""=2xy” +2y' =0 — y"""(0)=2y’(0)=6 , (x*—1)yV=0 - yV=0 - yV=yY=...=0.
(1+s)

2+s y + 2+sy U

0
Singular regular, r=3,0. y1 =53 cksk=cos>+c15*+:-+ se anula en s=0.

Xx=5+1— (254+52)y”"—4(1+5s)y’+6y=0, s2y”—s-2)

k=0
kzo[zk(k+3)cksk+2+k(k+1)cks’<+3]:o — sk+2. ck:—%ck_l, k>1.
s2: 0cp=0— Vcp; s3: 8c1+0co=0— c1=0=c2=-+-— y1=53 [= (x—1)3].

Como es y = co[1+3x2]+c1[x + 3x3], es claro que no hay soluciones no
triviales acotadas si x— o0, pero se puede ver directamente. x:% —
[5%—1][54)"/-5-253)'/]— 4[—s?y]+6y =s?[1-s?]y +s[6—2s2]y +6y = 0.

s=0 singular regular, r=—2,—3 — ylzslzz, y2=5l32+dyllns —0>+oo.
S—
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