Problemas 3 para la pizarra

8. Hallar A, {yn} y desarrollar f(x)=x en sus autofunciones:

)y//+)\y 0 b) Yy’ +Ay=0
y(0)=y’(1)=0 y(=1)=y(1)=0
2. Hallar An, {yn} e {yn,yn) Vn:
a Y/ Ay =0 ) XAV +xy +[>\X2—-]y 0 [eon s=+%x
y(0)—=2y’(0)=y(1)—2y’(1)=0 y(l)=y(4)= o u=vxy]

5. b) Desarollar f(x):x2 en serie de: i) {sennmnx}, ii) {cosnmx}.

6. Sea f(x)={; {=xZ3 . Hallar su desarrollo f(x) =% + Z ancos 12X

{Cuanto sumara la serie si i) x=1, ii) x=27 Comprobarlo sustltuyendo
ad3. Desarrollar f(x)=|senx| en serie de senos y cosenos en [—T, 7] .

" +2y' +Ay=0
9b. Desarrollar f(x)=1 en las {yn} de {;(0)+)}//’(0):}/y(1/2):
x2y"—4xy’+Ay=0 Versi A=0 y A=6 son o no autovalores y si
y'(2)=y(3)=0 " esasidarsu {yn} vy calcular (yn, yn).
Para esos A icuéntas soluciones tiene x2y”’—4xy’+Ay=4x—9 con los datos?

ad19. Sea {

15in1 y'+Ay=0 Probar que A1 =1 es autovalor y hallar el
M Ay 0)=y(3F)+y’(3F)=0 * término con y; del desarrollo de f(x)=1
Hallar la a para la que y”+y=3sen2x—a tiene infinitas soluciones con esos
datos. Comprobar a partir de una grafica que el segundo autovalor A;>4.
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Problema 7 (7-11mz)

yll+)\y:0

8.a) V(0)=y/(1)=0 A20 (teor1). A=0: y=cy+cox, YO==0

y'(1)=c2=0 —y=0.

c1=0 _ (2n=1)2n2
wca cosw=0"' An="""5—, yn={sen
n=12,...
(2n—1)nxd (=1l
2 ~ n2(2n-1)?

(2n-1
A>0:y=C1COSWX+CzSenwx, ”—)"X}

d (2n—1)mx 1
X =3 cpsen =512 cn:Zfo xsen

n=1

Yy’ +Ay=0 Conviene llevar otros intervalos y”’ + Ay =0
y(=1)=y(1)=0 | alos del tipo [0,L] vistos: s=x+1 — y(0)=y(2)=0

—

2.2
A= DiT
22
2.2
c1 cosw—c2senw=0 nem n par, c1=0— sen
clcosw+czsenW:0}_" ]_senZW 0, An= 22 7 nimpar, c2=0 — cos
0
nm(x+1
X:ZCn sen (2+ ):%[sen TX— sen22nx+sen33nx__”]_

n=1

yn={sen"F}={sen("F*+5F)}, n=12,... Directamente (A>0):

1

1
Pues r=1. (yn,yn):f_lsenzwzl.

n(x+1) 4o 2[1+(=1)"
S dx =— .

1
cn:f_lxsen" =

Dibujo de 3 y 10 términos no nulos de la serie:
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Problema 2a) (9mz)

y"+Ay=0 Sorprendentemente facil con
y(0)—2y’(0)=y(1)—2y’(1)=0 | autovalor positivo:

C1+Cz—2p[C1—C2]:0
A<0, y=ci1ePX4crePX .

y=aem+a  c1ePrcreP—2p[creP—creP]=0
1-2p 1+2p

[1-2ple® [1+2pleP| [1-2p][1+2p][e™P—eP] = O si p:% — 2=0.

y su autofuncién .

c1—2¢c2=0
1 2 = c1=Cc2=0. No autovalor.

c1—c2=0

A>0, y=C1COSWX+C2Senwx —
c1—2wc=0, c1=2wcy
C1Cosw+csenw—2w([—c1 senw+c cosw]=0

Por tanto, w,=nm, | \py=n?n?|,
1
{vo.yo)= [, e¥dx=[e—1].
(Vn,¥n) :fol[2n2n2(1+cos 2nmx)+2nmsen 2nmix 4 =520 gy — .

A=0, y=c1+Cox —

— c1(14+4w?)senw=0.

yn={2nmcos nnx+sennmnx} ‘ . n=1,2,..
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Desarrollo de x2 en senos y en cosenos (9mz)

o) _1\n+1 1\
5. b):ZI[Z( i + A sen nmx .

[Para esta serie apareceran picos cerca de 11].

0
—1)n . .
x2=1 +izz % cosnmx convergera uniformemente en [0, 1].
3 Son
1
2 /
0.8
0.84
0.64 0.6
0.4 041
0.2 0.2 /
0 T T T T 0 T r r T ]
0 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
b) sen, n=2,5,50 b) cos, n=2,5
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Desarrollo en cosenos de funcién ‘rota’ y comprobacién (9mz)

5. | f(x)= { (1):);:; f(x)= 30+ZanCoS nmx _, an*Lfo f(x) cos 1 nnx dx.

ao*zfodx 1, anffOCOS""de——sen - 142 Z (2m+1) .

2m+1 T cos

i) En x=1 es f discontinua y la serie tendera hacia 7[f(1‘)+f(1+)]: %

como se comprueba facil: 1
> Qe Om—
(2m+1)n 1 [los cosenos i :
2+ Z 2m+1 COS — 2 seanulan]. . .
é :
i 1 2 3 4

ii) Como tlende en R hacia la extensién pary
4-periddica de f, en x=2 debe tender hacia f(2)=0. Sustituyendo:

1) cos(2m-+1 2, (-1
It% Z TSROt — 325 SoiT =0, pues 1—J4-- —arctan1=]
m=
—
0.8 - -
Utilizando Maple dibujamos la

0.6 f y varias sumas parciales.
0.4+

0.2

T -
0 0.5 A A
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Desarrollo en senos y cosenos (11mz)

ad3. b) | f(x)=|senx|| par = b,=0. [Pasa a ser un desarollo en cosenos].
ao:%ﬁn |senx|dx= %fg senxdx:%

Se debe calcular también aparte alzﬁf”

0 senxcosxdx=0.

Los demas a, para n>1:
an=2 [} senxcosnxdx== [ '[sen(1+n)x+sen(1—n)x]dx

_l[cos(l+n)x cos(1— nX] l[1+cosnn 1+cosnn] 2 14+(= 1)"
1+n 1-n T 1+n 1-n T 1—n2

==z (sélo pares)
€OS 2mx

4m2-1 *

- |senx|:%——z

La serie convergerd uniformemente en [—m, 1] (y en todo R a su extensién
2m-periddica, que es también la extensién par y m-periddica de senx).

f Y ¥ Y ¥ u Y

-3n -2n -n 0 T 2rn 3rn

(s6lo con la constante y 2 cosenos)
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Nuevo problema y desarrollo (integrales con peso r) (11mz)

Y'+2y'+ay=0 1e2x) 4 re2Xy — _ T=x
9. | y(0)+y/(0)=y(1/2)=0 | V€T +AeTy=0. p=—1x/I-X.
p(c1—c2)=0x
—creP-DX ey (pDx ~ y=0.
Aty Cle/_l—,\;;cze C1(eP/2+e‘p/2)e‘1/2:0 y=0
0 0)=c2=
YOy =0 o

=1—- y= —X
A=1 y=(c1+c2x)e (1) (C1+ )e—1/2 0

(c1coswx+czsenwx)e ™, /Ai—I=w — y(0)+y’(0)=cow=0 —

A>1, y=
y(3)=cicos ¥eV2=0 — Ap=1+(2n—1)2n?, yo={e ¥ cos(2n—1)mx}.
n=1,2,...
2. (1,yn)
Por tanto serd: 1= Z Lo yn, con %
172 2 1
(yn,yn): 0 cos (zn—l)T[XdX:Z . 05

(1,yn) :fol/zex cos(2n—1)mxdx. Como

bxtbsenbx)eX .
fe’%osbxdx:%, concluimos

1 12_
1=4 Z( 1)n+ 22:: 11))"6‘ =1 e~ cos(2n—1)mx

0. 0.1 0.2 03 0.4 0 0.6
x

-0.5

-1

Ala derecha, dibujo de 2, 5y 20 términos de la complicada serie:
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Problema 2c) (14mz)

X2y" +xy’ +[Ax2—1]y=0 ’ .
4 xy’]'— XL +Axy=0, A>0. Casi Bessel.
y(1)=y(4)=0 by =diehy

coswx senwx C.C.

1
s=VAx=wx — s?y" sy’ +[s?—7]y=0, y=c1 X+ =2~

N
s}

c1cosw+casenw =0 _ n2n2 nn(x 1)
cicosdw-+cosendw—=0 > S€N 3w=0, Ap= ’ y”_{/‘sen } n=12,.

O con el cambio que sugieren las soluciones de Bessel p:% P U=4Xy >

u”’”+Axu=0 x=s+1 U” +Au=0 nms (x—1)
u(1):u(4):0} - u(O):u(3):O}' un={sen"32} ={sen=5—=} .

El peso es r=x y por tanto.
(Yn, yn)= 4x1 senzw dx:%fl“(l—cosw)dx =3.

08

-0.6

las tres primeras autofunciones
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Problemas no homogéneos (14-16mz)

X2y —4xy’ +Ay=0 [)}:—4]/-&-:—6)/:0- M2 =5u+A=0.
y'(2)=y(3)=0 A=0—> y=c1x3+C5. 516120:10} No autovalor.
A=6, y=c1x3+cax?. égg:fg;%} — c2=—3c1 . Autovalor |y, ={x3—3x2}|.
3
Como r(x):)% o AYn yn) =3 )%x4(x—3)2dx: .

Para A=0 claramente solucién unica. [Sélo y=0 el homogéneo].
Para A=6 habra infinitas o ninguna seguln se anule o no la integral:

adl9.

3 4x— 3 __
f2 %(X3—3X2)dX=[—§+%—)%]2:0. Infinitas. [0 con y=c1x3+cax@+2x-3 ].

151, | ¥, AV =0 - !
inl.| 0)Zy(3m/4) +y/(3n/4)=0 | Y=C1C0SX+Casenx. /3

c1=0— cz[%—%]:Och . Autovalor, .

Ya forma autoadjunta. r=1.

103w
A

3m/4
= _ (Ly1) _ Jo senxdx | 42+42)| -
1—C]_ senx + — C1= (}’1,,\/1) = f031-(/4 sen?xdx = 3m+2 .
3n/4 _ 1 _ -3
Jo (6senxcosx—a)senxdx=0— a= o= V2-1|.

[Mas largo con y=c1 cosx+c2 senx—sen2x—a |.
1
y=cC1COswx-+Casenwx. c1=0, cz[senyfTW—i-wcos?"fTW]:O, tan3"TW =—w.

w> a la derecha de la asintota en 2 = )\zzwg >4 . [Numéricamente ~4.76 |.
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Problemas hechos el curso anterior (14-15ab21)

V'—2y'+ Ay—=0 Ver que A=0 es autovalor, dar {yo} y hallar el ¢cg
ad15. (0)= ,(1)_70 del desarrollo de f(x)= eX. Precisar cuantas solu-
y )=y b= ciones tiene y’’—2y’—3y=3 con esos datos.
[e=2%y’'] +Ae~2Xy=0. Peso r(x)=e 2. y=1+y1—A. A=0, u=0,2.
y:c1+cze2)‘, y/:2C2e2x — gg:zio }, autovalor, [yo={1}].

1
& X —Xdx -1
X_ D s e (&y0) _ Joe Co1—e ! o e-1 [ 2e
e’ =Co+ 2 CnYn(X) Co= o.yo) — f[;l o 2%dx =2 1—e—2 Ze?e 1= —e+1 .

n=1

El homogéneo tiene sélo y=0 = el no homogéneo tiene soluciéon unica.
[Directamente: La solucién general de la no homogénea es: y=cj e3>+ cye -1 ﬁ'»y:—l ]-

2,07 ’ —_ éSon A=—1 y A=0 autovalores?
ad25. C) X({) _JFSX}EZJ)F_)%/ 7((2))_0 {Cudntas soluciones de x2y”/+xy’—y =x2
yi=>y y — cumplen esos datos?
Euler con p=++vy—=X. A=—1: u==%1, y=c1x+cax7 %, y’:cl—czx—zﬂ

c1+c2=0 — —{x=1
{46 i o — C2=—C1. Autovalor, con y_1=|{x—3}|.

0. _ s_c2 CC o (c1=0~ o
A=0: u=0 doble, y=c1+c2Inx, y'= R {62(5|n2_3):o —Cc1=C2=0.
[Las demas w, son las raices de tan(wv/2)=3%]. No autovalor.

. . T . N1, o
El 2homogeneo Elene infinitas soluciones. (xy’) —3y=x=f(x).
J; fy-1dx=[;(x*~1)dx>0 = el no homogéneo no tiene solucién.
[Se podria ver a partir de la solucién y:61x+czx_1+%x2 1.
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Mas en la pizarra el curso anterior (15ab21)

X2y — xy’+ Ay=0 - . o

lad(s0). Sea {y’(l):y(3):0 Escribir en forma autoadjunta. Estudiar si
son 0 no autovalores i) A=—3 vy i) )\72 , dando la autofuncién si lo es.
[£] +&5y=0. ?—2u+A=0, uy=1+/I-A.

X

i _ _ 3 —1 3c1—c2=0 .

i) A==3,y=c1x>+cax"*. 27C1+62/3:0} No autovalor. [O aa’=---=01].
3 1

a3 .31 32 172 3+362=0 _

ii) A=3, U=35,5. y=c1x>“4+cax*. , C2=—3C1.

4 H 272 y ! 2 3¥3c1+4/3c2=0 2 !

Autovalor con autofuncién |{x¥2—3x1/2}|.

Encontrar una a y una f(x) para las

cosxy”’—2senxy’=f(x)
que existan infinitas soluciones.

e |

23a ea y'(_%):y’(ﬂ)—ay(ﬂ):
2

Para la homogénea: y'=v— v/= csé)esnxxv V= coszx

- af£0=>y=0; si a=0= C=0, VK, yph={1}.

y=Ctanx+K —

y!(—m/4)=2C=0 }
y’(n/4)—y(n/4):2C—aC—aK:0

Si a#0, el no homogéneo tiene 1 solucién. Si [a=0], infinitas o ninguna.

En forma autoadjunta [cos2xy’] = f(x) cosx. Tendréa entonces infinitas si

f_";‘/“‘ f(x)cosxdx=0. Esto ocurre, por ejemplo, para cualquier f impar.
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Otro del 2021 para repasar las 3 secciones

V"' + Ay — cos 3x Hallar un térmi’no del degarrollolde cos 3x en
ad9. 10)=y (B +y(%)=0 yn del homogéneo. Precisar cuantas solucio-
y\®O)=y\z)"Na)= nes hay del no homogéneo si i) A=0, ii)A=1.

=>A20. A=0: y=c1+C2x —

a-a’=0 y'(0)=c2=0, A=0 no
autovalor.

b-p>0 Y (5)4y(E)=c1=0
A>0: y=c1coswx+casenwx. y’(0)=wcz=0
- Y(D+y(F)=ci[cos F—wsen"]=0.

Si el corchete es 0, c1 queda indeterminado.
Infinitos A, =w2 cumplen tan T~ :Win . A cada

uno estd asociada la y,={coswpx}.

Es calculable \)\1 =1-y;={cosx} \ (tanf=1).

0
Si €cos3x=C1COSX+>.ChCOSWpX, el primer coeficiente ¢1 es:

n=2 /4 /4
c (cos3x,cosx) Jo " cos3xcosxdx _Jo  (cosdx+cos2x)dx
1= Ycosx, cosx) — fg/‘l cos2xdx (;1/4(1+c052x)dx 2 e
Para i), por no ser A=0 autovalor hay solucién Unica del no homogéneo.

Para ii), hay infinitas del homogéneo y,={cosx} y el no homogéneo no
tiene solucién pues: fgm cos3xcosxdx= % £0.
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