Problemas 4.12 para la pizarra

1. Resolver {sz‘ g;’gffxc)’: Jxe(é?é;i'ut(;,ot):o sit 1) F) =1, ii) F(x)=cos¥.
2. F}es.olver y haIIar_Qara cada X.G(O,T[) el {ut—uXX:O, x€(0,m), t>0 .
limite de la solucién u(x,t) si t—oo: u(x,0)=0, ux(0,t)=ux(m,t)=t
ada y 4. Resolver por separacién de variables:
{ Ue—fuxx=2cosx, x€(0,3), t>1 f { Ut—uxx =0, x€[0,1], t>0

. u(x,0)=2—x2
U(X,l):COS 3X, UX(O, t):U(i, t):() UX(O,t):Ux(l,t)+2U(1,t):0

<x< . 7 . .
ad21. Desarrollar g(x):{(l)'g/-z’;;’gﬁ en {sennx} . éCudnto suma la serie si x:g?

Ut—Uxx=0, x€[0,m],teR  Hallar u(Z, 3) con D’Alembert.
Sea { ut(x,0)=g(x) Separar variables y aproximar el
u(x,0)=u(0,t)=u(mt)=0  yalor con 2 términos de la serie.
Ut — Uxx =tsenx, xe[0,m], teR .

10. Resolver {u(x,O):ut(x,O):u(O, ) =u(m, t)=0 a) Separando variables.

b) Con extensiones y D'Alembert: i) directamente, ii) tras w=u—tsenx.

Utt—AUxx =0, xe[O,%], teR

ad26. a) Resolver { 1 .
u(x,0)=ur(x,0)=0, u(0, t)=t, ux(5,t)=0

12. Resolver { Utt +2Ut — Suxx = 0, x€[0,m], teR i) para cualquier g
' ue(x,0)=g(x), u(x,0)=u(0, t)=u(m, t)=0 ii) si g(x)=2senx.
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Calor homogéneo corto y largo

ut—4uxx=0, xe(0,m), t>0 X" 4+2X=0
u(x,0)=f(x), ux(0,t)=u(m,t)=0| | X’(0)=X(m)=0 "’

(2n—1)2
4

An= , n=1,2,...

Xn={cosZUX} 'y ademds T/ =—4A,T=—(2n—1)2T — T,={e~(@-17%t},

Probamos pues u(x, t)= Z Cpe=(@n=1)%t cos 2.

n=1

Y por el dato incial debe ser: u(x,0)= i Cp COS (2”;1)’( =f(x).

n=1

. _m _1(m n=1)x , 1 (2n—=1)x (=nm+t

Para i) f(x)=7,sonlos cp= zfo COS === dx = 5 sen~=—=—" ]0_ Sr—T

Y por tanto la solucién es: P e V|

L —— v

o n+l
—(2n—1 (2n—1)x
u(x, t)= Z ’’tcos 2

v 2 o
=efcoss— ge—gt cos 32" 4o 2,5,50 términos de la serie de /4

Para ii) f(x):cosg, a simple vista se ve que c,=1 y los demas ¢c,=0,

con lo que la solucién tiene ahora un Unico término: ’ u(x, t)y= e—tcos§
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Calor con datos no homogéneos que Illevan a no homogéneo

2 ut—uxx=0, x€(0, m), t>0 A ojo se ve que v=xt cumple los
" u(x,0)=0, ux(0,t)=ux(mt)=t | datos de contorno. w=u—xt —

Wi—Wxx =—X X"4AX=0 _
{W(X,O):O, Wx(0,t)=wy(m,t)=0 {X’(O):X’(n):o + Xn={cosnx},

W=To(T)+>.Ta(t)cosnx — T} + > [T/ +n?Tplcosnx = —x="2 +
n=1

[ee]
> bpcosnx,
n=0 —

n=1

__2 ™ . bo=—T, by= 2o
con bp=—7 [y xcosnxdx: bo=—m, bp=""r g

2[1—cos nm] _{ni nimpar
0, npar

T'=-2 T +n?Th=b b 2
0 — __I n n_, _ bny_a—n?t
{7a020 = Tot==3t . {706 g~ " = Tot01=fam—ey.

(o]
uCt) = tx=2)+ > mn‘]‘—_l)‘l [1—e~(m=1%t] cos(2m—1)x
m=1

u— o, si xe(m/2,m)  Estamos todo el rato (y cada vez més)
u—0, six=mn/2 metiendo calor por el extremo derecho
u——oo, si xe(0,m/2) Yy sacandolo por el izquierdo].
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No homogéneo para nueva EDP similar a calor

1
ada. C) ur—fUxx=2cosx, x€(0,3), t>1 USXT X T
u(x, 1)=cos 3x, ux(0, t)=u(3, t)=0

X" 4+2X=0
{X'(O):X(g)zo , Xn:{cos(Zn—l)x}, n=1,2,... [T’:—%T no se usa aqui].

Llevamos u= )" Tp(t)cos(2n—1)x a la EDP y al dato inicial:
n

i [T7+ MTn]cos(Zn—l)x =2cosx

(ya desarrolladas

n=1
= > "Tn(1)cos(2n—1)x=cos 3x ambas en cosenos)
n=1
T/ =—1T142 j
{ 1 —’le%—l-tﬂ» C=-1.
T1(1)—0 ,
T' T (Unicas no nulas)
{ Tz_Ct‘g—» C=1.
T2(1)= 1

La solucién es entonces: ‘u(x,t):(t—t—l)cosx-i- t=? cos 3x‘ .

problemas 4 - calor y ondas (22) - 4/11

Pepe Aranda



Calor homogéneo con problema de contorno nuevo

ut—uxx =0, x€[0,1], t>0
u(x,0)=2—x2, ux(0,t) =ux(1,t)+2u(1,t)=0

X" 4+AX=0
{X’(O):X’(1)+2X(1):0
Como aa’=0, BB’=2 y q=0, no hay A<0.

4. f)

nuevo, y ademas T/ =—A,T, To={e?nt}.

P cc. €2=0 o
A=0: X=c1+0ox = 2¢1+3¢, =0 —Cc1=C>=0. :
A>0: X=c1 coswx+cosenww, w=+A =5 VA ER

Il
1
]
)
|
M
K|
1
|
1
1

=0+,
ci[-wsenw+2cosw]=0 —
wp son las infinitas raices de tan W:%, )\n:Wr27 y Xn={coswpx}.

z i w2 [
Sera u(x,t)=> che Wat coswyx, con u(x,0)=>" cpcoswpx=Ff(x) —
n=1 n=1

(yn,F) 1.2 _ sen2wy _ 2+senw, [COSwWn _ senwp
=120 {Yn Yn)= [ cos?wnx dx= 3+ T — S5 (o= ]-
1 2—x2 1, 2r1 2senw,
Vo, )= [ (2-x2) cOS W= 252 o+ iy Jo xsenwox = ... = 2230
n

00
La solucién dnica es: | u(x,t) =] W3(Sse“"""

e nzt COS WpXx
2 nX|.
4 2+sen?wp)
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un poquito de Maple para comprobar el desarrollo

Empezamos con un dibujo para decirle a Maple donde estan las wn :

> plot([tan(w),2/w],w=0..11,0..2,gridlines=true);

15
1
05

¢ 10
L v 2
> g:=w*sin(w)-2*cos (w):
wl:=fsolve(g,w=1. 2 solve(g,w=3..4): 1.8
w3:=fsolve(g,w=6. =fsolve(g,w=9..10): .
evalf( [wl,w2,w3,w4] )i
yl:=cos (wl*x):y2:=cos(w2*x):y3:=cos(w3*x):y4:=cos (wi*x):
1.6
[1.076873986, 3.643597167, 6.578333733, 9.629560343 ]
[> c:=normal (subs (cos(w)=w*sin(w)/2,
int((2-%"2)*cos (w*x),x=0..1)/int (cos (w*x)"2,%=0..1))): 1.4
cl:=subs(w=wl,c):c2:=subs (w=w2,c):c3:=subs(w=w3,c):
c4:=subs(w=w4,c):[c,evalf([cl,c2,c3,c4],4)];
i 12
}8\#“7). [2.033, —0.03568, 0.003917, —0.0008941 ]
w (sin(w)® +2)
1
> plot([2-%"2,cl*yl,clryl+c2*y2+c3*y3+ca*yd], x=0..1 y T y y i
|— thickness=2:color;[red,green,blue] ,gridlinés=true$; 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

El primer término ya se parece y con 4 ya no se distinguen.
[La convergencia es tan buena porque f(x) cumple los datos de contornol.
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Ondas homogéneo [se pide u(5, 5) por dos caminos] (de examen ji21)

ad21. g(x):{ 1,0<x<m/2

0,m2<x<m bn=

El

C
~
S

—g(0)=23% (1~

n=1

Debe sumar % en® [Lo hace: 2

5.

Nl

g* extensién impar y 2m-periddica de g:

u(T[ 11)7 5n/6

372

uit —Uuxx=0, x€[0,4m],teR

, X€[m3
ur(x,0)={g i;st[g dg][0,4r(]

u(x,0)=u(0, t)=u(4m, t)=0

(o]
U=> Cpsenntsennx. ut(x,0)=
n=1

wla

aa
|5

) 6 97(5) ds*zf

6 -2 _3m -n
2

Yo An=n?, Xp={sennx}, n=12,..

- Th= {sen nt} .

S
]

=

Z ncpsennx=g(x) — =17

e N”

N
NNl

Al

N

u(%, %):%[Sen§+%sen¥ R
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Ondas no homogéneo. Por separacién y D’Alembert.

Utt— Uxx=tsenx, x€[0,n], teR {X”—i—)\X:O
10 | 4 (x,0)=ue(x,0)=u(0,t) =u(m,t)=0 | | X(0)=X(m)=0 " Xn={senNx}

u= i Tn(t)sennx — i [T/+n?Tp]sennx=tsenx,
n=1

HMS

Th(0)sennx=0 vy ZT’ 0)sennx=0 = Tp(0)=T/(0)=0 Vn.

{ T/+T1=t — T1— cicost+cosent+t (Tip=At+B oaojo) d.i
T1(0)=T! (0

T1(0)=c1=0, T'(O)_—cz+1 0. [u(x,t)=(t—sent)senx]| solucién.

F(x,t)=tsenx esta definida sélo en [0,7] y para utilizar D’Alembert se debe
extender de forma impar y 2m-periédica en x a todo R. Pero F ya lo es, con
lo que F*=F. Asi pues:

=senx sen(t—T)

= Zfofx+ tf :) TsenSdeT:%féT(COS[X—(f—T)]—COS[X+(t—T)])d"l'

=senx(t—sent), pues fg'rsen(t—'r) dr=t—sent.
Haciendo w=u—tsenx se llega a problema con f=F=0, g(x)=—senx
(ya impar y 2m-peridédica). Por tanto es:
1 rx+t

w=—5/, sensds_z[cos(x+t) cos(x—t)] =—senxsent!

Pepe Aranda
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Ondas con nuevos datos de contorno

Utt—4Uxx:0/X€[0,%:|,t€R v=t clara.
ad26. a) 1
u(x,0)=ut(x,0)=0, u(0,t)=t, ux(5,t)=0 | Con w=u—t:
Wit —A4wxx =0 N

(x,0)=0, we(x,0)=—1, w(0, t) =wx(1/2, t)=0

X" 4+AX=0
{X(O) Zx'(1/2)=0 Xn={sen(2n—1)nx}

T/ 4+4AT=0
{T(O):O — Tp={sen(4n—2)nt}

n=1,2,...

Probamos:

w= i cpsen(4n—2)ntsen(2n—1)mx
n=1

we(x,0) =

M8

(4n—2)mcpsen(2n—1)mx =
1

(4n—2)mcp= 13—2 01/2— sen(2n—1)nxdx=

-1 —

n

—4
n(2n—-1) *

u(xt)= —ii

@n-172 sen(4n—2)ntsen(2n—1)mx.

[Para resolverlo con D’Alembert se deberia extender impar respecto a 0 [asi w(0,t)=01]Yy par
*

respecto a L. Aparece una g* de periodo 4L, que es precisamente el periodo de estos senos
impares. Anéloga situacién (con cosenos) se da si hay wy en la izquierda 'y w en la derecha]

Pepe Aranda
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Ondas con rozamiento homogénea

12 Ut + 2us — Suxx =0, x€[0,7], teR a) Vg(x),
" ue(x,0)=9(x), u(x,0)=u(0, t)=u(m, t)=0 | b)si g=2senx.
17 1" X”—‘y—)\X:O
_ L TMT XY
U=XCT() = 5 =% {T”+2T’+5)\T:O

u(0,t)=u(mt)=0 — x(0)=X(m)=0 — Ap=n?, Xp={sennx}
n=1,2...

Para esos A: u2+2u+5n2=0, u=—1=+iv5n2-1 —

T(0)=0
T=e"![c1 cos(v5n?—1t)+c sen(vsn?—-1t)] O

— u(x, t)= che—tsen(«/an 1t)sennx .

Th={e tsen(/-t)}

00

Falta sélo imponer un dato: u¢(x, 0) = Z cnv'5n2—1 sennx = g(x)

a) En general, serd ¢, = = fo x)sennxdx .
n

b) Si g(x)=2senx, todos los c,=0 excepto cavd=2 -

‘ u(x,t)=e"tsen2t senx ‘ .
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Se hizo el curso anterior

Utt—Uxx=0, x€[0,4n], teR Dar u(m4m) y u(3m3m) con D'Alembert.

a19. { up(x,0)= n, x€[m,3m] Separando variables comprobar u(m,4m) y
ad19 t(x,0) {0. resto de [0,47] aproximar u(3m,3m) con 2 términos
u(x,0)=u(0,t)=u(4m,t)=0 [324/2/9~5.03].
Se extiende g a g* impar y 8m-periddica g
definida Vx y es u(x t)f 5 :+ttg (5)ds = _an ] 5T 6m
. : i ™ 2w 31'r am
i) u(m4amn) = 2 3n 7@ : =
) un3m =1["g" =32,

X" 4 AX =0
X(O)=X(am)=0 * )\,,_ Xn={sen}, n=1,2,.

Separando variables: { .

T”4+AT=0, T(0)=0— Tp,={sen}. u(x t)_chsen—sen

3n
ur(x,0) Z ScnsenZ=g(x) - ch=1~["msen X dx = %[cos——cosﬂ]
=1
" [ee]
Es u(m4m)=, cpsennm sen 2 =[0]. Y con 2 términos de la serie:

n=1
23m 8 3n on 29m
u(3m,3m) = 8[cos F—cos3 Jsen? 3T + 8[cos3 —cos Y ]sen? I + .-
V32 =22 12 —V2/2 V272 172
= 4ﬁ—gﬁ+ e R %ﬁ [~5.03, cerca del exacto 1m2~4.93].
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Problemas 4.34 para la pizarra (sin Bessel)

Au=0, (0, m)x (0, m) Au=ycosx, (0,m)x(0,1)

14. Resolver: a) { u(0,y)=0,u(m, y)=5+cosy b) { ux(0, y)=ux(m, y)=0
uy(x, 0)=uy(x, m)=0 uy(x, 0)=uy(x,1)=0

{u,r+%u,+ri2ueg=0,r<l, 0<6<§ Dar la solucién si f(8)=sen26 y un

15. u(1,8)=f£(8), u(r,0)=u(r, g):o " término de la serie si f(6)=cos6.

18. Resolver por separacién de variables estos problemas planos:

){Au 3sen2 r<1, 6€(0, 11) ){Au:o, l<r<2
u(1,8)=u(r, 0)=ue(r, m)= u(1,8)=1+sen26, ur(2,0)=0

Au:O,r<2,6€(0 m/2) i)k=1,
19. a) Resover {u,(z, 0)+ku(2, 0)=8 0526, Ug(r, 0)=ue(r,X)=0" ii) k=0
u,,+%u,+rl2u99 = 2153129 il en el circulo r<1,

22. Resolver {u(l, 6)=1, uacotada ' ii] enlaregién infinita r>1.

20. Resol | io: a) Au=0,1<r<2 b) Au=0, r<1
. Resolver en el espacio: a u(1,6)=cos6, u(2,6)=0 ’ ur(1,8)=cos38
U — [uxx+uyy] =0, (x,y)e(0,m)x(0,m), teR
25. b) Resolver {u(x,y,O):O, ue(x, y, 0)=sen 3x sen?2y .
u(0,y, t)y=u(m,y, t)=0, uy(x, 0, t)=uy(x, m, t)=0
Au=0, x2+y?+72<1
u=x3si x2+4+y24+z2=1 "
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Problemas Laplace cartesianas (6ab)

Au=0, (x,y)e(0, m)x (0, m)

14- 3|y (n,y)=5+cosy, u(0, y) =y (x, 0)=uy(x, T)=0

Y”+AY=0, Y'(0)=Y'(m1)=0 —» Y,={cosny},n=0,1,...
X!'—n?Xp=0, X(0)=0 — Xo={x}, Xn={shnx}, n=1.

u(x,y)=cox+ > cpshnxcosny —
n=1

u(x,m) = com+ > cpshnm cosny =5+cosy — u:s—;‘JrShX

mcosy .
n=1
Au=ycosx, (x,y)e(0, m)x(0,1) & .
b) Ux(oly):Ux(n,y):Uy(X, O)ZUy(X, 1):O UfnZOYn(y)COSnX
& 1"_ 2 - Y{=Y1=y _e¥—elv
HZ [Y”—n?Y,]cosnx=ycosx — Yi(0)=¥{(1)=0 - Y1=F—

Es de Neumann. Aparece (al resolver Y(’)’:O-i-c.c.) una C arbitraria:

u(x,y)=C+ [eyie:y —y]cosx.
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Laplace polares homoéneo (de junio 21) (20ab)

. T "’ +20=0
Urr+7Ur+;3Uge=0,r<1,0<0<3 oO=e(3)=0 *

u(1,6)=f(8), u(r,0)=u(r, £)=0 An=4n2, ©,={sen2n6}.
n=1,2,...

—RO —
15. ! {

Ademads: r2R”+rR’—AR=0— u2=4n2?, R=c1r®"4+cor-2" acotada p _ (r2n}.

Probamos, pues, la serie u(r, 8)=> cp r2Nsen2n6 que debe cumplir el dato

n=1

4 n/2

de contorno final: u(1,0)= Z Cnsen2n6 =f(0) — chn=17 f(6)sen2n6d6.

n=1

Si f(8)=sen26 no hay que integrar: ¢1=0 y resto 0. [:2xy].

Si f(e):cose si se integra. El primer término (Unico que se pide) lo da:

/2 /2
=7/ —38n — ‘u—grzsenZGJr---‘.

cos @sen20d =— £ cos>6]]

[No seria demasiado largo dar la serie solucién no pedida con todos sus términos].
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Variados Laplace polares

18, b) | AU=3senS, r<1,0¢(0,m) {e"+/\e:0 R Q
' u(1,6)=u(r,0)=ug(r,m)=0 | 1 ©(0)=0"(m)=0
ya desarrollada

u(r,0)= Z Rn(r senJ Z [R"Jr n_ (2n=1)%Rn ]sen (2n;1)e = 3sen§

4r2
n=1

Ademas Rn(1)=0Vn y la acotacién. La Unica R, #0 sale de:
{ r2RY +rR1— SR1=3r2

_ 1/2 ar? cc. _ 2,172 2
— Ry=c1r = = u(r, e re—r sens .
Ry acotada, R1(1)=0 1=c1r/2 4+ + (r.6)=35] Jsen3

) Au=0, 1<r<2 U=R® — ©”"4+10=0
@1 u(1,0)=1+sen26, ur(2,6)=0 | y r2R”4+rR’—AR=0.
{8 2?&?2“3 — An=n?, ©p={sennb, cosnd}, n=0,1,...

Ro=c1+cz2Inr R(2)=0 Ro={1}
Rn=car"+cor™" Rnp={r"+22"r—}

Probamos u(r,0)= % + Z [r"+22"r~"][a, cosnB+bnsennd].

r?R” +rR’—n?R=0 —

Falta imponer u(1,8)=% + i [1+22"][an cosn6+b,sennf] = 1+sen26 —
n=1

=1, 17by=1, resto 0. La solucién Gnica es: u=1+15[r?+2]sen26 .

Comprobemos al menos los datos: el de u es claro y ademas ur(2,0)= 11—7[2-2—?]sen 20=0.
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Unos del curso anterior

Au=0,r<1,0<6<m v -
ad34d. " +A0=0

— —n2 =
Ur(1,0) =cos 8, u(r,0) =u(r,m)=0 | | 60)—6(m 0 A”—n’ll'zen—{se””e}'

r’R” +rR’—n?R=0 de soluciones acotadas R,={r"}. Q

u(r,8)=> car"sennb — ur(1,0) = Z ncpsennf =cosf —
n=1

cn:%f:cosesennedez%__ll);]. u(r,8)= Z

2m
am 2 —r“"sen2meé.

18. g) Au=cos8, r<2 {@”M@:o

u(2,8)=sen26 | 1o 2mper ©n={cosnd, sennb}, n-o,1.... O
— u=ao(r)+ Y. [an(r)cosnB+bs(r)sennb] —

n=1
ra//_'_a 00 rza//Jrra/ _nza r2b”+rb’ _nzb
> [%” cosnf+—1—p—— senne}: cosé.
n=1 s
u(2,0)=

2)+ > [an(2) cosnB+bn(2)sennB]=sen26 —
n=1
an(2)=0; bpx2(2)=0; b2(2)=

2ay +ray— 2 =Ar? 2 cc. 2
rea; +ra ayi=r aip _ 1 r r__y
{acotada a12)=0 3a-1 ay=qcar+cr-+5 —a
{ r2bY +rby—4b2 =0 2 CCc=0

17373
2 : _
acotada, by(2)=1 - b=aritcer= = 4c1=1"" b2

— u(r, 8)=1r(r—2)cos6+%r?sen26.

1 y acotadas = anz1, bpg2=0.
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Polares y no unicidad (27ab)

Au=0,r<2,0€(0,%) {@”—l—)\@:O
19. b) | ur(2, 6)+ku(2,6)=8cos26 | 1©'(0)=0"(%)=0"
ug(r,0)=ue(r,3)=0 ©n={cos2n6},
An=4n?%, n=0,1,2,... Y ademds: r2R”+rR’—AR=0 —
R acotado .
Ro=c1+caInr™ " —"Ro={1} - u=2 43 ay,r’*"cos2nd .
Ran=c1r?"+c2r 2" — Ron={r?"} fous |

Imponiendo el Ultimo dato de contorno:

k2 + > a2n[2n22""1 +k22"] cos2n6 = 8 oS 26.

n=1

i) Para k=1, todos los az,=0, excepto az[4+4]=8.

La solucién (Unica) es: ’ u(r, ) =r?cos26 ‘

ii) Para k=0 (es de Neumann), ap queda libre, a;[4+0]=8, y resto
de a>,=0. En este caso existen infinitas soluciones:

| u(r,8)=C+2r2cos26 |.
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Interior y exterior en un circulo (27ab)

9. | UrrtFur+ ruse =223 | ©7+A©=0, © 2n-periddica —
"| u(1,8)=1, uacotada | ©,={cosnd,sennd}, n=0
Para ambos es: u=ao(r)+>. [an(r)cosn6+bn(r)sen né] —

n=1
a6’+%a6+z[(a;’+$ n? an)COSﬂ9+(b”+ % _n b”)senn9]
n=1

2r2 0
1,2 €N

1+ =5 r?b!/ +rb! —n?bp=0,n>2.
u(l,0)=1 = ag(1l)=1 y el resto valen 0 en 1. De solucién no nula:
{r2a6’+ra6:0 ao=c14+c2Inr =5 ag=1, para il ara iil
ao(l)=1, ag acotada 0=t1Te2 0==.P yp ’
2R ’ _
{r bl +rb —b1= 1+f2 S b1:C1r+C2r_1+(r+%)arctanr—l.
b1(1)=0, b1 acotada

. r—0
il En r<1, como <l ——

réa’+ra’—n?a,=0,n>0; r’b} +rb}— by =-2

— 1, debe ser ¢;=0. Imponiendo la otra:
ci1+2arctanl—1=0 - u=1 +[r——r+(r+ )arctanr—l]sene .
iil] En infinito b1p~§r—1 Para que by esté acotada serd ¢ =

L
-3,
Ademés: —Z+c+5—1=0 —»bl—;——r+(r+%)arctanr—1.

u= 1+[;—5I’+(r+;)arctanl’— ]sen6 [% r—»_o)o_l].
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Laplace esfera (con Legendre)

Au=0, 1<r<2 _Ro - (sen6©’) +(Asen6)©=0
u(1,0)=cos®, u(2,6)=0 | Y= y r2R”4+2rR'—AR=0 .

La acotacién en 6=0, 7 da los Ap=n(n+1) y ©,={Pn(cos8)},n=0,1,...
Para esos An R=c1r"+cor "1 . Imponiendo u(r,2)=R(2)©(8)=0, R(2)=0

— Rp={r"—220+1=r=1} _ y(r,0) = Zan[r” 220+t Py (COSG)-

20. a)

Falta u(1,8)= Z an[1—-22"*1]P,(cos 0)= cos@ P1(cos@) —» a;=—=, resto 0.

La solucion en la corona esférica u(r,8)= [8r—2—r] cosf .

AU=0, r<1 Ala u—Z anr"Pp(cos 6) de los apuntes sélo le

b) -0
ur(1,6)=cos®6 | falta cumpllr ur(1,8)= Z nanPn(cos 0)=cos36 —

an=202L [ cos36Py(cos B) sen 6.d6 = 2L 1t3 Pn(t)dt y Vao (Neumann).
(Desarrollo posible por ser 0 el primer término del desarrollo de cos39)
B 3
Podemos integrar: alzif thdt=2, as= Gf BE-3tdt=% .

Los demds ap=0 pues f_llzo si n par, y para desarrollar un Qk bastan los k primeros Pp .

Pero mejor se tantea: cos39:2(§ cos36—§ cos 6)+§c%se — 3a3:% , alzg )
1

Por tanto, u—C+5rc059+—r3( cos?6—3 cos#).
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Un problema en 3 variables (ondas en un cuadrado)

Ut — [uxx+uyy] =0, (x,¥)€(0,m)x (0,m), teR
24. b) u(x,y,0)=0, ut(x,y, 0)=sen3x sen?2y
u(0,y,t)=u(m,y, t)=0, uy(x, 0, t)=uy(x, M, t)=0

X'4+AX =0
X(0)=X(m)=0 } Xn={sennx}, n=1,2,---

u=XYT > { Y"4py=0 - -
Y/(O):Y/(T[):O } Ynf{cosmy}, m=1,2,---

T4+ (A+u)T=0, T(0)=0, Thm={sen ¥/n?2+m? t}

0 0
ux,y,t)=>1>" cam senv/n?+m?2t sennx cosmy,

n=1m=0

ue(x,y, 0)= Z Z Cnm+/nZ+mZ sennx cos my = wsean
n=

- C301/§:5, C344/2 :—% [los demés ¢chm =01 —

‘ ux,y, t)y= %sen 3tsen3x— 75 0 sen5tsen3xcosdy ‘
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Laplace esfera (con arménicos esféricos, fuera de concurso)

Au=0, r<1
ulr—1=sen36cos3¢ -

Au=0, x24y?4+72<1

daoc. .
2430 | u=x3 si x24+y2+22=1

Es decir {

. 2 4m
Autofunciones en 8 las da Pn’"(s):(l—sz)m/ js—mPn(s), con m<n, s=cosh.
En apuntes: P)=Pp, Py=senf, P5;=3senfcos@, P5;=3sen“0, ... (se precisan nuevas (impares))|.
0 I 3 2 2 ( i (i )
Son soluciones de la EDP: u"=r"Y"(6,¢) (arménicos esféricos), siendo:
Y™(6,¢)={cosm¢ P (cos6),senmp P (cos 6)} , n=0,1,..., m=0...n.
En apuntes: Yy=1{1}, Y{={cos8}, Yy={senBcos¢,senBsenp}, Y5;={5c0s“60—5¢,
6 P ={cos6}, ¥} —{send Osend}, ¥ —{3cos?o-3
Y%:{BsenGCOSGCOS(P,35en9cos@sen¢}, Y%:{3sen29C052¢,3sen295en2¢}, o]

P, =3[5t2—1], PL=3 sen 6[5c0s26—1] (con cosp y sen))
P’” 15, P3 15sen30 (con cos3¢ y sen39)
Expresando (formulario) €l cos3¢ en funcién de cos3¢ y cos¢:

sen39w 7 1 sen30cos3¢— ﬁ sen 65 cos26—1]cos ¢ +32 % sen 6.COS ¢

P3=2t3-3t,

- ’u——sen39COS3¢——Sen9[5C0529 1]C0$¢+—sen9COS¢‘.
O en cartesianas: ‘ = Ix[3+2x2-3y2 322]‘.
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