Lo sabemos y vamos a usar de Bessel x2y” +xy’+[x?—p?]y = 0.

: & (=)™ x12m S (=M 2m+1

;, En 2.3 conocimos: jo(x):mzo((,m))2 (317", jl(x):,;omg] .
. Cada Jp tenia infinitos ceros en (0, ) y los de
Jo eran: 2.4048, 5.5201, 8.6532, ... . También vimos:
[XPJp] =XPJp—1 (en particular, [x1} =xJo. Uol' =—1 ).

Las otras soluciones no estaban acotadas en 0.

Ccos X

Y al final de 2.2 ya supimos que si p:% era y=ci Sf/"_;‘—f—cz 7

L Xy +y +Axy=0 . 7 _ B
En 3.1 aparecid y acotada en x—0, y(1)=0 [xy’] +Axy =0. r(x)=x.

Con s=+vXx=wx, la EDO pasaba a ser la de Bessel de orden 0:
2 tad
s%+%+sy=0 — y=c1Jo(wx)+C2Ko(wx) "= c1fo(w)=0 —
)\n:wﬁ, wy, infinitos ceros de Jo . Y las autofunciones yn,={Jo(wnx)}.

Y ademds, en el ejemplo 7 de 3.2 se calculé (en los apuntes) (yn, yn):
1 Wn
Jo XP3wnx) dx = o [3" uf3(u) du = i [ w2 (3(0)+2w) | = 32 (wn)

2 2
Puesto que [ujsdu= %52+ ujoujidu=5J5+ %[u]l]z .
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Un problema con Bessel

24. Placa de 1cm de de radio a 0° cuyo borde en t=0 se calienta hasta 1°.

u
uf—[uff+7r:|:0' r<1,t>0 | primero debemos hacer la
u(r, 0):0 , U(l, l’): 1 condicién de contorno cero.

rR””4+R’+ArR=0
R acotada, R(1)=0

Problema singular de 3.1: Ap=w2 con Jo(Wn)=0, Rn={Jo(wnr)} y peso r.

V:_U—)l{ Vt— [Vrr“r %Vr] =0

’ —
AT T +AT=0
v(r,0)=—1, v(1,t)=0

v(r )= 3 che nt Jo(Wpr) Z cnJo(wnr)=—1.

n=1
Necesitamos utilizar la teoria general de desarrollos de Fourier:

(=Lyn)

(Yn.yn) — 1fjo(Wnr) dr,

Cn:

pues en la pagina anterior se calculé (yn,y,,):fo1 rJj3(wnr) dr:%j%(wn).
Sélo falta hallar [ rjo(War)dr = 3= [0 sjo(s)ds = = [s/1(5)]5" = - J1(Wh).

La solucién (unica como se prueba uniendo las demostraciones para calor y Laplace) €S pU€S:

0 —w,27t
u(rt)=1-2 3 o Jowar) | [ (111
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Un problema aperitivo del 23 en la clase del dia Bessel

Urr“l’%ul'“rlzuee =0,r<1,0<6<m
nuevo. Resolver o
u(l,08)=sens, u(r,0)=ug(r, m)=0
Conocemos las EDOs que aparecen al separar variables en Laplace

0"+20=0 oA @D
0(0)=0’(m)=0 n="32

2
, On={senZ26}, y r?R”+rR’—AnR=0.
n=1,2,...

. _1
Las soluciones acotadas en r=0 de la de Euler son: Ry={r""2}

& n—1 2n—1 S 2n—1 2}
Probamos pues U= cpr""2sen=5=6 — > Cpsen=5=6=sens .

n=1 n=1

Luego obviamente c;=1 y el resto de ¢,=0 — ‘u(r, 0)=r1/2 seng ‘
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El otro de los problemas en que sale Bessel

urr+%u,+ri2u99+4u: 0,r<1,0<6<m

23. Resolver 0
u(l,0)=sens, u(r,0)=ug(r, m)=0

rR’ 2_ 0" _ 5 [©”120=0 _ (2n-1y? _ 2n-1
+art= _A'{e(O):e’(n):o"\H—Ti?n—{se" 56},
n=12,...

y r?R”4rR’'4+(4r>—Xp)R=0, parecida a Bessel.
Para quitar el 4 hacemos el habitual cambio ‘matalambdas’: s=+v4r=2r —
R'=2% R = 4dR de 9B +5% +(s2=An)R=0, Bessel con p=n—3,

de soluciones acotadas en r=0: {jn_%(s)}:{jn_%(Zr)}:Rn e sy

Probamos U(I’,G):f:cnjn_%(zr)sen2 19:seng

n—le N i c ] (2) 2n—
2 s 0 n—3\£)sen =3
n=

- =7 ()yrestoo u(r,0) = 12j%(Zr)seng,

2
que podemos escribir como funciones elementales, pues (salvo constante)

J1(2n)= “”1/2_2; [“jzirr no acotadaen r=0]y j%(Z):Sf/”_Z2 , |u= SZ:”ZZ} send
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