
Lo sabemos y vamos a usar de Bessel x2y′′+xy′+[x2−p2]y = 0 .

En 2.3 conocimos: J0(x)=
∞
∑

m=0

(−1)m

(m!)2

� x
2

�2m , J1(x)=
∞
∑

m=0

(−1)m

m!(m+1)!

� x
2

�2m+1 .
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J 1 Cada Jp tenía infinitos ceros en (0,∞) y los de
J0 eran: 2.4048, 5.5201, 8.6532, . . . . También vimos:
�

xpJp
�′
=xpJp−1
�

en particular, [x J1]′=x J0 , [ J0]′=−J1
�

.

Las otras soluciones no estaban acotadas en 0 .

Y al final de 2.2 ya supimos que si p= 1
2 era y=c1

senxp
x
+c2

cosxp
x

.

En 3.1 apareció
xy′′ + y′ + λxy = 0
y acotada en x=0, y(1)=0 →

�

xy′
�′
+ λxy = 0 . r(x)=x .

Con s=
p
λx=wx , la EDO pasaba a ser la de Bessel de orden 0 :

s d
2y
ds2 +

dy
ds+sy=0→ y=c1 J0(wx)+c2K0(wx)

acotada−→ c1 J0(w)=0 →

λn=w2
n

, wn infinitos ceros de J0 . Y las autofunciones yn=
�

J0(wnx)
	

.

Y además, en el ejemplo 7 de 3.2 se calculó (en los apuntes) 〈yn, yn〉 :
∫ 1

0 x J20(wnx)dx = 1
w2
n

∫wn

0 u J20(u)du= 1
2w2

n

h

u2
�

J20(u)+ J21(u)
�

iwn

0
= 1

2 J
2
1

�

wn)

Puesto que
∫

u J20 du= u2

2 J20 +
∫

u J0 u J1 du= u2

2 J20 + 1
2

�

u J1
�2 .
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Un problema con Bessel

24. Placa de 1 cm de de radio a 0◦ cuyo borde en t=0 se calienta hasta 1◦ .

1ut−
�

urr+
ur
r

�

=0 , r<1, t>0
u(r,0)=0 , u(1, t)=1

Primero debemos hacer la
condición de contorno cero.

v=u−1−→
§

vt −
�

vrr +
1
r vr
�

= 0
v(r,0)=−1, v(1, t)=0

v=RT−→
¨ T′ + λT = 0
rR′′+R′+λrR=0
R acotada, R(1)=0

Problema singular de 3.1: λn=w2
n

con J0(wn)=0 , Rn=
�

J0(wnr)
	

y peso r .

v(r, t)=
∞
∑

n=1
cn e−λnt J0(wnr) →

∞
∑

n=1
cn J0(wnr)=−1 .

Necesitamos utilizar la teoría general de desarrollos de Fourier:

cn=
〈−1,yn〉
〈yn ,yn〉 = −

2
J21(wn)

∫ 1
0 r J0(wnr)dr ,

pues en la página anterior se calculó 〈yn, yn〉=
∫ 1

0 r J20(wnr)dr=
1
2 J

2
1

�

wn) .

Sólo falta hallar
∫ 1

0 r J0(wnr)dr =
1
λn

∫wn

0 s J0(s)ds=
1
λn

�

s J1(s)
�wn

0 = 1
wn

J1(wn) .

La solución (única como se prueba uniendo las demostraciones para calor y Laplace) es pues:

u(r, t)= 1− 2
∞
∑

n=1

e−w
2
nt

wn J1(wn)
J0(wnr)
�

−→
t→∞

1
�

.
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Un problema aperitivo del 23 en la clase del día Bessel

nuevo. Resolver

¨

urr+
1
r ur+

1
r2
uθθ = 0 , r<1 , 0<θ<π

u(1, θ)=sen θ
2 , u(r,0)=uθ(r, π)=0

Conocemos las EDOs que aparecen al separar variables en Laplace
§

Θ′′+λΘ=0
Θ(0)=Θ′(π)=0 → λn=

(2n−1)2

4 , Θn=
�

sen 2n−1
2 θ
	

, y r2R′′+rR′−λnR=0 .
n=1,2, ...

Las soluciones acotadas en r=0 de la de Euler son: Rn=
�

rn−
1
2
	

Probamos pues u=
∞
∑

n=1
cn r

n− 1
2 sen 2n−1

2 θ →
∞
∑

n=1
cn sen 2n−1

2 θ = sen θ
2 .

Luego obviamente c1=1 y el resto de cn=0 → u(r, θ) = r1/2 sen θ
2 .
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El otro de los problemas en que sale Bessel

23. Resolver

¨

urr+
1
r ur+

1
r2
uθθ + 4u= 0 , r<1 , 0<θ<π

u(1, θ)=sen θ
2 , u(r,0)=uθ(r, π)=0

u=RΘ , r2R′′

R + rR′

R +4r2=− Θ′′

Θ
=λ ,
§

Θ′′+λΘ=0
Θ(0)=Θ′(π)=0 , λn=

(2n−1)2

4 , Θn=
�

sen 2n−1
2 θ
	

,
n=1,2, . . .

y r2R′′+rR′+(4r2−λn)R=0 , parecida a Bessel.

Para quitar el 4 hacemos el habitual cambio ‘matalambdas’: s=
p

4 r=2r →

R′=2 dR
ds , R

′′=4 d2R
ds2 → s2 d2R

ds2 +s dRds +(s2−λn)R=0 , Bessel con p=n− 1
2 ,

de soluciones acotadas en r=0 :
�

Jn− 1
2
(s)
	

=
�

Jn− 1
2
(2r)
	

=Rn
(funciones
elementales)

Probamos u(r,θ)=
∞
∑

n=1
cn Jn− 1

2
(2r) sen 2n−1

2 θ →
∞
∑

n=1
cn Jn− 1

2
(2) sen 2n−1

2 θ = sen θ
2

→ c1=
1

J 1
2
(2) y resto 0 , u(r,θ) = 1

J 1
2
(2) J 1

2
(2r) sen θ

2 ,

que podemos escribir como funciones elementales, pues (salvo constante)

J 1
2
(2r)= sen2rp

2r

� cos2rp
2r

no acotada en r=0
�

y J 1
2
(2)= sen2p

2
, u= sen2r

sen2
p
r
sen θ

2 .
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