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Algunas EDOs de primer orden %:f(x, y) | resolubles

[Si f. fy son continuas en un entorno de (Xo, yo) existe solucién Unica con y(xo)=Yyo ]

p(x) y
qly) - x *

Lineales: y’ = a(x)y+f(x) — y = CelJatddx 4 efa(x)d"fe_fa(x)d"f(x)dx [ sgh+yp 1.
Exactas: M(x,y)+N(x,y)y’=0 con M=Ux , N=U, [ My =Ny ] - Ux,y)=C.

Separables: y’= y'=f(%£), se hace z= y’=f(ax+by), se hace z=ax+by .

y2
Y5

[n]] y”/+a0qQy’+b(x)y=£(x) |

EDOs lineales de segundo orden
a,b,f continuasen .

[WI[(x)=

Y1
i

Si xo€l, tiene una sola solucién (definida en todo I) con y(xo)=Yo, y’(xo)=y;.

Si y1, y2 son soluciones de la homogénea (f=0) con wronskiano |W|(s)#0 para
algun sel, la solucién general de la homogénea es: y=ci1y1+Cay2.

Si yp es una solucion de [n], la solucién general de [n] es: y=c1y1+Cay2+yp.

Una solucién particular de [n] es: yp =y2f’|%|cdx—y1f)|%/|cdx [fvcl.

Si b(x)=0, y’=vV lleva [n] a lineal de primer orden en v.

y1 solucién de la homogénea = y2=y1fe_f"’dxyzzdx solucién de la homogénea.

U1 #Uo reales — y = c1eH1X+ creH2X
u doble (real) —» y = (c1+cax) et
p2+ap+b=0 U=p=xiqg — y = (c1 cosgx+cz sengx) ek
Método de coeficientes indeterminados para y”’ + ay’ + by = f(x) :
Si f(x) =e**pm(x), pm polinomio de grado m, y u no es autovalor hay solucién
particular y,=eM*Pp(x). Si u es autovalor de multiplicidad r, hay yp=x"e**Pn(x).
Si f(x)=epx[pj(x)cos gx+qk(x)sen qx], pj. Qk degrados j, k,y pxig no es autovalor
hay yp=ePX[Pm(x)cosgx+Qm(x)sengx] con Pmy Qm de grado m=max{j, k} .
Si p+ig es autovalor hay yp=xePX[Pm(x)cosgx+0Qm(x)sengx] .

"+ay’+by=0
Coeficientes constantes: 4 4 y ‘

EDPs de primer orden

dy A(x,y) caracteristicas

’A(x,y)uy+B(x,y)ux =H(x,y)u+F(x,y)‘ ax = Bixy) — E(x, y) = K

n=y n=x
Hay una Unica solucién local u(x, y) con valores dados sobre una curva G=(g(s), h(s))
del plano xy si G no es tangente a las caracteristicas < T(s)=g’A(g, h)—h’B(g, h)#0.

(22500 = Aup=Hu+F ; {7250 = Buy=Hu+F,

Clasificacion y formas candnicas de EDPs de 2° orden

Uyy = q%Uge + 2qsugny + S%Upn
— Uxy = pquee +(ps+qr)ugn + rsupp
Uxx = P2Ugg + 2prugy + rupy

Hiperbdlicas (B°—4AC>0) Parabélicas (B2—4AC=0) Elipticas (B2—4AC<0)

E=px+qy

’AUyy+Bqu+CUXx+DUy+EuX+HU=F‘ {r]=rx+5y

vy 20x-8

{E—X—TY {£=x—%y {5=—,4AXC—_;2
n:x_%lfmy n=y n=y
_)’ugrl+...=F* —>’u,7[7+"'=F* —>’u§g+unn+---=f:*

[ Cambios del tipo u= ePYew suprimen derivadas de menor orden].

Formas candnicas resolubles: ’u,,,,+E*u,,+H*u =F*

ugn+E*Un=F*

’

’
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Ecuacion de ondas

Utt — C2Uxx = F(x, t), X, teR

La solucién Unica de { u(x, 0)=F£(x), ur(x, 0)=g(x)

. x+ct t rx+c[t=1] férmula de
u(x, t) = s[f(x+ct) + f(x—ct)] + 2cj C g(s)ds +5¢ JL ] F(s, T)dsdt D’Alembert

Si F=0, %f(x) fo g viaja hacia la derecha y 2f(x)+ fo g hacia la izquierda.

Utt—C2Uxx=F, x>0,teR , ut—Cc%uxx=F, x€[0,L], teR 2w
{u(x, 0)=f, us(x, 0)=g {u(x, 0)=f, ut(x, 0)=g N {Utt c u;oi—F (x, t),x,te*R
U(O t)=0 u(o t)=U(L t)=0 U(X,0)=f (X), Ut(X,0)=g (X)

f*,g*, F* extensiones impares de f(x), g(x), F(x, t) respectoa x=0 6 a x=0y x=L.
Si las condiciones de contorno no son homogénas se hace w=u—v con v que las cumpla.
{utt—cz[urr+%ur]=0, r=0, teR v=ur {vtt—czvrr =0, r>0, teR
u(r, 0) =£(r), ut(r,0)=g(r) v(r, 0)=rf(r), ve(r,0)=rg(r), v(0,t)=0

Transformada de Fourier
La transformada de f(x) absolutamente integrable es f(k) = F(f)(k) = /%J f(x)eikxdx .
Si feCL(R) y absolutamente integrable, f(x)=%j Fkye—*x dk vxeR.

Si f,f’,f"”€C(R) y absolutamente integrables: F(f’) =—ikF(f) , F(f") =—k?F(f) .

71 fA k) eiak =f(x—a ya e—ax2 _ e—k2/4a

[ = 1 x]e[a i)] 5 eikb_gika ( )2 2a 2‘ f e "Szds———‘/—T
S' h — ’ ’ F h 7_——]_ —ak 1 — 4 - '
Fh(x) {O en el resto ’ (h)= Nnik (e e )— /—2ae xi/4a, a

Si F*9)00) = 7= [ flx=s)g(s)ds , es fxg=gf, y es F(fxg) = F(NF(9).

Ur—uxx =0, xeR, t>0
u(x, 0)=f(x), uacotada

La solucién Unica de { es: |u(x, t)= zjﬁf f(s)e~(x—sY/4t gs |

Soluciones de EDOs por medio de series

1)nX2n+1 1)nX2 © X2n+1

— ( ( & x2
eX= an » SENX= ZW' Cosx= ZW' shx= Z(2n+1)" chx=>&mn

2 1
IN(1l+x)= Z( P ,arctanx:Z% [14+x]P=1+px+2E&Dx2 ... |x|<1.
n=0

Puntos regulares: y; & K . .
La solucién de [e] es y=>ckxX=coy1+cC , Co, C1 arbitrarios
le] "+ aGy’+b(x)y =0 [eles y Z(]) K oy1+cCiy2, Co, C1

a, b analiticas en (—R,R) | € ¥1, y2 soluciones que convergen, al menos, en (=R, R).

U1 # U2 reales — y = c1xH1 +coxH2

u doble (real) - y =[c1+c2Inx] xH
H(u—1)+au+b=0 u=p=qi—y=[c1cos(gInx)+czsen(qinx)]xP

Una y, de x?y”+axy’+by = h(x) se obtiene de la [fvc] (con f(x)=h(x)/x?),

o utilizando que con x=e* se convierte en y”(s)+(a—1)y’(s)+by(s) = h(e®).

2.,/ ’ —
Euler: x“y"”+axy’+ by =0

Puntos singulares Hay solucién y; de [e*] de la forma y1=x’1§ckx’<, Co#0.
regulares: La y» linealmente independiente es: "~
[e*] x2y” +xa*(X)y’+b*(X)y=0 | a1Si r1—r2#0,1,2,...: y> erZ bexk, bo#0.
a*, b* analiticas en (—R, R) il B
g(r)=r(r-1)+air+b? b1Si n=rz: y2=x" nzobkx +y1inx.
ri=ry raices reales de q(r) clSirn—r=12,...: y2= xfzz bixk+dy1lnx, bo#0, deR.

Punto del infinito: s=

X~

dy __2dy . dPy_ _y 3dy
= X="5Gs: g2=S g +2s



MIl-24

Problemas de contorno para EDOs
( ){[py’]'—qy+)\ry=0 peCt, q,reC,p,r>0 en[a bl problema
> Lay(a)—a’y’(a)=By(b)+B’y’'(b)=0 ' lal+1a’l, IBI+]B'| #0O. separado

An—o00. Las {yn} son espacio vectorial de dimensién 1 e y, tiene n—1 ceros en (a, b).
(yn,ym)Effrynym dx=0, sin#m. Si a-a’>0,B-’=0,qg(x)=0en[a, b] = A,=0.

Si f es C! atrozos en [a, b] la serie de Fourier i cnyn(X), ch= (}(/fr;)/;r?) , converge a f(x)

n=1

enlos xe(a, b) en que f es continua y en los que es discontinua hacia %[f(x—)+f(x+)].

y’””+ Ay =0 |. Problemas conocidos (senos, cosenos, senos impares, cosenos impares):

c.contorno | y(0)=y(L)=0 | y'(0)=y'(L)=0 | y(O)=y'(1)=0 | y'(0)=y(L)=0
An ni1212, =1,2,.. ni;ﬂ’ n=0,1, .. % n=12,. [2n2_21L]22n2 hel 2.
Yo, {yn yn) | {sen®P}, 3 | {cos " '(n£0)é 5| {senlZmy Lo} fcogl2ndlma) L

L . .
En estos cuatro casos es, pues, cn=%f0 fyndx (poniendo % en la serie de cosenos).

; senos . .. impar o
La serie en Jcangs CONverge hacia la extensidon par Y 2L-periédicadela f.

Condiciones periédicas y(—L)=y(L),y’(—L)=y’(L) — yn={cos™*,sen™=}, n=0,1,.
La serie en senos y cosenos en [—L,L]: f(x)= 3+ Z [ancos " + b, sen T ], con
an=%f£Lf(x)cos%dx, n=0,1,2,... , bn=zf_Lf(X)Sen%er n=1,2,..,

converge hacia f(x) en los x en que su extensién 2L-peridédica es continua (y hacia
%[f(x‘)+f(x+)] en los que es discontinua). Ademds converge uniformemente en todo
intervalo cerrado que no contenga discontinuidades de la f extendida.

P {[p(x)y’]' + 9y =f(x) tiene 1 solulcién siy sélg si el homogéneo
ay(a)—a’y’(a)=By(b)+p’y’(b)=0 (Py) tiene solo la solucién y=0.
Si (Py) tiene soluciones no triviales {yn}, (Ps) tiene mggg; segun f:f)/h dx ;8 .

Para escribir y”’+a(x)y’+b(x)y=f(x) en forma autoadjunta, se multiplica por ela,

Legendre: | (1—x2)y”’—2xy’+py=0| tiene soluciones polinémicas si p=n(n+1), neN:

1 1
Po=1, P1=x, P2=3x2—%, P3=3x3—3x, ... [_ PaPmdx=0,m#n, [_ P2dx=52:.

Bessel: | x2y” +xy’+[x2—p?]ly=0| — jp(x)E[g]pi %, r'(s)=fg° e Xx5~ldx
m=0

..1. Las Kp no acotadas.

senx COS X ]

Jp acotadas en x=0, con infinitos ceros [los de Jo: 2.40.., 5.52..
Si p= 2 2 ,..., las soluciones son funciones elementales [p:— - y=aT ot 2

Recurrencia: Jp+1 =22/, —Jp—1 . Derivadas: [xPJp(x)] = xPJp-1(x) , J4(X)=—)1

Problemas singulares conocidos:

xy” +2y’+Axy =0 xy” +y' +Axy =0 [(1-x?)y’']+Ay =0
y acotada en x=0, y(1)=0 y acotada en x=0, y(1)=0 y acotada en x==+1
u=xy — u”’+Au=0, s=wx — {Jo(wnx)}, An=n(n+1),

An=n?m?, {SEOXY con Jo(wp)=0. {Pn(x)} Legendre
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Separacion de variables para el calor
ur—kuxx=F(x, t), x€(0,L),t>0
u(x, 0)=f(x), c.contorno fisicas
u(o, t)=ho(t) . ux(0,t)=ho(t)
u(L, t)=hi(t) " ux(L, t)=h.(t) ’
ut_kuXx=0, u=XT —
X" 4+AX=0, T’+AkT=0

Tienen solucidn unica {

u(L, t)+bux(L, t)=h.(

ur —kl[uxx+uyy] =

u(0, t)—aux(0, t)=ho(t)

[temperaturas
, a,b>0 oflujo dados o
t) radiacioén libre]
u=XxXYT
=0 —

X" +AX=0,Y"+uY=0, T'+[A+u]T=0

Si las condiciones de contorno no son homogénas hay que hacer un cambio de variable.

En particular, v(x, t)=[1—7 Jho(t)+7h.(t) satisface v(0,

t)=ho(t), V(L t)=h.(t).

Para problemas no homogéneos se prueban desarrollos en autofunciones del homogéneo.

Separacion de variables para ondas
Utt—C2Uxx =0, u=XT —
X"+AX=0, T"+Ac?T=0

rR” +nR’+ A

Separacion de variables para Laplace

{

Tiene unicidad salvo constante {

Au=F en D acotado

tien luciéon unica.
u=f en oD ene solucidn unica

Au=FenD
un=fenaoD

uXx+Uyy=0 u=XT — X//:t)\X:() Y//:F)\Y=0

utt—c?[Urr+7Ur]=0, u=RT —

rR=0, T”+Ac?T=0

[Si F=0 méaximo y minimo se dan en aD].

si se cumple [, Fdxdy =¢§,, fds .

Upr+ = u,+ Luge=0, u=RO® — ©”+AO=0, r2R”+rR’—AR=0.

En un circulo, ©,={cosn6, senn6}, Rp,={r"} (interior), Ry
f(g)d¢

Au=0,r<R

={r—"} (exterior), n=0,1,...

féormula integral

‘s —r2
La solucién de { es u(r, )=~ f

u(R, 6)=£(0)
En el espacio:

2ur oo cOSOUg , Ugs sen00’) +(Aseno—
Urrt =+ 5+ a2 senzerz_o (d ) 5@
a —c2199 _
(1= ) + (A
m/2 gm

an(5)=(1—52) FemPn(s) satisfacen (1—

En esfera con simetria, ©,={Pn(cos8)}, R,={r"} (interior), R

Series de Fourier dobles

R2—2Rrcos(6—¢)+r2

—52)0”—250" + [n(n+1)—1 =

de Poisson.

u=RO® — r2R”+2rR’—AR=0, " +ud=0,

s=cos 6

Jo=0"=%

(con u=0 sino
)G) 0 depende de ¢)

Je=o0.

sene

1—

={r—"—1} (exterior), n=0,1,...

f(x,y)eC([a, blx[c,d]). Xn(x), x€[a,b] e Ym(y), y€lc, d] autofunciones de
problemas con pesos respectivos r(x) y s(y). Para cada (x, y)e(a, b)x(c,d) es:

T~ brd
FOCYY =2 > CnmXnYm + Com = gy v Jade SO YI XnYm rsdydx.

m=1 n=1

Algunas propiedades de funciones trigonométricas e hiperbolicas:

cosx=sen(x+%), 1+tan?x=— sena senb = 5[ cos(a—b)—cos(a+b)]
sen(axb) =senacosb * cosasenb cosacosb = 1[cos(a+b)+cos(a b)]
cos(axb)=cosacosbFsenasenb sena cosb = —[sen(a+b)+sen(a b)]
sen?q=1-52¢ cos2g= 249528 gend3g=358Nd_seR3d coq3g = 3€05@ ) cos3a,
et et B I ) L
- hx N 'ch x thx

sh(xty)=shxchy+chxshy

2
ch(x+y)=chcchy+shxshy 1—th2x=—1_

[thx])’= =




