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Separacion de variables para el calor

ur—kuxx=F(x, t), xe(0,L),t>0

u(x, 0)=f(x), c.contorno fisicas °

u(0,t)=ho(t) = ux(0,t)=ho(t) = u(0,t)—aux(0, t)=ho(t) [temperaturas

flujo dad
u(L,O=he(t) * el O=hi(t) © ulL, +bu(L, )=hy(t) + ¥P>0 o fuiodades e
u=XYT

Tienen solucién unica {

ut—kuxx=0, u=XT — ur— k[ Uxx+Uyy] =0
X"+AX=0, T'+AKT=0 | X”4AX=0,Y”+uY=0, T'+[A+ulT=0
Si las condiciones de contorno no son homogénas hay que hacer un cambio de variable.
En particular, v(x, t)=[1—7]ho(t)+Fh.(t) satisface Vv(0,t)=ho(t), V(L t)=h.(t).
Para problemas no homogéneos se prueban desarrollos en autofunciones del homogéneo.

Separacion de variables para ondas
Upt—C2Uxx =0, u=XT —
X"+AX=0, T"+Ac2T=0

utt—c[Urr+Tur]=0, u=RT —
rR”+nR'+ArR=0, T +Ac2T=0

Separacion de variables para Laplace

{ Au=F en D acotado

u=f enaD tiene solucién unica. [Si F=0 maximo y minimo se dan en aD].

X - Au=FenD .
Tiene unicidad salvo constante { un=fenaD € cumple [[, Fdxdy=§,, fds.

UxxtUyy =0, u=XT = X"£AX=0, Y/FAY=0.
Urr+ 2ur+ S uge=0, u=RO — ©”+A0=0, r2R”+rR’—AR=0.
En un circulo, ©,={cosnb, sennd}, Ry={r"} (interior), R,={r""} (exterior), n=0,1,...

= 2_,2 . :
La solucién de {Au 0.1<R s u(r, 9)=R2" fg"% férmula integral

u(R, 8)=£(6) 2m R2—2Rrcos(6—¢)+r? de Poisson.
En el espacio: u=RO® — r2R”+2rR’—AR=0, & +ud=0,
Urp+ B g0 g COSTUg | =0 (sen 00") +(Aseno— i -)o=0°"=%’
&(1-218) + (- 27)e=0 (il o)
Pn’”(s)=(1—sz)W2 B -Pn(s) satisfacen (1—52)0”—256’+[n(n+ 1)— 1T; ]O:O.

En esfera con simetria, ©,={P,(cos6)}, Ra={r"} (interior), Rp={r"""1} (exterior), n=0,1,...

Series de Fourier dobles

fx,y)eCl([a, bIx[c, d]). Xn(x), x€[a, b] e Ym(y), y€lc, d] autofunciones de
problemas con pesos respectivos r(x) y s(y). Para cada (x,y)€(a, b)x(c,d) es:

© » brd
f(xzy):ZlZ;CnanYm . Cnm=<X71Xn)mfafcf(xly)XnYmrsdde-

Algunas propiedades de funciones trigonométricas e hiperbdlicas:

1 1

_ it 25 -1 _p)—
cosx=sen(x+3), 1+tan X=— sena senb—lz[cos(a b)—cos(a+b)]

sen(axb) =senacosb+ cosasenb cosa cosb = 5[ cos(a+b)+cos(a—b)]

cos(a+b)=cosacosbFsenasenb sena cosb = %[ sen(a+b)+sen(a—b)]

cos2a 3 3sena__sen3a
4 4

sen?a=3—2% cos2g= 324, sen3a = , cos3a=

+

3cosa
3

cos3a
yLos3d,

1
2
[shx]'=chx

X _a—X X —X hX
shx=%=—, chx=%%5—, thx=3%, .
2 2 chx " [chx]’=shx fox

sh(xxy)=shxchy£chxshy , 20 1
ch(xxy)=chcchy+shxshy " [thx]’=1-th X= ey /‘ ‘ 4
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Algunas EDOs de primer orden | ;= =f(x, y) | resolubles

[Si f. fy son continuas en un entorno de (Xo, ¥o) existe solucién Unica con y(xo)=Yyo ]
Separables: y’=5§—;‘} . y'=f(%),se hace z=% . y’=f(ax+by), se hace z=ax+by .
Lineales: y’ =a(x)y+f(x) — y = CeJatddx 4 efa(")d"fe‘f“(x)d"f(x)dx [sgh+yp 1.

Exactas: M(x,y)+N(x,y)y’=0 con M=Uyx , N=Uy [ My=Nx | - U(x,y)=C.

[n1] y+aCAy’+b()y=f(x) |
a,b,f continuasen I.

Y2

EDOs lineales de segundo orden v
2

WI(x)=

Y1
V1

Si xo €I, tiene una sola solucién (definida en todo I) con y(Xo)=Yo, y’(xo)=y’o.
Si y1, y2 son soluciones de la homogénea (f=0) con wronskiano |W|(s)#0 para
algun sel, la solucién general de la homogénea es: y=ci1y1+Cay2.
Si yp es una solucién de [n], la solucién general de [n] es: y=c1y1+Cay2+Yp-
i ; . — yif y2f
Una solucion particular de [n] es: yp _yzfllwldx—ylflzwldx [fvc].
Si b(x)=0, y’=v lleva [n] a lineal de primer orden en v.
y1 solucién de la homogénea = y; =y1fe‘f”dxy;2dx solucién de la homogénea.

. , — U1 #M2 reales — y = ciel1X 4 cpeH2X
Coeficientes constantes: y 2+ay +by=0 u doble (real) —» y = (c1+c2x) e
p+au+b=0 U=p=xig — y =(c1Cc0Sgx+cCzsenqgx)ePx
Método de coeficientes indeterminados para y”’ +ay’ + by =f(x) :
Si f(x) = e"*pm(x), pm polinomio de grado m, y u no es autovalor hay solucién
particular yp=eM*Ppy(x). Si u es autovalor de multiplicidad r, hay yp=x"el*Pny(x).
Si f(x)=eP"[p,-(x) Ccos gx+qk(x) sen qx], pj, qk degrados j, k,y pxig no es autovalor
hay yp=ePX[Pm(x)cosgx+Qm(x)sengx] con Pmy Qm de grado m=maéx{j,k} .
Si pxig es autovalor hay yp=xepx[Pm(x)cos gx+0Qm(x)sen qx] .

EDPs de primer orden

dy _A(x.y) _ caracteristicas
dx  B(x,y) Ex,y)=K

[AG Y uy + BOX, y) ux = Hx, y)u+ F(x,y) |

E=EMxy) - . [E=8y) -
{325 Aup=Hu+F ; {3275 Bup=Hu+F.

Hay una Unica solucién local u(x, y) con valores dados sobre una curva G=(g(s), h(s))
del plano xy si G no es tangente a las caracteristicas < T(s)=g’A(g, h)—h’B(g, h)#0.

Clasificacion y formas candnicas de EDPs de 2° orden

Uyy = q%uge + 2qgsugy + S2Upy
— Uxy = pquge +(pSs+qr)ugny + rsupn
Uxx = P?Ugg + 2Prugn + r’uny

Hiperbdlicas (B?—4AC>0)  pgarabélicas (B2—4AC=0)  Elipticas (B2—4AC<0)

E=px+qy

‘ Ayy+ By +Clxx+Duy+Eux+Hu = F ‘ {n:rx+sy

B—+/B2—4AC 2AX—
{"5=X‘TY {E=X—%y {‘5=1/—f:c_§§;
n=X—B+‘/BZ_4ACy n=y n=y

2A
= F* =

[Cambios del tipo u= ePYe?w suprimen derivadas de menor orden].

Formas canénicas resolubles: ‘ Upn+E*up+H*u=F*

ugp+D*ug=F*

ugn+E*up=F*|.

’ ’
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Ecuacion de ondas

L urt — C2uxx = F(x, t), x, teR
La solucién Unica de { es:
u(x, 0)=f(x), ur(x, 0)=g(x)

Si F=0, %f(x)— Tlcfgg viaja hacia la derecha y %f(x)+ Tlcfgg hacia la izquierda.

—c2 = —c2 -
{un C?uxx=F, x>0,teR {u“ c?uxx=F, x€[0,L], teR Uil =F*(x, ), X, t€R

uCx, 0)=f, uelx,0=g , { u(x, 0=f, u(x,0)=g - {
u(o, t)=0 u(0, t)=u(L, t)=0
f*,g*, F* extensiones impares de f(x), g(x), F(x, t) respectoa x=0 éa x=0y x=L.

Si las condiciones de contorno no son homogénas se hace w=u—vVv con v que las cumpla.

ut[—CZ[Urr+%Ur]=0, rz0,teR v=ur {vtt—czv,r= 0, r>0, teR
u(r, 0) =£(r), ut(r,0)=g(r) v(r, 0)=rf(r), ve(r,0)=rg(r), v(0, t)=0

Transformada de Fourier

La transformada de f(x) absolutamente integrable es f(k) =F(f)k) = ‘/%fmf(x) elkxgx .

Si feCl(R) y absolutamente integrable, f(x)=%fm f(kye~ikxdk VxeR.
Si f,f’,f" €C(R) y absolutamente integrables: F(f) =—ikF(f) , F(f"") = —k2F(f) .

113 iak]— Fy_ I N
Fftky el ]=fx=a). ) . Flem )_Ee e, ® —as?yc— 4T
Si h( _{l,xe[a,b] Fh _ eikb_gika N R [ e ds="72.
i h0C)= 0 en el resto ' (M= ik 7 (e )_me :

*9)0) = = [ flx=5)g(s)ds , es fxg=gf, y es F(f*g) = FNF(9).

L ur—uxx =0, xeR, t>0 . 1 (™ —(x=s)/4t
La solucién Unica de {u(x, 0)=f(x), uacotada es: |u(x, t)= 2‘ﬁf_mf(s)e ds|.

Soluciones de EDOs por medio de series

_ 2 xn _ % (_1)nX2n+1 _ o (—1)”X2’7 2 X2
ex—gﬁv senx—; @+’ COSX-; Gmr—+ shx= Z(2n+1)" 2
o 1 o 2n+1
In(1+x)=z%, arctanx:Z%, [1+x]p=1+px+%x2+---, Ix|<1.
n=0 n=0

Puntos regulares:
[el y”+ a(x)y’+b(x)y=0
a, b analiticas en (—R,R) | € y1, y2 soluciones que convergen, al menos, en (=R, R).

La solucién de [e] es y= chxk=coy1+clyz , Co, C1 arbitrarios
n=0

U1 # U reales — y = c1xH1 +coxH2

u doble (real) -y =[c1+c2Inx]xH
H(p—1)+au+b=0 p=p=qi—y=[c1cos(qgInx)+czsen(qInx)]xP

Una yp de x2y”+axy’+by = h(x) se obtiene de la [fvc] (con f(x)=h(x)/x?),

o utilizando que con x=e® se convierte en y”(s)+(a—1)y’(s)+by(s) = h(e®).

2\, ’ —
Euler: | XY +axy’+by=0

=1 [ el férmula de
ux, t) = 3[fx+ct) + fx—ct) ] + ch:C g(s)ds+ 2cf L - F(s, 1) dsdT | b lembert

u(x,0)=f*(x), ut(x,0)=g*(x)

Puntos singulares Hay solucién y; de [e*] de la forma y1=x" chxk Co#0.
regulares: La y> linealmente |ndepend|ente es:
[e*] x2y”+xa*(x)y’+b*(x)y=0 | alSi r1—r2#0,1,2,. y2 —x’zzbkxk bo#0.
a*, b* analiticas en (—R, R) " «
q(r)=r(r—1)+ajr+b} b1Si ri=rz: y2=x" Zbkx +y1Inx
r12r» raices reales de g(r) c1Si n—r2=1,2,. yz—x’ZZbkxk+dy1Inx bo#0, deR.
infinito: s=1 — W __c2dy . dy_ J 3dy
Punto del infinito: s=35 — F =—s5°G; -5=5" 5 +2s X
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Problemas de contorno para EDOs
) { [Py’ —qy+Ary=0 peCl,q,reC,p,r>0 enfa, bl problema
* Lay(a)—a’y’(@)=By(b)+B’y’(b)=0 ' lal+la’l, IB1+1B| #0. separado

Ap— . Las {yn} son espacio vectorial de dimensién 1 e y, tiene n—1 ceros en (a, b).
(Ym}’m)Efabr}/n)’m dx=0, si n#m. Si a-a’>0, -8’20, q(x)=0en [a,b] = Ap>0.

(f,yn)
(Yn.yn) '

en los xe€(a, b) en que f es continua y en los que es discontinua hacia %[f(x‘)+f(x+)].

Si f es C! atrozos en [a, b] la serie de Fourier i Ccnyn(Xx), ch= converge a f(x)
n=1

y” + Ay =0 |. Problemas conocidos (senos, cosenos, senos impares, cosenos impares):

c.contorno | y(0)=y(L)=0 | y’(0)=y’(L)=0 y(0)=y’(L)=0 y’'(0)=y(L)=0
An nL’ZT ,n=1,2,. "i"z, n=0,1,. 7[2n_1]2"2,n 1,2,. 7[2n_1]2"2,n 1,2,.

Y, (Yn. ¥n) {Sen”"x}% {COS”"X}VLO% {Sen%}'% {COS%}'i

En estos cuatro casos es, pues, cn=zfo fyndx (poniendo 2 en la serie de cosenos).

senos impar
cosenos par

Condiciones periédicas y(—L)=y(L),y’(—L)=y’(L) = yn={cos"[*,sen®™} n=0,1,....

La serie en converge hacia la extensién y 2L-periédicadela f.

La serie en senos y cosenos en [—L,L]: f(x) =%+ Z [ancos " + bysen T ], con

1L 1L
an=1]", f0)cos E dx, n=0,1,2,... , bp=7[_, f(x)senZdx, n=1,2,...

converge hacia f(x) en los x en que su extensién 2L-periddica es continua (y hacia
%[f(x—)+f(x+):| en los que es discontinua). Ademas converge uniformemente en todo
intervalo cerrado que no contenga discontinuidades de la f extendida.

Po) {[p(x)y’]' +g(X)y = f(x) tiene 1 solucién siy sélo si el homogéneo
ay(a)—a’y’(a)=By(b)+B’y’'(b)=0 (Py) tiene sélo la solucién y=0.

infinitas

. b =0
Si (Py) tiene soluciones no triviales {yn}, (Ps) tiene ninguna segun fa fyndx £0-

Para escribir y”’+a(x)y’+b(x)y=f(x) en forma autoadjunta, se multiplica por el

Legendre: | (1—x2)y”—2xy’+py=0 ‘ tiene soluciones polinémicas si p=n(n+1), neN:

Po=1, P1=x, P2=%x2—%, P3=%x3—%x,... f_lanPmdx=0,m;én, f Pzdx—2n+1.

Bessel: ‘xzy”+xy’+[x2—p2]y=0‘ - jp(x)E[g]pi Curivaen |"(S)=f§o e x5~ ldx

= m'!'T(p+m+1) ’

Jp acotadas en x=0, con infinitos ceros [los de Jo: 2.40..,5.52.., ...]. Las K, no acotadas.

Si p—f 5 , las soluciones son funciones elementales [p=— - y=q1 Sf}"+c C:’/SJ‘ ]
Recurrencia: Jp+1 = Zx—pjp —Jp-1 . Derivadas: [xpjp(x)]'= xPJp—1(X) , Jo(x)=—)1
Problemas singulares conocidos:
{xy”+2y'+)\xy=0 {xy"+y’+)\xy=0 {[(1_x2)y’]’+)\y=o
y acotada enx=0, y(1)=0 y acotada enx=0, y(1)=0 y acotadaen x=zx1
u=xy - u”+Au=0, s=wx = {Jo(wnx)}, An=n(n+1),
An=n2m?, {SELOTXY, con Jo(wn)=0. {Pn(x)} Legendre



