2. Soluciones de EDOs en forma de serie

En el estudio de las EDOs lineales se comprueba que hay escasas formas de resolver
elementalmente la ecuacién con coeficientes variables

[e] ’ y”+a(x)y’+b(x)y=0 ‘

Este capitulo trata una forma general de atacarla: suponer la solucién desarrollada
en serie de potencias e introducir esta serie en la ecuaciéon para determinar
sus coeficientes.

En la seccién 2.1 recordaremos la definicién de funciéon analitica (aquella que se puede
escribir como una serie de potencias convergente) y las manipulaciones matematicas
que se pueden hacer con ellas. Si a y b son analiticas en x=Xx, (punto regular)
siempre se podran encontrar dos soluciones linealmente independientes de [e] en forma
de serie de potencias por el siguiente camino: llevando la serie a la ecuacién se podra
expresar sus coeficientes cx en funcién de los dos primeros cg y ¢1, que seran las dos
constantes arbitrarias que deben aparecer en la solucién de cualquier EDO de orden dos
(algunas veces podremos dar la expresién general del ck, pero otras nos limitaremos a
ir calculando coeficiente a coeficiente). Un teorema, que aceptaremos sin demostracion,
asegurara que las series solucién convergen al menos en el intervalo en que las series
de a y b lo hacian. Imponer datos iniciales en x, sera inmediato, pues tendremos que

y(Xo)=c¢o y y'(Xo)=C1.

Empezaremos la 2.2 resolviendo elementalmente (con el cambio x= e* se convierte en
una de coeficientes constantes) la ecuacién de Euler:

[ul | x2y”+axy’+by=h(x), a,beR

Pasaremos luego a resolver utilizando series la ecuacién homogénea mas general:

[e*] | X2y +xa*(x)y’+ b*(x)y =0

Si a* y b* son analiticas en x=0 diremos que este punto es singular regular (otros
puntos x, se llevan al origen haciendo s =x—X,). La forma de resolver [e*] es sélo
algo mas complicada (es el método de Frobenius). Calcularemos primero una solucién
y1 que serd siempre de la forma x">. (siendo r la mayor de las raices del llamado
polinomio indicial) y a continuacién otra y», linealmente independiente de la anterior,
gue unas veces (seguln sea la diferencia entre las raices) serd del mismo tipo y otras
contendra ademas un término incluyendo el Inx, que ya aparecia en las de Euler. Un
teorema no probado garantizara la convergencia de las series que vayamos hallando.

El célculo de los coeficientes de las series es sencillo (aunque algo pesado). El problema
basico es la dificultad de obtener informacién sobre las soluciones que se encuentran
(muchas veces ni tendremos su término general). Pero ecuaciones del tipo [e] o [e*]
aparecen resolviendo EDPs y las series son el Unico instrumento para abordarlas. Por
eso hay libros enteros (los de funciones especiales de la fisica) dedicados a estudiar las
propiedades de las series soluciéon de algunas de estas ecuaciones (las de Legendre,
Hermite, Bessel, Laguerre, Tchebycheff, ...). Una pequefia muestra de tales estudios son
las propiedades de las soluciones de las ecuaciones de Legendre, Hermite y Bessel
citadas en la seccién 2.3.

Las series solucién en torno a cualquier punto (salvo que se puedan identificar con una
funcién elemental) no dan ninguna informacién sobre el comportamiento cuando x— oo
de las soluciones. En la seccién 2.4, para estudiar la ecuacién para grandes valores de
X, introduciremos el llamado punto del infinito, punto s=0 de la ecuacién que se
obtiene haciendo x=1/s en la inicial.
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2.1 Funciones analiticas y puntos regulares

Recordemos que una funcién real f(x) es analitica en x =X, si viene dada por una
serie de potencias cerca de x,:

fx)= i Ck(X—X0)K = co+C1(X—X0)+C2(X—X0)? +- -
k=0

A partir de ahora, x=0 (si no, con Xx—Xx,=s estariamos en ese caso): f(x)= Z cexk.

A cada serie de potencias estd asociado un radio de convergencia R tal que:
Si R=0, la serie sélo converge en x=0.Si R=00, converge para todo x.
Si 0<R<oo, converge si [x|<R y diverge si |x|>R (en x=%xR no sabemos).
Ademas, si 0< x, <R, la serie converge uniformemente en [—Xo, Xo] .

El R se puede calcular en muchas ocasiones aplicando el criterio del cociente:

Sea Zak y p=jim "fg*i' Entonces si p<1 la D] converge, y si p>1 diverge.

Propiedad bésica de las series de potencias es que, para |[x|<R (si R>0), se pueden
derivar e integrar término a término (infinitas veces):

f'(x)= i kckxk—l=ci4+2cox+---,

D s (= fR0)=k'ck )
f(x)=> k(k—=1)ckx*=4=2c+6C3X+--+, ...
k=2

fickxk=c+fk— Xkt = C + cox+ $x2+--- si x| <R.
k=0 k=0
También pueden sumarse, multiplicarse,. . . estas series como si fuesen polinomios:
f(x) = kzoakxk si [x|<Rfy g(x) = ;)bkxk si |x|<Rg = Si |x|<min{Rf,Rg},
FOO+g() =3 [ak+bi]xk, f(x)g(x)=aobo+(aob1+a1bo)x+(aobz+a1b1+azbo)X2+---
k=0

[También f/g es analitica si g(0)#0, o si anuldndose tiene el cociente limite en x=0

senx senx

(asfloson 222, =

) e ); en el primer ejemplo ya haremos desarrollos de cocientes].
Caso particular importante de las series de potencias son las de Taylor:

< F(0) K P .

> —— X<, para una f con infinitas derivadas en 0.

k=0
La siguientes funciones elementales coinciden con su serie de Taylor (y por tanto son
analiticas) en todo el intervalo de convergencia de la serie. Por ejemplo Vxe€ R son:
X2k+1

© X © ( l)kXZ +1 _ © (_l)kXZk _ ©
Z:k_ senx kZO GreDr COSX =) . shx= Z ks chx —Z:

k=0

X2/<

Y para |x|<R=1: %=ix’<, [1+x]°‘—1+ax+—°‘(°’2!_1)x2+---,
kx o 1Yky2k+1
In(1+x)= Z( 1/<)+1 ) arctanxzz%

k=0

[Inx y X% (a¢N) no son analiticas en x=0 (discontinuas o no C*), aunque si
en cualquier otro punto x,, como también lo son, por ejemplo, eX o arctanx].

Aunque f sea C®(R) y su serie de Taylor converja Vx puede gue ambas no coincidan,
como le ocurre a f(x)=e~**, f(0)=0 (que cumple fK)(0)=0 Vk, con lo que su serie
de Taylores > 0-xK=0 y, por tanto, f no es analltlca) Para que una f lo sea, debe al
menos tener infinitas derivadas en el punto, pero esto no es suficiente.

[Entender los comportamientos extrafios de las series de potencias reales exige pensar
. 2 i . . . n . N 2
en el mundo complejo: f(z)=e~1YZ* en el eje imaginario es la discontinua f(iy)=el¥ ]
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Ej 1. Hallemos de varias formas (algunas nada naturales) el desarrollo de f(x)= L

(1+x)?2
FOY=— g Tix = @7 =—ax 2, (K== (1) kxk~1= 3" (—1)¥ (k+1)x* si [x|<1.
k=0 k=1 k=0
Otra forma:
(1+x)72 = 1—2x+ 227052 222 DE2D, 3, L = 12+ 3x2—4x3+--, x| <1,
Multiplicando: f(x) =[1—x4x2—---][1—x+x2—---]
=[1+(—1—1)x+(1+1+1)x%+---]=1-2x+3x%2—--- si |x|<1.

También podemos ‘dividir’: buscar una serie Y ckxX tal que
[co+cix+Cax2+c3x3+---][x2+2x+1]=1 =
co=1; 2co+c1=0—-c1=—2c0=—2; co+2c1+c2=0—-Ccp=—Co—2c1=3; ...

[El radio R del desarrollo de un cociente P/Q, con P y Q polinomios,
simplificados los factores comunes, y siendo Q(0)#0, es la distancia
al origen de la raiz (real o compleja) de Q mas préximal.
Y con un caso sencillo de ‘composicién’ de series:
2 3
m =1—(2x+x2) + (2x+Xx2) = (2x+x2)" + - =1—=2x+ (—=1+4)x% +---

Pasemos ya a resolver ecuaciones diferenciales ordinarias por medio de series. En esta
seccién no dedicaremos a los puntos regulares. Sea la ecuacién:

[e] | y”+a(x)y’ +b()y =0 |.

Se dice que X=X, es un punto regular de [e] si a y b son analiticas
en X=X, . En caso contrario se dice que x=Xx, es punto singular de [e].

Supongamos que x=0 es regular. Se podran, pues, escribir a y b como series de potencias para
|[X] <R (minimo de los radios de a y b). Y es esperable que las soluciones de [e] también se
puedan escribir como una serie de potencias para |x|<R. Empecemos con un ejemplo:

2
1+x2

Ej 2. | (1+x2)y” +2xy’—2y =0 |, es decir, y” + %y’— y=0,

a(x) y b(x) son analiticas en x=0 (regular) con R=1 (x==i ceros del denominador).

Sustituyamos una solucién en forma de serie arbitraria y sus derivadas en la ecuacién inicial
(mejor que en la otra, pues deberiamos desarrollar a y b) y hallemos sus coeficientes:

y=>caxk, y' =S kaxkTl, y” =S k(k—1)cxk=2 -
k=0 k=1

k=2
)

STLk(k—1)ckxk=2 + k(k—1)cixKT + ) 2keexk — > 2ckxk =0
k=2 k=1 k=0

[Se podria poner k=0 en las tres series, pues se anularia el primer término en la de k=1 y
los dos primeros en la de k=2, pero asi es clara la potencia con la que empieza cada una].

La solucién de esta lineal de segundo orden debera tener dos constantes arbitrarias. Vamos
a intentar escribir los cx en funcidn de los dos primeros cg y c1. Como han de ser
0 los coeficientes de cada potencia de x, deducimos:

x0: 2-1-c;—2-co=0 — c2 =cp

x1: 3.2.c3+[2—2]c1=0 - c3=0

xK: (k+2)(k+1)cks2 + [k(k—1)+2k—2]ck =0

[Hemos escrito aparte los primeros términos porque cada serie empieza a aportar
términos para distintos k; como potencia general hemos tomado xkK porque era
la mas repetida, pero también podriamos haber escogido xk=21.

De la Ultima igualdad deducimos la regla de recurrencia que expresa un coeficiente en
funcién de los anteriores ya conocidos (en este ejemplo, queda ck+2 en funcién sdlo de
Ck, pero en otros pueden aparecer varios); para facilitar los calculos, factorizamos los
polinomios que aparecen calculando sus raices:

__ (k+2)(k—1) _ k-1 _
Ck+2 = ~(xx2)(k+1) kK = “k+1 Ck » k=0,1,...
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Si preferimos tener el ck en términos de los anteriores, basta cambiar k por k—2:
Ck=—% Ck—2, k=2,3,...

A partir de la regla de recurrencia escribimos algunos cx mas (siempre en funcién de cp 0

c1) con el objetivo de encontrar la expresién del término general de la serie (en muchos

ejemplos esto no sera posible, pero aqui si):

1 1 3 1 5 1
Cp=—3C2=—3C0, Ce=—5C4=5C0o, CB=—35C6=—5C0, ...
c5=0 por estar en funcién de c3 que se anulaba. Andlogamente c;=cg=---=0.

Por si no estd todavia clara la expresion de los ¢z, usamos la recurrencia ‘desde arriba’:
Ck =—{o1Ck—2 = 3 =3 Ck—a = F=3Ck-a =—[=fCk—6=""*
El numerador de ck es 1, el denominador es 2k—1 y el signo va alternando, asi que:
cok = (=11 oco, k=2,3,...

Agrupamos los términos que acompanan a co y ¢1 (que quedan indeterminados) y
obtenemos por fin:

1 1 S x2
y=co[1+x?—3x*+zx8+ .- ]+ c1x = co[1+§)(—1)’<+1m]+ C1X = Coy1 + C1y2

Expresién con la estructura cldsica de las soluciones de las lineales de segundo orden. Pero
para que lo sea de verdad, las series deben converger en un entorno de x=0, y ademas
Y1 Y y2 han de ser linealmente independientes. Esto es lo que sucede. La serie de y; (lo
prueba el criterio del cociente) converge si |x|<1 y la ‘serie’ de y, (truncada a partir de
su segundo término) converge Vx.Y ademas el wronskiano de ambas soluciones en x=0
es 1 (pues y1(0)=1, y{(0)=0, y2(0)=0, y/(0)=1).

Si, en vez de la solucién general, buscamos la que cumple los datos iniciales y(0)=y,,
y’(0)=y; (que existird y serd Unica por ser a y b analiticas en x=0), dada la forma de
las series de y1 e y>, es inmediato que debe tomarse co=yo, C1= y;.

La ecuacién se podia haber resuelto sin series. Bastaba advertir que y>=x era

una solucién y hallar la y; mediante la férmula citada en el apéndice:

_[_2x
Y1=}/2fy§2e_f"dx=xfx‘2e 1+x2dx=xf$=—l—xarctanx.

[Su desarrollo, salvo el signo, coincide con el obtenido anteriormente para yi 1.

Gran parte de lo visto en este ejemplo ocurre en general, como asegura el siguiente
teorema que no demostraremos.

Si x=0 regulary R es el menor de los radios de convergencia de las series
de a y b, la solucién general de [e] y”+a(x)y’+b(x)y=0 es

y=coy1+ciy2=co[1+ X ]+ci[x+>],

con co, c1 arbitrarios, y las series, que contienen potencias xK con k>2,
convergen, al menos, si |x| <R . Los coeficientes las series se determinan de
forma Unica probando una serie de potencias arbitraria en la ecuacién (con
las funciones a(x) y b(x) desarrolladas) y expresando sus coeficientes cg,
para k=2, en funcién de co y c1. La solucién Unica de [e] con y(0)=y,,
y’(O):yé se obtiene simplemente tomando co=y,, c1=y

Teor

/
0"

[El desarrollo de a y b, desde luego, sera innecesario si esas funciones son polinomios,
y esto sucede en la mayoria de las ecuaciones que se resuelven por series en la fisical.

Para dar las soluciones de [e] cerca de otro x, regular, el cambio de variable s=x—x,
(que no afecta a las derivadas por ser ds/dx=1) lleva a una ecuacién en la variable s
para la que s=0 es regular. Probariamos entonces para hallar su solucién la serie:

y = i cksk [es decir, y= i ck(x—x0)¥ |.
k=0

k=0
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x=0 es regular puesto que a(x)=0 y
b(x)=x—2 son analiticas en todo R.
El ejemplo 2 era demasiado sencillo. En general, y como en este, las cosas se complican.

Llevamos de nuevo una serie arbitraria y sus derivadas a la ecuacién e igualamos a 0 los
coeficientes de cada xX:

Ej3. | y/+(x—2)y=0, y(0)=2, y’(0)=1

y= i ckxk — i k(k—1)ckxk=2 + i [ckxk*l —2¢xk]=0 —
k=0 k=2 k=0

x%: 2.1-co—2-co=0—cr=co; x!: 3-2-c3+cop—2-c1 =0 — c3=—Cg+C1 ;...

xK=2: k(k—1)ck+Ck—3—2Ck—2=0 — ck=—k(k1_1)ck_3+k(kz_l)ck_z , k=3,4,...

(regla de recurrencia de 3 términos que suele traer muchos mas problemas que las de 2).
Escribimos un par de términos mas en funcién de co y c1:
1 2 1 1 1 2 1 1
C4=—75C1 + 122 = gCO— 12C€1., Cs =—ﬁC2 + ﬁC3 =_EC0 + %Cl .

No hay forma de encontrar la expresion del término general, aunque paso
a paso podemos ir calculando el nimero de términos que queramos.

La solucién general es entonces:

= 2_1,3,1y4_ 1,5, 1314, 154,
y=co[l+x2—ex3+ext— x5+ J+alx+ 33— 5xt+ 553+ ],

Y la particular pedida: y=2+x+2x2+%x4—%x5+--- (converge Vx segln el teorema).

Para calcular unos pocos términos (pero no para hallar muchos o buscar la expresién
del término general) de una serie solucién cerca de un punto regular (en los singulares
regulares no se podra hacer) se puede seguir el siguiente camino:

Haciendo x=0 en la ecuaciéon: y’’(0)+(0—2)y(0)=0 - y’’(0)=4
Derivando la ecuacién y volviendo a hacer x=0:
Yy +(x=2)y’+y =0 — y"/(0)=2y’(0)—y(0)=0
Derivando otra vez: y"”/+(x—=2)y”’+2y’=0— y’”’(0)=2y’’(0)—2y’(0)=6, ......
Y de estas derivadas deducimos la expresién de la serie solucién:

YOO = y(0)+y (0)x + L5052 L Y O3 4 o m oy x 1 8324 O34 Sxt .

Si los datos iniciales fueran ’ y(2)=6, y’(2)=0 |, la solucién general de antes, dada por

series en x=0, no sirve para imponer los datos. Se debe resolver en torno a este punto:

S=x—2 — |y"”+sy=0| (esta derivada es respecto a s, pero la seguimos llamando igual).

s=0 regular - y =>" cgsk = STk(k—1)cksk2 + Dleksk*t =0 -
k=0 k=2 k=0

— s0: 2¢;=0; sl: 6¢c3+co=0, ca=—cCo; ...;
sk=2. k(k—1)ck+cCck—3=0 — Ck=—ﬁck—3 ; k=3,4,... —

1 1 1 1 1
Cs=cg=+-=0;C4=—73C1C6=—535C3= 5533C0 C7="75C4= 75.43C1 —

_ 1.3 1 6 1 4 1 .7
y=co[l—5s3+ 1g55°+ -]+ c1[s— 155% + 5575" + -

1=
y=6—5+ 3550+ =6— (x—2)> + 55(x—2)6 + -

(Aqui si podemos dar su término general, menos compacto que en el ejemplo 2:

= S (D x=2)% S G D Cl) i
y= CO[]- + ; 2~5~~(3k—1)-3-6---(3k):| +C1 [X +’; 3-6---(3k)-4-7---(3k+1)] )
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2.2 Ecuacion de Euler y puntos singulares regulares

Empecemos la seccién tratando una EDO lineal de segundo orden con coeficientes
variables, resoluble de forma elemental, que dard ideas para el trabajo con series.

Ecuaciones de Euler: [u] | x2y” +axy’+ by =h(x) |, x>0 .

Haciendo el cambio de variable independiente x=e* (s=Inx), [u] se convierte en una
ecuacioén lineal con coeficientes constantes:

dy _1dy d?y_ 1r1d%y dy d?y dy _
X = xds ' m—}?[@—ﬁ] — P+(a—1)ﬁ+by—h(es) ,

de ecuacién caracteristica ’ ow=pu(u—1)+au+b=0 ‘ .

Conocemos las soluciones de la homogénea para la segunda ecuacién. Deshaciendo el
cambio , obtenemos que la solucién general de una ecuacién de Euler homogénea es:

Si u1#uy reales, y =cixHl + coxH2,
Si u doble (real), y =(c1+c2Inx)xH.
Si u=p=qi, y =[c1cos(gInx)+czsen(gInx)|xP.

(Observemos que la ‘ecuacién caracteristica’ de una ecuaciéon de Euler seria
la que obtendriamos probando en la homogénea soluciones de la forma x*).

Ej 1. , es decir, x2y”’+ axy’=0 de ‘ecuacién caracteristica’ u(u—1)+au=0.

y=ci1+cox17% si a#1,
y=ci1+c2Inx si a=1.
Expresiones, en general, con sentido cuando x>0 (aunque para algunos a valgan Vx).

Como u=1—a, 0, su solucién general sera:

Podemos con facilidad dar unas soluciones vélidas también si x<0 escribiendo:
y=ci+c2|x|1=%, y=ci+caIn|x]|.

[También se podria resolver esta ecuacién haciendo y’=v: v’=—°§(—" - v=Cx¢.

Integrando se llega a las soluciones de antes (con otro nombre de las constantes):
y=Cx=%4+K, a#1, y=ClIn|x|+K, a=1].

Para la solucién particular de la ecuacion no homogénea siempre se tiene la férmula de

variacion de las constantes con f(x)=h(x)/x?, y para la de coeficientes constantes

en s, el método de los coeficientes indeterminados si h(e’) es del tipo adecuado.
[Aunque todas las ecuaciones a resolver con series en este capitulo serdn homogéneas,

volverdn a aparecer las de Euler en la separaciéon de variables del capitulo 4 para la
ecuacién de Laplace en polares y alli se deberdn resolver también las no homogéneas].

Ej 2. Resolvamos ahora la ecuacion de Euler no homogénea ’ X2y" +xy’'—y=2x

La homogénea es siempre muy facil: u(u—1)+u—1=0, u=+1 - xp=cix+cox 1.
(valida en este caso Vx#0).
Con la férmula de variacién de las constantes:

— =il _2 _ —1[ x2xtdx x12x7ldx _ X
==2x"", f(X)=5 = Yp=X f ST —xJ ST =XxInx—5.

x x71
[WI(x)= 1

—x2

Luego la solucién general de la no homogénea es y=c1x+52+xInx (regalando el —3 a c1).

La yp se puede hallar utilizando coeficientes indeterminados en la ecuacién y”’—y=2e®
a la que conduce el cambio x=e®. La yp que debemos probar en la ecuacién en s seria
yp=Ase®, o lo que es lo mismo, podemos probar yp=AxInx en la de Euler inicial:

y;=A[Inx+1], yé’:é — Ax+Ax=2x — A=1, yp=xInx como antes.

34



Volvamos a las soluciones por medio de series. Supondremos en esta seccién que para
[e] y"+a(xX)y’+b(x)y=0 es x=x, un punto singular, es decir, que a o0 b o ambas no
son analiticas en x=Xx,, con lo que no es aplicable el método de la seccién anterior.

Interesa precisamente a menudo conocer la forma de las soluciones de [e] cerca de sus

puntos singulares. Sélo sabremos decir algo sobre ellas para un tipo particular de puntos
sblo débilmente singulares: los singulares regulares que pasamos a definir.

Suponemos a partir de ahora que x=0 es el punto singular. Para tratar las soluciones
cerca de otro x,#0 singular, el cambio s=x—x, traslada el problema al estudio de las
soluciones cerca de 0 de la ecuacién en s. Empecemos escrbiendo [e] de otro modo.

Multiplicando por x2 y llamando a*(x)=xa(x), b*(x)=x2b(x) se obtiene:

[e*] | x2y” + xa*(X)y’ + b*(x)y =0

’ x=0 es punto singular regular de [e]-[e*] si a* y b* son analiticas en x=0.

Ej 3. ’ x(x—1)2y” —xy’ + (x—1)y =0 |, es decir, y”’ — (X_ll)zy’ + x(xl—l)y =0.

x=0 y x=1 son puntos singulares de la ecuacién (todos los demas serian regulares).

X
(x-1)?

y b* =% analiticas en x=0 =

este punto es singular regular.

Para [e*] x2y”'—x Y+ 27y=0 son a*=—ﬁ

Con x—1=s obtenemos: s?(s+1)y”’— (s+1)y’ + sy=0, es decir, szy”—s%y’+ =1

Como —% no es analitica en 0 (aunque

y=0
S
541

[En torno a x=1 no sabremos resolver la ecuacién por series (la teorfa es complicada)].

lo sea), x=1 (s=0) es singular no regular.

Queremos resolver [e*] cerca de x=0 suponiendo a* y b* analiticas en él, es decir, que
admiten desarrollo en serie valido en |x| <R (minimo de los radios de convergencia):

a*(x) =Y aix*=af+aix+---, b*(X)= Y bixK=bl+bix+--- |, x|<R.
k=0 k=0

[Normalmente sera aé‘ =a*(0) y bg =b*(0) salvo para funciones como

[e*] se resolverd con el teorema de Frobenius de la siguiente pagina. No lo probaremos, pero
intentemos intuir sus hipétesis y conclusiones. La ecuacién mas sencilla del tipo [e*] es la de Euler
(en ella a*(x) y b*(x) son ‘series’ que se reducen a su primer término). Viendo sus soluciones
estd claro que no hay, en general, soluciones analiticas de [e*]. Pero ya que las tiene del tipo x"
se podria pensar que [e*] posee soluciones en forma de serie que comiencen por términos x".

senx :|
I

©
Probemos por tanto en [e*] la solucién y =x">" cxK=cox + cix™+ coxt2 4.0 o
k=0

S (kP (k+r—=1)cdk T + (3 afxk)( 32 ke r) + (3 b xk)( 3 cuxk+r) = 0

El coeficiente de la potencia de menor orden (x") debe anularse: [r(r—1)+a6‘ r+b6‘]c0 =0.

Si la serie ha de empezar por términos x", debe ser cg#0. Por tanto, los Unicos r para los que
pueden existir soluciones no triviales de la forma x>’ son las raices del polinomio:

Q(r)=r(r—1)+ajr+b} , llamado polinomio indicial de [e*].

Es coherente con lo obtenido para Euler. Para ella, si Q(r) tenia dos raices distintas r1 y r>, dos
soluciones independientes suyas eran xt y x"2. Si la raiz era doble sélo habia una solucién de
esa forma, y la segunda era la primera multiplicada por el Inx. Luego también es de esperar que
en la solucién general de [e*] aparezcan logaritmos.

Pero al resolver por series [e*] aparecen problemas que no se daban en el caso particular de Euler.
Igualando a 0 el coeficiente que acompafia a x"*kK tenemos:

[(r+K)(r+k=1)+(r+K)ag +bg Jck + [(r+k=1)af +b} Jck—1+ - =0

donde los puntos son términos con ck—2, Ck—3, ... Podemos despejar cx en funcién de los anterio-
res ya hallados cuando no se anule el corchete que le precede, que es Q(r+k).Si r1 esla mayor de
las dos raices Q(r1+k)#0Vk. Pero si rp esla menor,y ri—rp=n entero positivo, es Q(r2+n)=0.
Y salvo que los demds sumandos también se anulen (entonces quedaria indeterminado c¢p), no
hay forma de anular el coeficiente de x™2*" y no puede haber soluciones x>’ .
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Enunciamos ya el teorema de Frobenius (aunque se podrian considerar raices comple-
jas de Q, nos limitamos, por sencillez, a las reales, que son las que nos apareceran):

Supongamos que el polinomio indicial Q(r)=r(r—1)+ a(’)‘r+ b(’)" tiene raices

reales r1, rp con ri=ry. Entonces:
[ee]

Siempre hay una solucién de [e*] de la forma y1=x">] ckxk, co#0.
k=0

La otra solucién y; linealmente independiente es, segln los casos:
[e9)

al Si r1—r2 no es cero ni entero positivo: y>=x"72>" bixk , bg#0.
Teor o k=0
blSi ri=r2, y2=x"1*1>" bxk+y1inx.
k=0

clSi r1—r;=1,2,3,..., y2=x235 bixkK+dy1inx, bo#0, deR.
k=0

Todas las soluciones estan definidas al menos si 0 <x <R vy los coeficientes
Ck, bx y la constante d se pueden determinar sustituyendo cada una de
las soluciones en la ecuacién.

En el caso a] se pueden calcular las soluciones en el orden que se quiera, pero en los
otros dos debe hallarse primero la y1, pues aparece en la expresién de la y>.

En el c] la constante d puede ser perfectamente 0 (como ocurre en las ecuaciones de
Euler), con lo que, a pesar de todo, hay dos soluciones independientes del tipo x>’ .

Se prueba sin dificultad que obtenemos otras soluciones vélidas en —R <x <0 a partir
de las anteriores sin més que sustituir Inx por In|x| y las expresiones de la forma x"
que preceden a las series por |x|".

Ej 4. 2xy”+y’+xy=0‘,osea, x2y" + x % sy + 2y 0 - a* (x)—— b* (x)—x—

a*(x) y b*(x) analiticas (R=00) = x=0 singular regular. Como a y b*—O
el polinomio indicial es r(r—1)+ 5r+0=r(r—%) - r1=%, r=0, con ri—rp¢N.
Las dos series solucidn linealmente independientes (una analitica y la otra no) son, pues:

y1=> ckxktY2 co#£0, y2=> bixK, bo#0 (convergen Vxe€R, segln el teorema).
k=0 k=0
Llevando y1 a la ecuacidn (estas series se derivan como las de potencias habituales):

> 2(k+ 1) k= 2ycexk V2 4+ 3 (k4 D12 4+ 3 xk#3/2 = 0
k=0 k=0 k=0

(ahora las 3 empiezan en k=0 pues no se van los primeros términos al derivar).
Igualando a 0 los coeficientes de las diferentes potencias de x:
xV2: [2(3)(=3)+3]co=0-co=0y co queda indeterminado como debia.

(z
x2: [2(3)(3)+3lea=0—c1=0,
2(k+

k—1/2 . — _ 1 _
X / [ )(k—§)+(k+7)]Ck+Ck_2—0—> Ck——ka_z , k=2,3,...
Por tanto: c3=c5=---=0, cz=—%co, C4=—%C2=ﬁ€o, I
_ 12 524 ... = x1/2 S (=n" 2m71 (eligiendo co=1,
yi=x x =28 [1 v mz_: 2-4-2m-5-9-(@m+1) X ] por ejemplo).

Para la otra raiz del Q(r): 3 2k(k—1)bgxk~1+ STkbexk=1+ S bpxk*+l =0 —
k=0 k=0 k=0

XO: b1=0, x1: [4+2]b2+b0 =0 — b =_%b0 .
Xkt [2k(k—=1)+k]bk+bk—2=0 — bk=—mbk—2, k=2,3,... » b3=bs=---=0.

__ 1 _ 1 2, =1nm
ba=—z7b2=57357bo, ... —>y2—1——x —1"'2 24-2m-3-7--(@m=1) X

El criterio del cociente dice que, como debfian, las series convergen Vx. La y, vale Vx,
pero y1 sélo para x>0 (en x=0 es y1 una funcién acotada, pero no es ni derivable).

Una y; valida Vx#0 es y1=|x|*2[1+3 ], que es ya una funcién continua en x=0.
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Ej 5. x2y”+(%—4x2)y=0 Hallemos algunos términos de sus series solucién.

a*(x)=0, b*(x)=%—4x2 son analiticas con R=o00. Es x=0 singular regular con
1 1 0 0
r’—r+2=0, r=5 doble — y1 = kZE)ckxk“/z - kz_(:)[kzckxk+1/2—4ckxk+5/2]= 0 —

x1/2:0.c9=0, cg cualquiera; x32: c1=0;

xk+t1/2. k2¢c—Ack_>=0; cx= % Ck—2 regla de recurrencia
— c3=Cs5=---=0, C2=Cop, C4=14—6C2=%Co, C6=%C4=3—16C0,... ,
y1=xY2[14x2+3x4+ 35x8+ -] = ¥ =3x" V24 3x3/24 IxT/2 -
Como es raiz doble, seguro que la otra solucién contiene un logaritmo:

y2=x3/2;;bkx’<+y1|nx -y = I;J(k+7)bkx’<+1/2 +3y1+y)Inx,

yy = ;(k+%)(k+%)bk><k—y2 — xlzy1+ %y’1+y’l’ Inx —

> [(k+1)2bgxk*3/2 — 4byxk*7/2]— y1 + 2xy) + Inx[xzy’1’+(%—4x2)y1] =0.

k=0
El dltimo [--]=0 por ser y1 solucién (lo que acompana a Inx siempre se anula).
Operamos como siempre, utilizando los desarrollos de y; e y’1 dados arriba:

— x32: bg=0; x*?:4b1+4=0, by=—1; x"/?:9by—4bg=0, b2=0;

x%2. 16b3—4b1+2=0, b3=—%; c. oy =—Xx2— %xg/z +--+y1lnx.
[Observemos que, como ocurre con todos los puntos singulares regulares, desde que
se tienen las raices del polinomio inicial, se sabe ya mucho sobre sus soluciones. Por

ejemplo, aqui sabemos que ninguna (salvo la trivial) es analitica. O que todas ellas
tienden a 0 cuando x— 0", pues recordemos que x%Inx —0>+O, Si a>0].
X—

El ejemplo anterior muestra que son mas largas las cuentas para el célculo de la y, en el caso b]
del teorema que en el al. Y también son mas complicadas las del c], caso al que pertenecen los
siguientes ejemplos. Para distinguir en ellos si aparecen logaritmos o no (es decir, siesono d#0)
no se necesita dar la expresién del término general, bastan los primeros términos de la y; .

Ej 6. ’ xy” +2eXy’=0 ‘ . Se puede resolver sin utilizar series, pero acudamos a Frobenius:

x=0 es singular regular [ a*(x)=2e*X y b*(x)=0 analiticas en todo R]. r1=0, rp=—1.

La y1=chx’< se ve (ia ojo!) que es y1=1. La otra es: y2=Zbkx’<—1 +dinx —
k=0 k=0

vy=3. (k=Dbexk2+ <,y = Z(:)(k—l)(k—Z)bkxk‘3 -5

2box2+2b3x++++—dx L+ [242x+ X2+ 3x3++-- [[dx " 1—box"2+b2+2b3x+-++]=0 —
x~2: 2bo—2bo=0 — bg indeterminado como debfa.
x~1: —d+2d—2bo=0 — d=2bg (aparecen, pues, logaritmos).
x0: 2d—bo+2b2=0 — bzz%bo—dz_%bo_
x1: 2b3+d—1bo+2b24+4b3=0 — b3=2bg. -rereeee
— yr=2Inx+1—3x+5x2+--

[No podemos, desde luego, dar el término general de esta solucién].

4 . . X
Resolvamos la ecuacidén ahora sin series: y’=v — v/ = —z%v —

v = Ce—J2x7teXdx — caf(=2/x—2—Xx—x3/3+)dX — Cx—2o—2X—X2/2—X3/9+-
=2 1.0 1 1 1.2 2 1 3
=Cx2[1+ (—2x—5x2—5x3—+ )+ 5(=2x—5x%— - ) + (= 2x— )" + .- ] =

y=K+CJ[x—2—2x—1+%—gx+---]dx =K—C[2Inx+ 5 —3x+ $x2+---].
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Ej 7. ’xzy”+2x2y’—2y=0 ‘ x=0 singular regular; a*(x)=2x, b*(x)=—2 con R=0c0.
r(r—1)+0.r—2 tiene por raices r1=2, r2=—1 . Asi pues:

=0 L= k=0

k=0

co indeterminado, cx=— kg:é;ck 1, k=1,2,... > C1=—Co, C2=3C0, C3=—15C0, ...,
_ K 2k+1) 2k 2(k—1) _ (—2)K(k+1)
ck=(=1)" 3 =Dk T+ €0 = —(ke3yr - 60 —
k
Si elegimos co=% Z( (2,3+(§;1)x’<+2 éxz—%x3+--- - yi= x—%x2+

La otra solucién (caso c]) es y2=2 bkxk—14+ dy1Inx, bo#0, d constante (quizas nula)
k=0

o S [(k—1)(k—2)brxk—1+ 2(k—1)byxK— 2bgxk1]
k=0

+d[(=1+2x)y1+2xy} |+ dInx[x?yy +2x2y, —2y1]=0.

Como siempre, el tercer corchete se anula, por ser y; solucién. Sustituyendo las series de
Y1y y’1 escritas arriba en el segundo corchete y agrupando potencias de x:

—2bo—2b1—2byx + [2b3+2by—2b3— 3+ X |x2 +... =0 —
bi1=—bg, bp=0, d=0, bg, bz indeterminados.
Como d=0, y> no tiene Inx. Por el teorema debia ser bg #0. Que también quede libre
b3 se debe a que proporciona potencias x2, comienzo de la serie de y; . Elegimos bg=1

y b3=0 (para no volver a calcular y;). Como en la recurrencia cada bix depende de bk—1
es bg=bs=---=0. Concluimos que:

Y2 =)1<(1—x) = %— 1 [es facil comprobar que satisface la ecuacién].

[De la y> sacariamos otra con: y1 TX ’(‘1 ex)z dx . La primitiva no parece calculable,

pero esto no impide desarrollar e integrar para obtener una serie solucidn:
Lo mas corto para desarrollar el integrando (se podria hacer un cociente) es:

1 __d 1 2 2_4 34 2 B0 2 4, 2.5, .
o7 S dx Tox — XA [1-2x+2x2 =33 4+ J[142x+3x2 4453 + -+ | = X2+ x4+ §x5+

ol L34 x5 1564 ... 1=1x2_1,3 1,4 4,5
- yr=[2-1[33+ex3+5x0+- = 2x2 = 3 + XA — ox0 + -

Aunque no lo pareciese, la primitiva si se puede calcular: u=x2e~2X, dv=ﬁ —

x2e~2x _ x%e=2x _2x _114x_.-2x .o _ 1\ .—2x
T dX =1 —[2xe™Xdx =575 e X = ys=(1+3)e X,

Y1 no es exactamente ni y; ni y{ (es fyi* y una combinacién lineal de y> e y;)]

En este ejemplo, si, en vez de partir de la raiz mayor r; =2, se hubiese sustituido la y;, habriamos
obtenido las dos series de un tirén. Pero esto se debe a que resulta ser d=0. Si fuera d#0 sélo
obtendriamos asi la solucién trivial y=0 y habria que empezar de nuevo desde el principio.

Ej 8. | x2y”+xy’+(x2—%)y=0 | x=0 singular regular con r==3, ri—ra=1. y1=> ckxk+/2,
k=0

y2=">1bkxk=12 + dy; Inx . Probamos primero esta y, con d=0 buscando el atajo citado:

&
ki:[(k_%)(k_%)bkxk—l/Z+(k_%)bkxk—l/Z_%bkxk—1/2+bkxk+3/2]
=
= S [k(k—1)bkxk=1/2 4 byxk+3/2] = 0 - x~1/2: 0bg=0, by indeterminado.
&
x2: 0b1=0, también Vb1 . x¥2: by=—1bg. x5/2:b3=—%b1. xk_l/z:bk=—ﬁbk_z
— bg=—i5by=kbo, bs=—kby=db1, ... y=x" 1/2[ blz ((gn"j‘f;f].

Son series conocidas y dan la solucién con funciones elementales: y= bg C?/ix +b1 S‘f/”; .

[Se puede comprobar la solucién haciendo el cambio y=x"12u que lleva a u”+u=0 ].
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2.3 Ecuaciones de Legendre, Hermite y Bessel

La ecuacién de Legendre es [L] | (1—x2)y”’ —2xy’+ py=0|, p=>0.

[En muchos textos se escribe esta ecuacién poniendo p(p+1) en vez de p ].

La resolvemos primero en torno a x =0 que es regular. Como a(x) =—2x/(1—x2) y
b(x)=p/(1—x?2) son analiticas en |x|<1 la ecuacidn tiene series solucién que convergen
al menos en ese intervalo. Probamos pues:

y = i cexk — i [k(k—1)cixk—2—k(k—1)ckxk]— Z 2kcixk + chkxk 0 —
k=0 k=2

x0: 2-1-co4+p-co=0— ca=—Fco; x': 3-2-c3+(p—2)-c1=0— C3=—%c1 -
— k(k+1
xK: (k+2)(k+1)Cks2+[p—k(k+1)]ck = 0 = Cks2 =—% ck, k=0,1,... -
6 6 _12 —2)(p—12
ca=—BLc; =P8y, =P 2c,= 201D,

y=co[1—Bx2 4+ PB0yd ] p oq[x— 2253 4 2B12)55 4 L Y= oy + c1yn

Cuando p=n(n+1) con neN una de las dos series pasa a ser un polinomio de grado n, pues
Cn+2 (y, por tanto, cph+4...) se anulan. Se trunca y1 si n pary lo hace y, si n impar:

p=0—y1=1, p=6—-y1=1-3x2, p=20—- y1=1—-10x2+ 3
p=2— yr2=X, p=12—»y2=x—%x3, p=30— yr=x— 3x3+25—1x5,...

Se llama polinomio de Legendre de grado n al polinomio P,
solucién de [L] con p=n(n+1) que cumple P,(1)=1, o sea:

Po=1, Pi=x, P=3x?—3, P3 =§x3—§x,
_35,4_15.2.3 _63,5_35,3,15
P4_8x TX°+35 Ps= 5 X x+8x,

Los P>m tienen simetria pary los Pom+1 impar. Pom+1 Y P’2m se
anulan en 0. Se pueden probar ademas las propiedades:

n férmula de

P, tiene n ceros reales, todos en (—1,1). Pp(x)= 2”n' dx,,( x2—1) Rodrigues

Los P, son ortogonales: f_ll PhPmdx =0, si m#n ; f p2 dx =

2n+1 '
Los P, son las Unicas soluciones de [L] acotadas alavezen x=1y x=—1.

Para intentar comprobar lo Ultimo resolvemos en torno a x=1, haciendo s=x—1:

2(s+1) * ___ps analiticas
5+2 » b*(s)= T 5+2 para |s|<2

s=0 es singular regular, y es r=0 doble Vp. Por tanto sus soluciones son:

[L1] s(s+2)y” +2(s+1)y’—py =0, a*(s)=

yi=>csk e ya=|s| Dibksk+y1inls|, co=1,
k=0 k=0

y las series convergen al menos si |s| < 2. Sin hallar ningln coeficiente podemos ya afirmar que
y1 estd acotada Vp en s=0 (x=1), mientras que y nolo estd (——o0 si s—0).

Calculemos y1 y comprobemos que si p=n(n+1) obtenemos los P, [pues y1(1)=1]. Debe ser:
i [k(k—1)cksK+2k(k—1)cksk—1] + i [2kcksk+2kcgsk—1]— i pcksk =0 —
k=1 k=0

k=2

k(k—1 —2
Ck % Chk—1 , l<=1,2,...—>y1(s)=1+’2—’s+p[ﬁ—6]sz+---
Si p=n(n+1) la regla de recurrencia nos dice que cp+1 Yy los siguientes se anulan. En particular:

6[6 2] 1

p=0—y1=1; p=2— y1=1+s=x; p=6— y1=1+3s+2002s2=3x2_2 .

Faltaria demostrar (es dificil) que si p#n(n+1) la y1 no estd acotada cuando s——-2 (x—-1)
para comprobar que no hay mas soluciones de [L] acotadas en x=+1 que los Pj.
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Otra ecuacion ligada a problemas fisicos es la de Hermite: [H] | y”/—2xy’+2py=0 |.

Tiene solucién analitica (x=0 regular), convergente en todo R. Resolvemos:

y=>cxk— 3 k(k—l)ckxk‘z—i 2kcixk+3" 2pcgxk =0 — ck=2%ck_2 , k=2,3,...
k=0 k=2 k=1 k=0

2— 2n—2— 1-p)(3 2n—1—
o Y=C1[1+n2 2 CR)C=p)--(2n- ”)XZ”]+Cz[X+nZ 2n A=p)Ep)-Colop)yans1 ],

Como para Legendre, [H] posee solucién polinémica cuando p=neN. Si p=2m, la
primera solucién y1 pasa a ser un polinomio de grado 2m, ysi p=2m+1 esla y> la
que se convierte en un polinomio de ese mismo grado:

p:o—»ylzl, p=1_’y2=X, p=2—>y1=1—2)(2, p=3—>y2=X—%X3,

Los polinomios de Hermite H,(x) son las soluciones polinémicas de [H] tales que los
términos con potencias mas altas de x son de la forma 2"x", es decir:

| Ho=1; Hi=2x; Ha=4x?—2; H3=8x3—12x;

Citemos, una vez mas sin prueba, algunas propiedades de los H, que seran (tiles, por
ejemplo, cuando aparezcan en fisica cudntica. Una forma de generarlos todos es:

_2 2 . ‘s .
e2Xs—s" = > %Hn(x) s" (a esa exponencial se le llama funcién generatriz de los H,).
k=0

[Nos limitamos a comprobarlo para los 4 que ya hemos calculado:

(1+2xs+2x2s2+ % 253 4.0 )(1—s2+ 2 2st—.)=1+2xs+(2x2—1)s2+ (% 2 _2x)s3 4+ ]
De la funcién generatriz sale otra formula de Rodrigues: Hj(x)=(—1)" Xz(g(ne
2x5—s2 (X 5)2
[Pues H”(X)=66T|s=0 ex2ae |s 0~ (X 5=z, aas __)_( 1)nGXZd"e_22|z=x .

En cuéntica no aparece [H], sino u”+(2p+1—x2)u=0. Haciendo u=ye**/2 en ella se
llega a [H]. Se prueba (no es facil hacerlo), que las unicas soluciones u de la inicial
que —0 si |x|]—oo0 son las dela forma up(x)= e‘xz/zH,,(x) , lamadas funciones de
Hermite de orden n. Sélo estas u, interesan fisicamente.

Como los Pp, se puede ver que también las u, son ortogonales, ahora en (—oo, ©):
[e<] _ [ —x2 _ ) ) (e o] 2 _ [ 2 —x2 —9Nnl
[ Unumdx=[___ HaHme *°dx=0, si m#n; f_ooundx—f_ooHne dx=2"nlym.
[Lo comprobamos exclusivamente cuando n=0, 1:

Jo uour=[% 2xe™*=0, [ u2=[% eX’=ym, [ ud=—2xe™X|" +[% 2e7¥'=24T].

Para expresar compactamente las soluciones de la Ultima ecuacién
de interés fisico que vamos a estudiar (la de Bessel) utilizaremos
las propiedades de la funcién gamma (que generaliza el factorial
para nimeros no enteros) definida por esta impropia convergente:

F‘(s):f e Xx5"ldx si s>0, y extendidaa s<0 con:
0

r(s+n) . =24 T 3 i
r‘(s)—(s+n D(s+1)s ' S —n<s<-—n+1, neN.

Se cumplen para la I las siguientes igualdades:
M1)=[y eXdx=1. I(3)=2[, e du=yT. N

r(s+ 1)=—e‘xx5](°)°+sr‘(s)=sr(s)
- (s+n)=(s+n—1)---(s+1)sI'(s) —» N"n+1)=n!, neN.
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La ecuacién de Bessel es: [B] | x2y” +xy’+[x2—p?ly=0|, p=0.

x=0 es singular regular con polinomio indicial r2—p?, ri=p, r,=—p. Entonces

y1=xpickx’<, x>0, (acotadaen x=0Vp)
k=0

es una solucién definida por una serie que convergera en todo R. Llevandola a [B]:

S K k+271—( + () —_ _Ci= _ e — .
kzz(])[k(2p+l<)cl<xp+ +HCXPHH2 =05 ck=—gain  k=2.3,...; c1=0— c3=:-=0
____C . _ co . _ p = (=1)"x2m
C2==320p1) ' AT 200 1)(pr) ¢ Y1TC0X [1"';:1 22mm!(p+1)---(p+m)]
. © _ >m | [funcién de Bessel
Eligiendo Co=; — x)=[%27° __ D" rx de primera especie
9 2PF(p+1) Jo(x) =[3] FZO mTT(p+m+1) [2] ¥ orden o)
—_< =7 < _(E=D" rxp2mtl
1 En particular son: Jo(x) = Z:;) T (3 ™, he) = Z T L2 ,
os{ \ o cuyas graficas estan a la izquierda. Se prueba que,
06 como Jo y J1, todas las Jp oscilan y que si x grande:

-

04 Jp ~ /& cos[x—(2p+1)7]
0.2 . . .
m /X\ /7( Cada Jp tiene un infinitos ceros en (0, ) [que deben
0 W lwzo conocerse para resolver algunas EDPs]:
-0.2
los de Jo son: 2.4048, 5.5201, 8.6532,
los de J1: 3.8317, 7.0156, 10.1735,

Para hallar una solucién linealmente independiente (no acotada seguro en x=0), nos
dice Frobenius que si r1—r,=2p#0,1,... la y» es de la forma:

yo=x"P ibkxk, x>0 (Ilevéndola a [B] se tiene J_p(x)=[%]" Z m.l.((;fr)r:ﬂ)[%]zm).

-0.4

Si p¢N, pero 2peN (p 2 g’ ... ), la y2 no contiene el Inx posible de Frobenius (caso

c] con d=0). Para p— > la resolvimos ya en el ejemplo 8 de 2.2. O sustiyendo en Jip:

_ 7 X ( 1)mx2m+1 > _ _ >
j%(x)—\/)—(mg = senx ,j_%(x)—---— 7 COSX |,

22m+Imi(m+3)- 1r(1/2)

que son linealmente independientes (la expresién asintética pasa a ser exacta si p=% ).
Como sera jp+1=2x—pjp—jp_1, todas las Jzn+1, N€Z, son funciones elementales.
2

Para p=neN el atajo anterior no sirve, pues cambiando n por —n la J—, que aparece
no es independiente de J, [es J_n=(—1)"J, ]. Tendriamos que hallar las y> de Frobenius
(y obtendriamos un Inx en su larga expresién). Por ejemplo, para p=0 (que seguro
contiene logaritmos) se acaba encontrando:

[funciéon de Bessel

yz(X)—Z(( — |:1+%+---+%:|[ ] +Jo(X)Inx =Ko(x), x>0 de segunda especie
m?') y orden 0].

Pero en bastantes problemas fisicos en los que surge la ecuacién [B] (en otros no) es
necesario que las soluciones estén acotadas, y para ellos no servird de nada disponer de
estas complicadas segundas soluciones.

Lo que si nos serd til en el futuro serd conocer estas propiedades de las derivadas:

% XPIp()]=XPJp-10x), g[xPIp(x)]= —x"Pps1(x) (E” particular, [[J):)j]lf];iﬁ )

(_l)mx2m+2p—1

. d d ) (_l)mX2m+2p o L . | |
(Son inmediatas: WZO ST prmTD) = X mz=:0 s imirrmeD Y Similar la otra).

m=

Derivéndolas y despejando J/ : j;:jp_l—fi(jp=—jp+1+§jp = jp+1=zx—pjp—jp_1 , que es

la relacion de recurrencia citada, que expresa cada Jp+1 en funcién de las anteriores.
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2.4 El punto del infinito

Nos preocupamos por el comportamiento de las soluciones de una lineal de segundo
orden para grandes valores de x. Pocas ecuaciones son resolubles elementalmente.
Por otra parte, las soluciones en forma de serie (salvo que se puedan identificar con
funciones elementales) no dan ninguna informacién para grandes x, incluso aunque
converjan Vx. Si queremos ver qué sucede cuando x — oo, la idea natural es efectuar
el cambio de variable x =1/s y estudiar el comportamiento de las soluciones de la
nueva ecuacion cuando s— 0%, que sera facil de precisar si s=0, llamado punto del
infinito de la ecuacién inicial, es punto regular o singular regular de esta ecuacién.

A diferencia del cambio s=x—X, que no modifica las derivadas, hacer x=1/s exige
usar la regla de la cadena. Denotando las derivadas respecto a s con puntos:

X=5= Y=y G=—gV YV =aytEy = |y ==s?y, y'=s*y+2s%y

Ej 1. | (1+x2)y”+xy’—y =0 |. Estudiemos su comportamiento para grandes Xx:

x=1— (1+3)s%y + (1+ 3)2s3y — Sy —y=s2(1+52)y+5s(1+252)y—y=0.
Para esta ecuacién s=0 es singular regular, con r==+1. Sus soluciones para s>0 son:
y1 = iCkskJrl =CoS+C152++++, Co#0; y2= ibksk—1+dy1 Ins, bo#0 .
Si s— 0%, T:solucién y1—0, mientras que la y2—>o:_zsi bo>0,sea d=0 6 d#0), con

lo que deducimos, sin necesidad de resolver nada, que hay soluciones de la ecuacién
inicial que, cuando x — oo, tienden a 0, mientras que otras tienden a .

Como la ecuacidn es resoluble elementalmente pues y; =X es solucién que salta a la
vista, podemos en este caso concreto hallar su solucién general y comprobar:

— —2a—fadx 4y — ax __ _ _ ./ 2 s e v 2

=X|x" ‘e dx =x = 1+x =C1X+CovV1+x4.

& f fx241+x2 y 1 2

Hay soluciones que claramente — oo y las de la forma C(x—v1+x2) = - O—

X+ ¢ 1+x2 X—®©
De paso observemos que yi =x=% es la y> que obtendriamos arriba (es d=0).

Para Hermite y Bessel este camino parece adecuado para estudiar sus soluciones para x gordo,
pero por desgracia, se comprueba que s=0 en ambos casos es singular no regular. Aunque para
Legendre lo interesante fisicamente es lo que sucede en [—1, 1], vamos a analizar su punto del
infinito. En 2.3 obtuvimos sus series solucién en torno a x=0 [que hablan sélo de lo que ocurre
en |x]<l]lyentornoa x=1 [hablan de xe(-1,3)].

x=1/s

[L] (1—x2)y” —2xy’ + py =0 =5 [Loo] 52(s2—1)y + 253y +py =0.

Para [Leo] €s s=0 singular regular, con a*(s)=2s2/(s?—1), b*(s)=p/(s2—1) analiticas en |s|<1.
Las series solucién de [Le] convergeran al menos en ese intervalo y de ellas podremos extraer
informacidn, por tanto, sobre las soluciones de [L] para |x|>1. Como el polinomio indicial de [Le]
tiene para todo p>0 una raiz r1 = %[1+ \/1+4p] >0 deducimos, por ejemplo, que siempre hay
soluciones de [L] que tienden a 0 para x—o0.

k—o].

X—00

[Pues y1(s)=s" chsk —0sis—0%, 0sea, yi(x)=x""> ckx~
k=0 k=0

Resolvamos por series [Lo] si p=0 (Unico p para el que s=0 esregular): y=>" cksk —
k=0

K2k 2, k=2,3,... >y =co+ c1[s+%s3+%s5+---] =co+c1[x‘1+%x—3+%x—5+---],

Ck="%
serie (no de potencias) que describe las soluciones para |x|>1, que es donde converge.

1+s
1-s

- y=co+c1In|ii—§|=co+c1 In|

C1
1—x2

De otro modo: (1—x2)y”’+2xy’=0 — y’'=

, X, S#E£1.
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