3. Problemas de contorno para EDOs

Un problema de valores iniciales para una EDO lineal con coeficientes continuos tenia
solucién Unica. En concreto, quedaba determinada la solucién de una lineal de orden dos
fijando el valor de la solucién y de su derivada en un punto dado. Las cosas cambian si
imponemos las condiciones en los dos extremos de un intervalo [q, b] . Esos problemas
de contorno presentan propiedades muy diferentes. Por ejemplo, es facil comprobar
que tiene infinitas soluciones un problema tan sencillo y regular como
17 —_
{y 0)+y(x)=0 — y=Csenx, con C constante arbitraria.
y(0)=0, y(m)=0
Los problemas de contorno que nos apareceran insistentemente al utilizar el método de
separacion de variables del capitulo 4 dependerdn de un pardmetro A. Para precisar
y probar algunas de sus propiedades se deberan reescribir las ecuaciones mas generales
en la siguiente forma (llamada autoadjunta):

(P) { (Y'Y —aqy+Ary=0
ay(a)—a’y’(a) = By(b)+B’y’(b) =0

Ante un problema como (P), para el que y=0 es siempre solucién trivial, nuestro objetivo
(que no siempre alcanzaremos) sera hallar los valores de A para los que tiene
soluciones no triviales [que se denominan autovalores de (P)] y esas soluciones no
triviales asociadas a cada A [sus autofunciones]. Observemos que, por ser lineales
y homogéneas la ecuacién y ambas condiciones de contorno, si y(x) es solucién de (P)
también, para cualquier C, loes Cy(x)={y(x)}. La notacién y lenguaje algebraicos son
abundantes en esta teoria.

Comenzaremos en 3.1 estudiando ejemplos con variadas condiciones de contorno para la
ecuacién y”’+Ay =0 (la mas sencilla y la que mas veces aparece separando variables).
En ellos aparecerd una sucesion infinita A, de autovalores y las autofunciones {yn}
asociadas a A, distintos serdn ortogonales entre si. Después precisaremos para qué
tipo de problemas de contorno (P) mas generales se mantienen esas propiedades. Serdn
los que se llaman problemas de Sturm-Liouville separados. Veremos ejemplos mas
complicados para mostrar las dificultades que pueden darse y hablaremos brevemente
también de los problemas periédicos y de los singulares.

En la seccién 3.2 aseguraremos que cualquier funcién f continua y derivable a trozos se
podrda escribir como una serie de Fourier (una suma infinita de autofunciones {y,}
de un problema de Sturm-Liouville). Esto serd muy Util en la resolucién de EDPs. Como
caso particular trataremos con algln detalle mas los desarrollos de Fourier en senos y
cosenos. Aunque la convergencia natural de estas series sea la Ilamada ‘convergencia
en media’, nosotros nos limitaremos a hablar de convergencia puntual y uniforme.

Separando variables en la ecuacién de Laplace y otra similares apareceran, ademas de
problemas de Sturm-Liouville homogéneos, otros problemas de contorno con la ecuacién
o alguna condicién de contorno no homogéneas. Por eso, estudiaremos problemas de
ese tipo en 3.3. Para ellos, ni y=0 es solucién, ni lo son los multiplos de una solucién
dada. La existencia de soluciones dependera de si existen o no soluciones no triviales
del problema homogéneo. Tendran solucién Unica en el Ultimo caso, e infinitas o ninguno
si el homogéneo tiene infinitas.

La notacién en todo este capitulo serd y(x), pero en separacién de variables las funcio-
nes de nuestros problemas de contorno seran X(x), Y(y), R(r), ©(6), ...
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3.1. Problemas de Sturm-Liouville homogéneos

Antes de dar la teoria general, hallemos los autovalores y autofunciones (es decir,
busquemos sus soluciones no triviales) de dos problemas de contorno homogéneos para
la sencilla EDO lineal y””+Ay=0.

Ya que su polinomio caracteristico es pu2+A=0 — u==+/—X, la solucién general de la
ecuacién sera diferente segun la constante A sea menor, igual 6 mayor que 0.

. "+ Ay=0
Ej 1. <P1>{y v

y(0)=0, y(m)=0

Si A<0 la solucién general es y=c1ePX+ cpe PX, con p=+v—X >0.

Imponemos las condiciones de contorno en cada caso:

y(0)=c1+c2=0 — C2=—C1\, ‘\‘ Iz
y(Tl') =c1e™+cre ™=0 Cl[enp_e—np] =@ ‘.'.'
Por tanto c1=c2=0 (pues e™#e~™ para p>0). Para ninglin =~ .eee="" e
p existen soluciones no triviales y ningdn A <0 es autovalor. | b
y(0)=c1=0

SiA=0es y=c1+Cx — } — y=0. A=0 tampoco es autovalor.

y(m)=ci1+com=0

0)=c1=0
Y para A>0 es y=cjcoswx+czsenwx, llamando w=+vA >0 — y(0)=c1=04
y(m)=cz2senwn=0

Para tener solucién no trivial debe ser c2 #0.
Lo serd si el seno es cero: wn=nvA=nm — Ap=n?%, n=1,2,...
Para cada uno de estos A, hay soluciones no triviales

yn=cCc2sennx={sennx}.

U
Observemos que se cumple para m#n: fo sennx senmxdx =0,

T s
pues %j [cos(n—m)x—cos(n+m)x]dx = %[Se",f:,m)x - se",fﬂ")x]o =0.
0
(P1) tiene una sucesién infinita de autovalores A,=n2, n=1, 2, .... Las autofunciones

yn={sennx} asociadas a cada A, constituyen un espacio vectorial de dimension 1. La
n-sima autofuncion posee n—1 ceros en el intervalo (0, 7). Autofunciones distintas

son ortogonales en [0, r] [respecto del producto escalar (u,v)=fguvdx ]

Ej 2. | (P2) {yi’ + )Ly ,= Y _ Imponemos las nuevas condiciones a las soluciones de arriba:
y'(0)=y’(m)=0
B B P e B
A=0-— iigg;zgzg } — A=0 autovalor con autofuncién yo=c1={1}.
A>0— ){igg;zivsf;geln wn=0} — An=n?%, yp=C1COSNX.

Los Ap=n? ylas yp={cosnx}, n=0,1,2,... (se suelen escribir
asi, poniendo {1} como el caso particular {cos 0}) poseen las
mismas propiedades resaltadas para el problema anterior.

Por ejemplo, la autofuncién que ocupa el lugar n se anula n—1 veces y continda habiendo
ortogonalidad (yn, ym)=0, cualesquiera que sean m y n distintos (0 incluido):

m s
_1 _ _ 1[sen(n=m)x , sen(mm)x ™ _
L Ccos nx cosmxdx—zjo [cos(n m)x+cos(n+m)x]dx—2[ =t m ]O—O.

[No es 0 la integral, desde luego, si m=n: [ 12dx=m, [} cos?nxdx =3 [;[1+cos2nx]dx =3 ]
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Pasemos a tratar ya el problema general. Consideremos la ecuacién lineal de segundo
orden que depende de un pardmetro real A:

y”+ax)y’+ b(x)y+Ac(x)y=0, con a,b,ceC[a,b], c(x)>0 en [a,b].

Para estudiar y probar sus propiedades (no para resolverla) se reescribe de otra forma,
que se suele llamar 'autoadjunta’ o ‘'Sturm-Liouville’, con todas las derivadas en un

Unico término. Multiplicando todo por ela y agrupando los dos primeros sumandos:
[efay']/+ beldy+acelay = [py’]—qy +Ary =0, con peC?, g,reC, p,r>0.

Las condiciones que mas nos van a interesar son las condiciones separadas (cada una
afecta a los valores de y o de y’ sélo en uno de los extremos del intervalo):

Se llama problema de Sturm-Liouville separado regular a uno del tipo:
) [PV —ay+Ary=0
> ay(a)—a’y’(a)=0, By(b)+B’y’(b)=0 (condiciones separadas)
donde peClla,b], q,reCla,b], p,r>0 en[a,b], |al+|a’|, |BI+I|B’| #0.

[La funcién que mds aparecerd sera la r que acompafia a A e y, peso del producto escalar].
[Las Gltimas condiciones simplemente dicen que a y |a&’|, |B] y |8’| no se anulan a la vez].

Los ejemplos 1 y 2 eran unos (Ps). Este teorema generaliza sus propiedades:

Los autovalores de (Ps) son una sucesidn infinita A\ <Ay <.+ <Ap<---
que tiende a oo. Las autofunciones {y,} forman un espacio vectorial de
dimensién 1 para cada n y cada y, posee exactamente n—1 ceros en el
intervalo (a, b). Las autofunciones asociadas a autovalores diferentes son
Teor 1. | ortogonales en [a, b] respecto al peso r, es decir:

(Yn, ym) = f:rynym dx =0, si yn,¥m estdn asociadas a Ap#Am .

Si aa’, BB’>0 y g(x)=0 en[a, b] entonces todos los autovalores A,>0.
En particular, para y(a)=y(b)=0 [o sea, si a’=6'=01]todos los A,>0.

No probamos la primera afirmacién y la de los ceros que son dificiles. Si el resto.
Si y cumple (Ps): y'(a)=Zy(a), a’#0 ; y'(b)=—%y(b), B'#0
[yes y(a)=0,sia’=0; y(b)=0,si8’=0].

Si y, y* estdn asociadas al mismo A, se deduce que dependen linealmente, pues su
wronskiano se anula en a (o también en b):

IWI(y, y*)(@)=yy*'—y'y*|,_,=0, si a’=0 osi a’#0.
Sean ahora yp, ym asociadas, respectivamente, a Ap ¥ Am:

Anryn=—[py; 1’ +ayn Multiplicando por ym € yn,
Amrym =—I[py; 1’+qym | restando e integrando:

partes

b b b
[An=Am] [ rynymdx = [ [yn(py’ ) —ym(py?) 1dx"="[p(yny! —ymy’)].=0,
ya que |W|(yn,ym)=0 en a y en b. Por tanto, si Ap#Am se tiene que (yn, ym)=0.

Si y es la autofuncién asociadaa A y aa’>0, BB’>0, g=0 entonces
b b b b
A, ry?dx =, [—ylpy’Y+ay?Jdx =], [p(y")?+qy?]dx—[pyy’], =20 = A=0,
pues [Pry2dx>0 (r>0), [ [p(y")2+qy?]dx=0 (p>0, g=0)

FPBLY(D)]*205i B0 FP@IY(@]20sia’#£0

0sif/=0 - Lpyy ](a)={ 0 sia’=0

—[pyy’](b)={

Si y(a)=y(b)=0, y={1} no es autofuncién = y’#0 :f:p(y’)2>0:> A>0.
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Ej 3. | (P3) {y”+)\y= 0 (esta ya en forma autoadjunta: [y’]'+Ay =0y es r=1)
' y’(0)=y(1)=0 ' -

Tendra las propiedades del teorema 1. Hallemos sus A,. Como aa’=88'=0, g=0, nos
limitamos a los A>0. [Ahora sabemos que podiamos haber hecho esto en el ejemplo 2,
y que en el 1 hubieran bastado los A >0; que conste que hay problemas con A<0].
y'(0)=c2=0
y(1)=c1+c2=0
A>0: y=cicoswx+czsenwx. y’(0)=0—-c2=0— y(1l)=cicosw=0
(2n—1)?n2
4

A=0: y=c1+C2x — }—»yEO . A=0 no es autovalor.

_2n—1

- Wp="5=1, Ap= .yn={cosz”2—_1nx},n=1,2,...

El teorema asegura que las {yn} son ortogonales: f& YnYmdx=0,n#m
(serfa facil comprobarlo), y que la autofuncién n-sima (como le ocurre a
las tres dibujadas) tiene n—1 ceros en (0, 1).

Ejd. | (P ){y”H\y:O Como es aa’=0, BB’'=1>0, q=0,
)3 47 vy (0)=y’(1)+y(1)=0 | volvemos a estudiar sélo los A>0.
y'(0)=c2=0

A=0: y=ci1+Cx — }—» y=0. A=0 no autovalor.

y'(1)+y(1)=c1+2c2 =0
A>0: y=cicoswx+casenwx. y’'(0)=wc2=0— y’(1)+y(1l)=ci[cosw—wsenw]=0.

No podemos hallar exactamente los )\, pero tan wn=wi !
n 1

lo cumplen infinitos w, (anulan el corchete infinitos wp ), que 1/w
sélo se pueden calcular aproximadamente. Para cada )\n=w%

la autofuncién y, es {coswnx}. Las y, serdn ortogonales. of wm

o

[La mayoria de los problemas de S-L no son resolubles, pues pocas
lineales de orden dos lo son elementalmente (coeficientes constantes
y pocas mas), y aunque lo sean puede ocurrir lo que en este ejemplo].
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Ej 5. — p2=2u+A=0, u=1xy/I—-X. [e=2Xy’] +Ae=2Xy=0.

(Ps) { y;’— 2y’/+ Ay=0
y'(0)=y"(1)=0

Sabemos que los A >0, pero esto no ahorra cdlculos, pues tenemos que mirar A<,=,>1:

A<l: y=c1e@+PX 4 c;e(=PX | v/ = c1(1+p)e(+PX + ¢y (1—p)e(A—PX | p=yTI—x —

ci[1+p]+c2[1-p]=0
ci[1+plel*P+cy[1—plel=P=0

} — c2(1—p)e[eP—eP]=0—- p=1 (A=0), yo={1}.

c1+c2 =0

— . — X ! X
A=1l: y=[ci1+cax]eX, y'=[c1+cr+cox]eX — CL+2C2=0

} — y=0. A=1 no autovalor.

_ y=[c1coswx+czsenwx] eX, w=+/A—-1

A>1: (0)=c1+cow=0
y’=[(c1+czw)cosw><+(cz—c1w)senwx]eX —y(O)=catc -

y'(1)=cre(l+w?)senw=0 —
w=nm, n=1,2,... - Ap=1+n?n?, y, = {eX[sennnx—nmcosnnx]}, n=1,2,...
Las autofunciones seran aqui ortogonales respecto al peso r(x) = e=2X:
(1, yn) =f01 e X[sennnx—nmcosnux]dx=:--=0

(y,,,ym)=f01 [sennmx—nmcosnnx][senmmux—mmcosmnx]dx=---=0 (m#n)

X *

2\ / =] = faz f%: — al )\Xz . P =l
Ej 6. (PG){xy +xy’+Ay=0 | p(x)=e e x — [xy’] +A%£=0. Peso r(x)

y(1)=y(e)=0 Es problema separado regular (p,r>0 en [1,e]).

Es ecuacién de Euler con r(r—1)+r+A=0—r=%+—X .Y basta mirarlos A>0:

c1=0

y=cicos(wlnx)+czsen(winx), e

} An=n?m?, yp={sen(nminx)}, n=1,2,...

e
Como siempre, las autofunciones son ortogonales: J Se”(”"'”x);e”(m"'”x) dx=0, m#n.
1
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Separando variables aparecerdn también (por ejemplo resolviendo Laplace en un circulo)
problemas de contorno como el siguiente, que no es separado, pues sus condiciones de
contorno mezclan los valores en los dos extremos del intervalo. En concreto, resolvamos
este problema peridédico:

y”+Ay=0 [Estas condiciones para las soluciones de la EDO

Ej 7. (P7) {y(—n):y(n),y’(—n):y’(n) equivalen a pedir que y sea 2m-periddical.

Cl[enp_e—np]_CZ[enp_e—np] =0 emP—e=TP = TP_ TP

<
A<0 = ci1[e™—e TP +cy[e™—e ™] =0

} . Como =2(e™—e~)’£0,

e™—e=™ eMP—e=TP

cuando p>0, el sistema sélo tiene la solucién trivial c;=c2=0, por ser no nulo el
determinante de los coeficientes. No hay, por tanto, autovalores negativos.

C1—CM=C1+C2T
Cr=0C2

A=0 — } se satisface para c=0 y cualquier c1: yo=c1={1}.

2cosentw =0

>
A=0= 2ciwsenntw =0

}—» sentw=0 — Ap=n?, n=1,2,...

Para esos autovalores A, los datos de contorno se cumplen para todo ¢ y todo c>.
Las autofunciones son, pues: y, =3 cosnx+ c2 sennx = {cosnx,sennx} .

[Es claro que exigir simplemente que y sea 2m-periddica
lleva directamente a los mismos autovalores y autofunciones].

Las propiedades de (P7) son algo distintas de las los problemas separados: sigue habiendo
una sucesion infinita de autovalores \,=n?%, n=0,1,2,... que tiende a o, pero las
autofunciones yo= {1}, yn={cosnx,sennx} forman ahora un espacio vectorial
de dimension 2 (cuando n>0). Utilizando senacosb=%[sen(a+b)+ sen(a—b)] (y otras
relaciones trigonométricas ya vistas) se comprueba que siguen siendo las autofunciones
diferentes ortogonales entre si.

Los problemas de Sturm-Liouville pueden generalizarse. Demos alguna idea sobre ello.
En la prueba del teorema se aprecia que lo basico para la ortogonalidad es que [plWl(yn,ym)]Z=0 .
Esto puede suceder para otros tipos de condiciones de contorno (y para otros muchos no) ademas
de nuestras separadas.
Por ejemplo ocurre en los llamados problemas periédicos que generalizan el (P7):

(Po) [py’Y —qy+Ary =0, con p(a)=p(b), peCl[a,b], gq,reCla, b]l, p,r>0en[a, b]

PPl y(@)=y(b), y’(a)=y’(b) (condiciones periédicas)

Para (Pp) no se anula el wronskiano de dos soluciones ni en a ni en b (y por eso hay espacios de
autofunciones de dimension 2), pero es claro que [p|W|(yn, ym)](B)=[pIWI(yn, ym)](a).
Mas en general, se llaman problemas autoadjuntos aquellos tales que [plWl(u, v)]Z=0 para
todo par de funciones u, v que cumplan sus condiciones de contorno.

Las yn de los problemas autoadjuntos (que en libros avanzados se prueba que tienen propiedades
similares a las vistas) son, pues, ortogonales. Pero no nos ocupamos mds de ellos, pues todos los
problemas que nos aparecerdn en el capitulo 4 serdn todos separados (o el (P7) de arriba).

[EI término ‘autoadjunto’ se debe a que sillamamos L[y]=—[py’]’+qy, la ecuacién adopta
el aire algebraico L[y]=Ary. Denotando (u,v)=f: uvdx, se cumple (L[ul, v)=(u,L[V])
para todo par de funciones u, v que satisfacen las condiciones de contorno. El operador
L es ‘autoadjunto’ en ese conjunto de funciones].

y"+Ay=0
y(0)=y(m), y’(0)=—y’(m)

El problema, pues, no es autoadjunto. Operando como en el ejemplo 7 es facil ver que las
cosas son muy diferentes: cualquier A (menor, igual o mayor que 0) es autovalor

Ej 8. | (Pg) { Se tiene [p|W|(u, v)](m)=—[pIW|(u, v)](0).

(asociado, respectivamente, a {ch[p(x—3)]}, {1} ¢ {cos[w(x—3)]})
y en general es falso que las autofunciones asociadas a A distintos sean ortogonales.
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Resolviendo algunas EDPs apareceran problemas singulares de Sturm-Liouville que
no relnen todas las condiciones de los regulares: p 6 r se anulan o no son continuas
en algun extremo del intervalo, el intervalo es infinito. .. Resolvamos tres de ellos (el 9
surge, por ejemplo, tratando ondas o calor en el espacio, el 10 si esas ecuaciones son en
el plano y el 11 para Laplace en la esfera), en los que en uno o ambos extremos es p=0.
En esos extremos las condiciones de contorno de un (Ps) son demasiado fuertes para
tener autovalores y autofunciones como en los regulares y se sustituyen por acotacion,
de forma que siga habiendo ortogonalidad, es decir, segln vimos en la demostracién del
teorema 1, que se cumpla:
0 =[p(ny,, —Ymy") ]2 = An—Am){¥n, Ym) .

xy” + 2y’ + Axy =0

efa=x2
y acotada enx=0, y(1)=0 y”+§y’+)\y=0 — [y +ax?y=0.

Ej 9. | (P9) {

Haciendo el cambio u = xy la ecuacion se convierte en la muy conocida u” +Au=0 —

la solucién general de la inicial para A>0 serd y =c1 <5 + ¢, %5C¥%  con w=+A.

y acotada en x=0 — c1=0 (pues si x — 0+, €S¥X _, 00, mientras que ser;wx_,w)_
Imponiendo ahora y(1) =0 — senw=0 —» Ap,=n?n%,n=1,2,..., yn={SeannX}
[autofunciones ortogonales, como es facil comprobar, respecto al peso r(x)=x2 ]

Es facil ver directamente que no existen A <0, o podemos evitar las cuentas pues la prueba
de esa parte del teorema se puede adaptar a este problema singular, con lo que A>0.

[También se podria haber observado que las condiciones que quedan tras el cambio son
u(0)=0-y(0)=0, u(1)=1-0=0 — up={sennmx}, y haber deshecho el cambio].

[Si hubiésemos impuesto y(0)=0, y(1)=0, la Unica solucién seria y=0 VA;
las condiciones para este problema singular habrian sido demasiado fuertes].

Ej 10. — [xy’] + xxy=0.

y acotada enx=0, y(1)=0

xy” +y’+Axy =0
(Plo){ - v

Se puede probar que A>0. Haciendo el cambio de variable independiente s=+vAx=wx
2 . 7 .
[y’=w%, y”=w227{ ], la ecuacién se convierte en la de Bessel de orden 0:

2
SZT{ + % +sy=0—y=c1Jo(s) + c2Ko(s) = c1Jo(wx) + c2Ko(wx).

La primera condicién de contorno impone que c2=0 (pues 1
Ko no estd acotada en x=0). De la otra se deduce que

0.8
c1Jo(w)=0. Asi pues, los autovalores son los A1 <Ay <---

cuyas raices son los infinitos ceros w, de Jo 0.6

[w1~2.40, wyx5.52, w3~8.65, ..., wnz(n—%)n sin grande] ns

Para estos )\n=w,27 sus autofunciones son yp={Jo(wnx)}, 02 ‘ ‘ 7

ortogonales respecto al peso r(x)=x. o 3 12 16
Parece complicado, pero en el fondo no es muy distinto del primer 02
ejemplo que vimos. Alli las wj, eran los ceros de un seno. Aqui son 04
los de la una funcién simplemente menos famosa. ’

[(1—x2)y’]’ +Ay=0

La ecuacién es la de Legendre con A en vez de p .
y acotada en x==+1

Ej 11. | (P11) {

Sabemos que sus Unicas soluciones acotadas a lavezen 1 y en —1 son los polinomios de
Legendre Pp(x), y que estos aparecen cuando A=n(n+1), n=0,1,2,...

Po=1, Pi=x, P2=3x2-1, P3=3x3-3x, ...

Los autovalores son pues Ap=n(n+1), n=0,1, 2,... y las autofunciones son los {Pn}, que

cumplen, como dijimos en 2.3: f_ll PnPmdx=0 si m#n, f_ll Pfdx:%+1 [r(x)=1].

48



3.2. Series de Fourier

Consideremos el problema de Sturm-Liouville separado regular:

(Ps) { [py’) —qy +Ary =0
* | ay(a)—a’y’(a)=0, By(b)+B’y’(b)=0

y sean yi,¥Y2,...,¥Yn, ... Sus autofunciones asociadasalos A1, Az, ..., Ap, ....

La importante propiedad que veremos en esta seccién es que cualquier funcion f
suficientemente regular en [q,b] puede ser desarrollada en serie de dichas
autofunciones, es decir:

fx) = i Cnyn(x)

Supongamos que este desarrollo es valido y que la serie puede ser integrada término a
término. Entonces, por ser las y, ortogonales:

f:rfymdx= > cnffrynymdx=cmf:ryr2ndx

n=1
Asi pues, representando como en 3.1 el producto escalar respecto al peso r(x) por:
(u,v):f:ruvdx debe ser c,,=M , n=1,2,...
(Yn, yn)

[El r es el de la ecuacién en forma autoadjunta. En la mayoria de los problemas que
aparecerdn separando variables en el capitulo 4 dicho peso serd 1, pero no siemprel.

El problema (nada elemental) reside en precisar para qué funciones f la serie que tiene
esos coeficientes (llamada serie de Fourier de f en esa familia de autofunciones)
converge realmente hacia f en [a,b]. Aunque se le pueden exigir condiciones mas
débiles, nosotros pediremos a f que sea Cl a trozos, condicién que serd satisfecha por
las funciones que nos apareceran en los problemas practicos.

[Se dice que una f es C! a trozos en [a, b] si podemos dividirlo en
subintervalos [a, b]=[a, x1]U[x1, x2]U---U[Xp, b] de modo que: b : '
i. f y f/ son continuas en cada (Xk, Xk+1), PN P Y Y
ii. los limites laterales de f, f’ en cada xx existen (son finitos)]. | a Xy Xn b
Si f es C! atrozos en [a, b] entonces su serie de Fourier:
&, {f.yn)
X
Teor 1. ,;1 {(Yn, yn) yn(x)
converge hacia f(x) en los x€(a, b) en que f es continuay
hacia %[f(x‘)+f(x+)] en los x€(a, b) en que es discontinua.

[El teorema no dice nada sobre la convergencia en los extremos a y b y, en
general, no sabremos decir lo que ocurre en ellos. Si lo sabremos en el caso particular
de la series ‘en senos’, ‘en cosenos’ y ‘en senos y cosenos’ que pronto veremos].

[La demostracién es dificil y la omitimos. En lenguaje de ‘andlisis funcional’, las {yn}
son una ‘base de Fourier’ del espacio de funciones de dimensién infinita (similar a una
base ortonormal de uno de dimensién finita). La cuestién principal es ver que la base
es ‘completa’, es decir, que no hay otras funciones ortogonales a las {yn}. El espacio
‘natural’ para estudiar las series de Fourier es L2 (funciones de cuadrado integrable) y
la convergencia mas ligada a ellas es la ‘convergencia en media cuadratica’:

b n 2
J ‘f(X)—ZCkyk(x)‘ dx — 0 cuando n— oo |.
a k=1
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Caso particular de los desarrollos en serie de Fourier son los desarrollos en series
trigonométricas, que, al ser los que mas utilizaremos, estudiamos con detalle.

y"+Ay=0 _n’m nmx
Para | (P1) {y(O):y(L):O son Ap= =Y, n=1,2,.
[Sale facil directamente, o con s—— -y’ +%Ay=0, y(0)=y(m)=0 en la variable s,

que es casi el ejemplo 1 de 3.1. También conviene trasladar con s=x—a un problema
en [a, b] al (P1) (con L=b—a), sin necesidad de estudiarlo desde el principio].

Llamaremos serie de Fourier en senos en [0, L] de f al desarrollo en estas {yn}:

L
OO = Z bnsen™, con by, =%J f(x)sen™™dx, n=1,2,... | [s]
0

Puesto que el peso r(x)=1 yes (yp, yn)= fo sen w dx = zfo [1—cos 2”""]dx =§

Se llamaré serie de Fourier en cosenos en [0,L] de una f dada al desarrollo en las
autofunciones de este segundo problema de contorno:

y"”"+Ay=0 _ 22 _ B
(PZ){y’(O)=y’(L)=0 - An="3, yn={cos ¥}, n=0,1,... [yo={1}]

[ee]

L
f(x)=%+ Z ancos =, con an=%J f(x)cos = dx, n=0,1,2,... | [c]
0

Pues (yo, yo) fo 12dx=L e (ynyn) fo cosm dx=5,sin>1.

[Poniendo % en la serie, la férmula del a, vale tamblen para ao |.

Otras dos familias de autofunciones sencillas en las que muchas veces tendremos que
desarrollar funciones son las de estos problemas faciles de resolver:

"+Ay=0 2 —

@ 2h =0 con An=L T yn={sen BURY (y, y) =5, n=12,...
"+Ay=0 2n—11%n 2n—1 L

o ay=o con an=l e yn={cos RHEL (y, yn) =5, n=12,...

A estos desarrollos en autofunciones los Ilamaremos, respectivamente, series en senos
impares y en cosenos impares en [0,L].

Observemos que en estos cuatro casos la formula para el coeficiente ¢, de la serie
de Fourier (que se deduce de la general (f, yn)/(yn,yn) ) adopta la forma:

ch=2 j FO) yn(x) dx

[No olvidando poner ao/2 para las series en cosenos, que son las Unicas que
tienen ese término, ya que para las otras tres las sumas empiezan desde n=1].

Ej 1. Desarrollemos ’f(X)=X. x€[0,1] ‘ en senos, COSenos y Cosenos impares: 1| ;

=23

2cosnm 1,2,...

L sennmx, pues b —2f1xsennnxdx—— =
= , P n=<Jo = . =

I»—-

(2m 1y cos(2m—1)mx ,

=3+ 3

1
ya que ao=2foxdx=1, an=2f0xcosnnxdx=w[cosnn—1] , n=1,2,...

_1 4
L cosnmx —5——22
m=

[ 4(=1)t 8 (2n—1)mx _ 1 (2n—1)mx _
f(x)_n;[ T2n-1) ~ =12 } cos 5 , pues cp =2 fo X COS *——-——dx =

Las tres series, por el teorema 1, convergen hacia f(x) para cada x€(0, 1). Lo mismo haria
el desarrollo en autofunciones de cualquier otro problema de Sturm-Liouville.

Hemos venido escribiendo f= X aunque la igualdad sélo se da seguro en los x€(0,L) en que f
es continua. En 0 y L vamos a ver ahora lo que pasa para las dos primeras series.
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Cada sumando de una serie en senos (sen es impar y todos son de periodo 2L vy,
por tanto, la serie tendrd esas mismas propledades. Si la f que desarrollamos, definida
inicialmente en [0, L], se extiende primero de forma impara [—L, L] y luego de forma
2L-periddica a todo R, la suma de la serie sera esa funcién extendida. Donde ésta sea
continua, la serie tendera hacia su valor (y si no, hacia el valor medio). Apareceran
discontinuidades en algun extremo del intervalo inicial salvo si es f(0)=f(L)=0.

[Si fuese f(0)#0 6 f(L)#0 la extension impar y 2L-periddica de
f no seria continua en 0 o en L. Ademas esta claro que todas las AP 1%
series en senos se anulanen 0 y L, pues lo hace cada sumando]. : '

nmx )

5,,
»

Andlogamente, cualquier serie en cosenos (cuyos sumandos
son pares y periédicos) convergerd hacia la extension par y
2L-periddica de la f inicial, lo que no crea nuevas discontinuidades en los extremos.

[Aunque las series en cosenos convergen mejor que la de los senos, cuando nos surjan al
resolver EDPs no podremos elegir el tipo de series en que desarrollar las funciones: seran
impuestas por las condiciones de contorno del problemal.

Ej 1*. Ya podemos precisar hacia qué convergen las dos primeras series del ejemplo 1 en los

extremos del intervalo. B Y § T TR P TP
En particular, la serie de senos no converge hacia f en N\ : ,
todo [0,1] (en x=1 lasuma serd 0)y parece hacerlo = T 3
uniformemente en todo intervalo [0,b], b<1. La de
cosenos parece converger uniformemente en [0, 1. /lmpar ...... RIS TIRTS
: ) serie en senos -3 - 0 il 13
serie en cosenos G H g H
2y 5 términos ! LySotmines N M A
0.8
08 Comprobamos con ordenador (usando
06 el programa Maple). Lasumade 2 y 5
0.6 términos de la serie en cosenos ya da
o una buena aproximacién. La de senos,
i 04 en cambio se ajusta mal cercade x=1
al valor real, incluso con 50 términos.
o2 2 [Cerca de las discontinuidades apare-
ceran siempre ese tipo de ‘picos’. Es el
00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 * 00 0.2 0.4 0.6 0.8 l.“ ”amado ‘feno,meno de Gibbs']

Desarrollamos ahora una funcién ‘rota’ en serie de cosenos impares:

. x, 0<x<2 . . y”+Ay=0

Ej 2. Desarrollem = 2 n seri tofuncion , .

j esarrollemos | f(x) {0’ T<xsn en serie de autofunciones de V(0)=y’(m)=0
Autofunciones conocidas: )\n_(Zn vy, —{sen—(z” VXY p=1,2,.... (ynyn)=2

s /2
- Cp= %j FO)sen@1X gy = %f
0

xsen@ ax
0

_ _4x s (2n;1)x n/2+ 4 T cos 2n—1)x oo 8sen (anl)n 3 DeEs (ZnZI)n
- n(2n—1) 0 n(2n—1) . 2 ~ n(2n—-1)? 2n—1
La serie converge hacia f en los x € (0, ™) en que es continua, y w2}
hacia %[f(x+)+f(x—)] en los que es discontinua. En particular, para n/4|- -
x=7 la suma ha de ser 7. Por tanto, se tiene que: =
e (2n 1n ©
T_ @n-1)m _ [8sen2(”" 3) _ sen ] _4 1 7
4 _; Cnsén 4 - Z n(2n—1)>2 2n— 1 —m Z (2n—1)2 4
2(NT M _ _1 S _ _I
puesto que sen?(ZF—1)=2[1—cos(nn—3)]=3 v Z =arctanl=% .

. . . . e 2
Deducimos de la igualdad de arriba el valor de la suma de esta serie: Zﬁ:% .
n=1

[No es raro obtener sumas de series desconocidas a partir de un desarrollo de Fourier].

[Arriba no hablamos de la convergencia de esta serie en los extremos, aunque no seria complicado
ver también lo que sucede con las series en cosenos y senos impares (los extremos con y=0 llevan
a extensiones impares y los de y’=0 a pares y habria que hablar de extensiones 4L-periédicas)].
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La teoria de series de Fourier también incluye los problemas periédicos. Para:

y"+Ay=0
®o) {1 020,y =y

se deduce la siguiente serie de Fourier en senos y cosenos en [—L, L]:

2
)\n=” 2 . Yo={1}, yn={cos™*,sen"=}, n=0,1,...

[pl| fO) = 7" Z [ ancos "= + bpsen = | |, con coeficientes:

[11] an —H fO)cos ™ dx | y [2]| bp=1 jf(x)sen”""dx

n=0,1,2,... n=1,2,...
ya que: f , cos T* sen T dx = 0 paratodo my n; ﬁL 12dx =2L;
mmnx m _ [0 m;én mmx w _ [0 m#n
chos cos dx_{ fLsen sen dx_{Lm=n .

[Las féormulas [1] y [2] también sirven para desarrollar una f definida inicialmente en cualquier
otro intervalo [a, a+2L] (cambiando los limites a la integral) pues f;JrZL cosz=f:+2L sen2=L].

Como en el teorema 1, se prueba que la serie [p] converge hacia f(x) para los x en que
f es continua. Y también se puede decir lo que pasa en los extremos —L y L (pues,
al ser sus sumandos de ese periodo, [p] define una funcién 2L-periddica en todo R).
Y vamos a dar también aqui un resultado sobre la convergencia uniforme de [p] (sin
demostrar nada, como en toda la seccién):

Supongamos que f es Cl a trozos en [—L,L] y extendamos f fuera de
[—L,L] de forma 2L-periddica. Entonces la serie [p] con an, y b, dados
por[1]y [2] converge hacia f(x) en todos los puntos en que su extensién

Teor 2. | es continua (y en los puntos de discontinuidad hacia %[f(x—)+f(x+)]).
Ademids [p] converge uniformemente en cualquier intervalo cerrado sin

discontinuidades de la f extendida. Por tanto, si f(—L)=f(L) y f es
continua, [p] tiende uniformemente hacia f en todo el intervalo [—L,L].

Las férmulas [s] y [c] de los coeficientes de las series en senos y en cosenos se pueden
ver como casos particulares de [1] y [2]. Una f inicialmente definida en [0, L] se puede
extender de forma impar o par a [—L,L]. En el primer caso es impar f(x)cos(nmx/L)
y par f(x)sen(nmx/L). En el segundo, es par f(x)cos(nmx/L) e impar f(x)sen(nmx/L).
Asi, a,=0 y [1] se convierte en [s] en el primero, y en el otro b,=0 y [2] pasa a ser [c].

[Si definiésemos la f inicial de cualquier otra forma en [—L, 0), la serie en senos y
cosenos también convergeria hacia f(x) en los x de (0, L) en que fuese continual.

Como consecuencia de lo anterior y del teorema 2 se tiene que:

La serie de cosenos de una f continua en [0, L], con f’ continua a trozos,
converge uniformemente hacia f en todo [0, L].

Si f cumple ademas que f(0)=f(L)=0, también lo hara su serie de senos.

Ahora hacemos un desarrollo en serie de senos y cosenos:

0, —1<x<0

Ej 3. Sea f(x)={x, 0<x<1

Su serie en senos y cosenos ya esta casi calculada con
las integrales del ejemplo 1:

1,151 _lsEy
4+n22 7 cosnmx T >y sennmx.
n= =

Viendo su extensién 2-periddica se deduce que la suma
de la serie es 0 en (—1,0], x en [0,1) y 1/2 en
—1 y 1. En todo cerrado que no contenga estos dos
puntos la convergencia es uniforme. Cerca de ellos la
serie converge mal y aparece Gibbs.
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Calculemos desarrollos en autofunciones mas complicadas que las 4+1 citadas hasta ahora. De-
beremos ocuparnos en ellos del peso r, del célculo de los (yn, yn) ...

Ej 4. Desarrollemos ’f(x)=x, x€[0,1] | en las autofunciones del ejemplo 4 de 3.1:
{coswpx} con tan wn=in [r)=1].

w
1 2 1, senwhcosw, _ Witcos’w, _ 2+w?
(cos wnx, cos wnx) = [ cOS?Wnx dx = 5+ SEEIOHR = —u = 3w
n

sen wp + coswp,—1 _ 2coswp—1
Wn W,21 - Wr27 1

C x= M
Por tanto: x—nzzl WZtcostw COS WpX . o

(x, cos wpx) =f(;l X COS WpX dXx =

[Vamos a usar el ordenador para hallar varios coeficientes y dibujar
algunas sumas parciales de la serie. Primero aproximamos los w,: %

w1~0.8603, wp~3.4256, w3~ 6.4373, ws~9.5293 ... s

De ellos deducimos los ¢ :
c1~0.5223, co~—0.4614, c3~0.0460, c4~—0.0651 ... 02

A la derecha estan dibujadas x y la cuarta suma parcial. Parece
que converge también en los extremos, cosa que no sabiamos]. ) 02 04 0.6 08 1

Ej 5. Ahora enlas {yn} del Ej5de 3.1: yo={1}, yn={eX[sennnx—nmcosnnx]}.

E 2x (1,e™) fol e dx 1—e ! 2e
=e" =] = = =] = == 1
ra r(x)=e = C0= o % o) fle—Zde 22 = e+l e
1 0.8
(eX yn)=[—i cosnmx—sennmx]; = M (se anula si n par).
0.6
— 2 2 2 _ 1+n?n?
(Yn, ¥n) _fo sennmx+n?m?cos?nnx—nmsen 2nmx Jdx = =31
0.4
. aX— 2[1-(=1)"] .x
El desarrollo es: e e+1+2nn[1+n2n2 eX(sennmx—nmcosNmx) . 02
L1 28 x5 2[1-(=1)"]
Se puede poner: l—me +Z; m(sennnx—nncosnnx). O e 05 1"
n=

Para cada x€(0,1) la suma de estos Ultimos infinitos complicados términos debera ser 1.

Maple muestra que la convergencia es buena (incluso en los extremos). El dibujo es sélo la suma del
término con la exponencial y de los dos primeros trigonométricos no nulos (n=1y n=3).

Ej 6. Otro desarrollo de , ahora en [1, e], en las autofunciones del ejemplo 6 de 3.1.

€ sen?(nminx)dx

1
Esta vez el peso no es 1, sino r(x)—— Como f X =f0 sen?(nms) ds=% ,
1

2nn[1—e(—1)”]

0 e 1
x=>'cpsen(nminx), si cn=2j sen(nnlnx)dx:Zf e®sen(nms)ds = T
1 1

m=1

También se pueden hacer desarrollos de Fourier en series de autofunciones de problemas singula-
res de Sturm-Liouville, en particular en las de los tres que vimos al final de la seccién anterior.

Ej 7. Desarrollemos una f (C! atrozos) en las autofunciones jo(wnx) del (P1g) de esa seccion:

xy” +y’+ Axy =0 2 _
(P {y acotada en x=0, y(1)=0 Feq = mzz:l lfl(vm) » o 0 Y=
_ o XfOJownx)dx 5 1
" [ xPwnx)dx  Ji(wn) fo XFO Jo(wnxy dx,
Wn
pues fo x/3(wnx)dx = g [ Wi du = oz [ (SBw+ 2W)] "= 33 (wn).

ya que las J, satisfacen [x"/n ]' =x"Jp—1 — [le]’ =xJo. Jo=—)h

— [uj3du= 210+fujoujldu_ 212 [j]
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3.3. Problemas no homogéneos

{ y” =x—d

Ej 1. Discutamos cudntas soluciones tiene Y(1)=y(2)+by’(2)=0 |’ d, b constantes.

" L X3 dx? ’_ x2
La solucidn general es: y =c1+C2x + =7 (con y —cz+?—dx

yl)=ci+c2+2—9=0
y(2)+by’(2)=c1+2c2+5—2d+bc2+2b—2bd=0

). Imponiendo datos:
d_1
C1+C2=§—E

, €s decir: 4o
C1+(2+b)c2=2bd+2d—2b—3

Este sistema lineal tiene solucién Unica en c1 y ¢z si el homogéneo tiene sélo la trivial
(si el determinante de los coeficientes es no nulo). Cuando el homogéneo tenga infinitas
soluciones, el no homogéneo tendra infinitas o ninguna. Por tanto, si b#—1, podemos

despejar de forma Unica c1 y ¢z, Yy la solucién queda determinada Vd. Pero si b=—1:
c1t+c=9-1 d_1_2 5
{ ?, © , este sistema sdlo tiene solucién cuando s—z=%5 & d=3,
C1+Cr = 3

y en ese caso una de las dos constantes queda libre. Si b=—1, d;é%, no hay solucién.

Demos un teorema que generalice el ejemplo anterior. Consideremos el problema para
la ecuacién no homogénea con condiciones separadas homogéneas:

) { [PG)y'] + gy = £(x)
ay(a)—a’y’(a)=By(b)+B’y’(b)=0

y llamemos (Py) al problema homogéneo asociado (f=0). Entonces:

, peCL, g,feC, p>0 en[a,b].

El problema (Ps) tiene solucion Unica si y sélo si (Py) tiene sélo la
solucién y=0. Si (Py) tiene soluciones no triviales {y,} entonces | | 1 —~1

infinitas soluciones Y
ninguna solucién

Teor 1.

segln sea f:f(x)yh(x) dx ;g , (Ps) tiene

Gran parte del teorema sale de imponer las condiciones de contorno a la solucién general de
la ecuacién y=c1y1+C2y2+yp ., usando las propiedades de los sistemas algebraicos lineales:
tienen solucidén Unica si y sélo si el sistema homogéneo tiene sélo la trivial. Ademds si hay
soluciones y de (Ps) debe ser (y esto se ve que también es suficiente):

[2fyn=[2[lpy'Y +aylyn = [pny’—yyi)]o+ [2 [Lpy,] +ayn]y =0

Ej 1*. Para el Ej 1, (Pn) tiene sélo la soluciéon y=0 si b#—1.Y cuando b=—1 es yp={1—x}.

El (Pf) [para [y’]’=x—d ], tendra entonces solucién dnica si b#—1, e infinitas 6 cero,
para b=—1, segun se anule o no la integral: flz(x—d)(l—x)dx =4 2 =d=3.
Si en vez de la x—d dada tuviésemos una f(x) general, el teorema daria rapidamente:
infinitas

Unica solucién si b#—1, e ninguna ’

seguln flzf(x)(l—x)dx:ég , para b=—1.

[ Costaria bastante mas decirlo a partir de la solucién: cl+czx+xfff(s)ds—ff sf(s)ds |.

Ej 2 {xy” + 2y’ =3x—4 Determinemos cudantas soluciones tiene el problema.

2y(1)+y’(1)=y(2)=0 | Para ello empezamos analizando el homogéneo (Py):

2c1+c,=0 El homogéneo tiene

7" ’_ — & y__C .
Xy"+2y’=0_ — y=c+3,y'= xz_'{c1+°72=0 " infinitas soluciones {1—)2—(}.

Euler o y’=v
En forma S-L: [x2y’] =3x2—4x. f12(3x2—4x)(1—)%)dx =f12(3x2—10x+8)dx =0.
= el problema no homogéneo tiene infinitas soluciones.

[O directamente, hallando la solucién general de la no homogénea:
2y(1)+y’(1)=2c1+c2—4=0 c2=4-2c1, ]

2 .
y(2)=c1+%-2=0 c1 cualquiera

2
y=c1+R+%-2x, y'=—35+x-2 — {
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Ej 3 {y”+y’—2y =1-2x Veamos también cuantas soluciones tiene este no homogéneo.

y(0)—y’(0)=y(1)=0 | Y volvemos a analizar primero el homogéneo (Pp):

3¢c2=0

Ci+cre2=0 " c1=c2=0.

y'+y'—2y=0— y=c1eX+ce %X, y'=cr1eX—2c e X, {
Como el problema homogéneo tiene Unicamente la solucién y=0,
nuestro problema no homogéneo tiene una sola solucién.
[Imponiendo los datos en la solucién de la no homogénea y=cieX+ c,e72X+x, podemos obtener

.z 7 . — 2
esa solucién Unica: y=%e 2X— % eX+x |.

Sea ahora el problema con condiciones de contorno no homogéneas:

(Pra) { [pCay’] + g0y = £()
ay(a)—a’y’(a)=A, By(b)+B’y’'(b)=B

y sea (P,) el homogéneo con f(x)=0, A=B=0 (el mismo de antes). Hallando una funcién
v que satisfaga sus condiciones de contorno y haciendo w=y—vVv el (Pag) se reduce a
otro del tipo (Ps) ya discutido en el teorema 1:

P ){[p(x)W’]'+g(X)w=f(X)—[p(X)V’]’—g(X)v N
aw(a)—a’w’(a)=0, Bw(b)+B’w’/(b)=0

, peCl, g9,feC,p>0en[a,b],

Teor 2. | (Pag) tiene solucién Unica < (P;,) tiene sélo la solucién y=0

[y si (Pn) tiene infinitas soluciones, (Pag) puede tener infinitas o ningunal.

La idea de hallar una v que cumpla las condiciones de contorno para hacerlas homogéneas se
utiliza a menudo en las EDPs. Para encontrar la v normalmente se trabaja por tanteo. Si no es
una constante, se prueba una recta; si no vale, funciones més complicadas... Aunque en (Pag) sea
f(x)=0, si (al menos) una condicion de contorno es no homogénea, las propiedades son
las tipicas de uno no homogéneo. Como en el siguiente ejemplo.

Xy// _y/ = 0
y'()+ay(1)=0,y(2)=1
Comenzamos analizando cuantas soluciones tiene el homogéneo: y = C1+Cx?% —

y'(1)+ay(l)=2c2+aci+ac; =0 [2—3alc2=0 y=0 si a#%
y(2)=c1+4c2=0 — c1=—4c, 7

Ej 4. Discutamos cuantas soluciones tiene: | (Pq) {

—y2__ i
y=x‘—4 si a=3

Si a#%, (Pg) tiene solucién Unica. Para a=§ vemos lo que sucede directamente:

{y'(1)+§y(1)=§[c1+4cz]=o .

V(D)=crtderol no existe solucién de (Py/3).

Aunque también podriamos (mds largo) convertirlo en un (Ps) y aplicar el teorema 1.

Para ello buscamos una v de la forma v=Mx+N que satisfaga las condiciones:
V/(1)+2v(1)=1[5M+2N]=0 Xw’ —w =—=2
v(2)=2M+N=1 W (1)+5w(1)=w(2)=0

La f del teorema 1 es, desde luego, la de la ecuacién escrita en forma autoadjunta,

. s . s ! 97
con lo que, para aplicarlo, tenemos que reescribir nuestra ecuacion: [%] = —X2—2 :

flz [—)%][xz—4] dx=2#0 = (Py) [y por tanto (P2/3)] no tiene solucién.

— v=5-2x, w=y—Vv — (Py) {

Consideremos ahora una tercera situacién, el problema de S-L no homogéneo:

(PA) { [oy’] —ay +Ary =00
ay(a)—a’y’(a)=By(b)+p’y’(b)=0

Sea (Ps) el problema separado de Sturm-Liouville homogéneo (el de f=0). Para cada A
aparece un problema de los ya vistos (con g=—qg+Ar). Se tiene por tanto:

(Py) tiene solucién Unica & A no es autovalor de (Ps). Si A, es autovalor

no tiene solucion #0

Teor 3. ) b )
tiene infinitas segin sea [ fyndx Zg

con autofuncién {yn}, (Px,)
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Ej 5.

Por tanto (la ecuacidn estd ya en forma autoadjunta):

Ej 6.

(Py) y'+ay=1 Determinemos, segiin A, cuantas soluciones tiene.
A y/(0)=y’(1)—=2y(1)=0 | Para ello hallemos los A, del homogéneo.

Como BB’ <0 pueden aparecer autovalores negativos.

C2 =C1\, }

<0: = 128 —pX
AU S EIEH e - cl(p[ep_e—P]_Z[eP+e—P])=O

Hay autovalor Ag=—pj con th po=pi0, y es yo={ch(pox)}.

oof----

[Utilizando el método de Newton o uno similar: pg~2.07, Agx~—4.27]. /|
—0. v c2=0 _
A=0:y=ci+cax— 507 } = A=0 no es autovalor.

c2 =0+ }

>0: =
A>0: y=cC1COSWX+C2senwx — (s T Aes =

Hay infinitos )\”=Wr21 si tan wn=—w%, con yp={cos(wnx)}.

Si A#Ap hay solucién Unica de (Py).

Si A=Ag, como f(}ch(pox)dx#o , (Px) no tiene solucién.

Si A=An, n=1,2,..., [y

o €0s (Wnx) dx = %7&0, (Px) tampoco tiene solucién.

x2y”+xy’+)\y=x2—a Precisemos si )\=,—1 y )\=.0 son 0 no autO\I/anrels del
(1)—y"(1)=y(2)—2y"(2)=0 problgma hqmogeneo y dlscu,tamos después cuantas
y soluciones tiene el no homogéneo.
U(u—1D)+pu+A=0, uy=x+4/—A - u==+1,si A=—1; u=0, doble A=0.
2c2=0 } — ¢c2=0 y cualquier c3 .
%C2+%Cz=0 Es autovalor con autofuncién {x}.
c1—c2=0 }

A=—1:y=cix+cox 1 —

A=0: y=c1+c2lnx — — c1=Cc2=0. No es autovalor.

c1+c2ln2—c=0

Por tanto, para A=0 el homogéneo tiene sélo la solucién trivial = el no homogéneo
tiene solucién unica Va.

Para A=—1 tendrd infinitas o ninguna. Ponemos la ecuacién en forma autoadjunta:
1 1 a 4 1 a
y”+ >—<y’+)\x—2y= 1_X_2 , efl/X=X, [Xy,] +)\>—(y=X—; .
Tendrd infinitas o ninguna solucién dependiendo del valor de:

Tiene infinitas soluciones si a=% .

2 a _ (2,2 7
X—2)xdx=|;(x*—a)dx ==x—a
L= S ) g Ninguna si a#7Z.

[Bastante mas largo seria hallar la solucién particular de la no homogénea e imponer los datos].
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