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Los 7 primeros libros son propiamente de EDPs: H, Ss, W, MU y T incluyen casi todos los
temas de los apuntes (y muchos otros que no se tratan en ellos). Sp y Ch tienen bastantes
menos pdéginas (y sirven para parte del curso). Los 5 siguiente son basicamente de EDOs,
con lo que casi todos tratan los temas 2 y 3 relativos a ecuaciones ordinarias, aunque tienen
también introducciones a las EDPs. En concreto, BD, Si, Br y R estudian los problemas de
contorno para EDOs y algo del método de separacién de variables. R clasifica ademas las
EDPs de segundo orden con coeficientes constantes. E trata con detalle las EDPs de primer
orden (lineales y no lineales). Los 2 ultimos, el MCZ y el clasico PA (de 1950), son mixtos de
EDOs y EDPs y abarcan una mayor parte del curso.

Bastantes libros de EDPs, en vez de estar organizados (como estos apuntes) en torno a
los métodos de resolucidn, estudian por separado y con diferentes técnicas las ecuaciones
hiperbdlicas, elipticas y parabdlicas.

Las EDPs de primer orden de 1.1 se tratan en H, E y PA, pero se centran en las cuasilineales
(o incluso no lineales) mas generales y complicadas. La reduccién a forma candnica (con
coeficientes no constantes como en mis apuntes de EDII) y las cuestiones de unicidad se
ven en casi todos los libros de EDPs, como en MU, W o T. La deduccién de las ecuaciones y
el significado fisico de los problemas se puede mirar, por ejemplo, en Bd, H, W, Ss o T. Para
la cuerda vibrante de 1.4 se pueden consultar el H, SS o W. Para la seccién 1.5 de la F ver
Ch, Ss, Sp, MU vy, sobre todo, H y W que utilizan también la transformada de Laplace para
EDPs (W tiene una introduccién a la variable compleja).

El método de series para las EDOs del tema 2 estd bien contado en el BD y el Si, tanto
para puntos regulares como para singulares regulares.

Para el 3 es recomendable leer BD, Si y H. Hay mas demostraciones que en los apuntes (y
con matematicas no muy complicadas) en Ss, W o Ch.

La separacion de variables del tema 4 esta en casi todos los libros. Buenas introducciones
hay en Sp, BD, Si, Br o R. El libro mas recomendable para todo este capitulo es el H. Para
precisiones de convergencia y problemas de varias variables, mas variados que los escasos
resueltos en estos apuntes, ver Ss, W, MU o T. La introduccién a las funciones de Green para
Laplace de 4.5, sigue méas o menos el MU. Ss, W, Ty Sp también estudian las funciones de
Green por otros caminos.

El MCZ, el H y el Ss dan métodos numéricos para problemas de contorno y EDPs (lo que
no hacen los demas libros, salvo unas pocas ideas del W).



Sobre las versiones de los apuntes

Version 2017. Se afladen ejemplos en 1.1, 1.4, 3.2 y 3.3. Cada uno de esos capitulos crece en dos
paginas. Alguna novedad en ejemplos de 4.1 y en la descripcién de las ideas generales sobre separacién
de variables. Se incluyen nuevos problemas provinientes de curso 13-14.

Version 2014. Bastantes retoques. En 1.1, A pasa a llamarse T. Se reordena 1.2 y 1.3. Nuevo ejemplo
en 1.4. Detalles en 2.1 y cambio de ejemplo en 2.2. Retoques al final de 3.1 y (mds) de 3.2. Dos ejemplos
nuevos en 4.1. Las reflexiones sobre separacién de variables pasan al final de 4.3. Como cada afo,
bastantes cambios en los problemas, incluyendo exdmenes del anterior.

Version 2013. El mayor cambio es el traslado de la transformada de Fourier al final del capitulo 1, que
tiene nuevo nombre (y de las funciones de Green al final del 4). Hay bastantes pequefios retoques en
teoria y ejemplos de separacién de variables. Hay cambios menores en el resto de los apuntes y, como
cada curso, se retocan los problemas, incluyendo los del curso pasado y pasando otros a adicionales.

Version 2012. Primeros apuntes de métodos matematicos Il, para la asignatura del grado. Incluyen
un nuevo tema 3 de soluciones por series (que abandona la asignatura de EDOs para hacer hueco a la
variable compleja). Para hacer sitio a este tema se recortan otros varios de las ‘Ecuaciones II'.

Se limaron sutilezas sobre tangencias en 1.1. En 1.2 se tratan sélo EDPs con coeficientes constantes. La
cuerda vibrante vuelve simplificada (tras 12 afios) al tema 1. Poco queda de ondas en mds dimensiones.

El tema 2 recoge el tema 3 de mis apuntes de EDOs, con notable reduccién de ejemplos y problemas.
Del anterior tema 2 (ahora 3) salen las funciones de Green (que se juntan con las de Laplace en 5.2).

En el 4 de separaciéon de variables pasé a tener seccién propia la ecuacién de ondas (con ejemplos
nuevos, algunos de comparacién con D'Alembert). El resto sigue casi igual.

De la transformada de Fourier desaparecen las transformadas seno y coseno.

El apéndice tuvo que modificar. Y la mayor reduccién, como en el anterior cambio de plan, se hizo en
los problemas (ya simplificados para el grupo residual del curso anterior).

Para separar los ejemplos se incluyeron (como en los apuntes de Matemdticas) recuadros de color .

Version 2011. Adaptacion al ‘grupo residual’ de licenciatura (2010/11, ultimo afio con clases). Pasaron
a ‘letra pequefia’ temas que en otros grupos no se contaban (como las ondas en 3 y 2 dimensiones),
bastantes problemas pasaron a adicionales y se incluyeron otros y nuevos ejemplos del piloto del 08/09.

Version 2009. Bastantes novedades, empezando por la letra, que pasé a ser Bitstream-Vera (sin serif),
lo que obligd a reescribir (y de paso a retocar) muchas partes del texto.

1.1 y 1.3 se modificaron levemente y 1.2 se volvié a reordenar.

2 perdié una seccidn. Los ejemplos de la vieja 2.1 se incluyeron, ademas de otros nuevos, en la nueva
2.1. También aparecieron mas ejemplos en series de Fourier y en problemas no homogéneos.

3.1 incluyé ejemplos nuevos del calor y 3.2 dos ejemplos méas en cartesianas y uno en polares. 3.3
cambid poco y como 3.4 (antes 4.4) aparecid la introduccién a las funciones de Green para Laplace.

En todo el 4 aparecieron ejemplos nuevos (y otros se detallaron). En 4.1, uno de cuerda semi-infinita y
otro de cuerda acotada, dos de ondas en 3 dimensiones en 4.2, y tres de la F de 4.3.

Se cred un apéndice con repaso de EDOs, de convergencia uniforme y célculo en varias variables.
Los problemas cambiaron bastante (los grupos piloto exigen inventar muchos problemas y eso se noté).

Version 2008. Pocas novedades en teoria. Ademas de correcciones de ejemplos, erratas, estéticas...
se reordend 1.2 y se afiadieron ejemplos en 3.1. Los problemas incluyeron los de examen del curso
anterior, algunos pasaron a adicionales y otros se convirtieron en problemas a entregar en el piloto.

Version 2007. Primera de los apuntes de Ecuaciones Diferenciales Il (EDPs) y heredera de los
apuntes de ecuaciones en derivadas parciales para los ‘Métodos Matematicos II’, impartidos por
Ultima vez en el 1997-98. La asignatura era de 3°, los estudiantes habian cursado ‘Métodos I' en 2°
(variable compleja y espacios de Hilbert) y habia 5 horas semanales de clase. Las ‘Ecuaciones II’, en
cambio, se cursaban en 2°, con 4 horas semanales y sélo se habia visto Algebra y Célculo en 1°, y
las EDOs del primer cuatrimestre de 2°. Por tanto, hubo que reducir contenidos. Aunque los temas
se mantuvieron (reordenados), algunos pasaron a estar ‘en letra pequefia’ (a titulo informativo). Mas
funcioné la tijera apartando de las hojas de problemas fundamentales los mas complicados del pasado.

Yendo al detalle, el tema 1 era el antiguo 5, con algun ejemplo mas, algin recorte en unicidad y se
deduce ya la férmula de D’Alembert (el viejo capitulo 6 se trasladd, reduciendo su tamafo, al tema 4).
El 2 de esa version era el viejo 7 de problemas de contorno, centrdndose en las condiciones separadas,
eliminando ideas sobre comparacién de autovalores y poniendo la § de Dirac en letra pequefa.

El 3 de separacién de variables era el 8 anterior, bastante reordenado. En vez de separar problemas
homogéneos y no homogéneos, se tratan ambos sucesivamente, primero para calor y ondas, y en otra
seccion para Laplace. Aparecen, como novedad, algunas lineas dedicadas a los armdnicos esféricos.

El 4 incluyé las ondas en 1, 3y 2 dimensiones espaciales (con menos intensidad que en Métodos I, sobre
todo en problemas), la transformada de Fourier, y, a titulo informativo, el método de las imagenes.

Los problemas se dividieron en 'problemas’ (los que se hacen en clase) y 'problemas adicionales’. Unos
cuantos de los viejos problemas (y varios apartados de otros) desaparecieron del todo.

Los apuntes se hicieron en KTgX, utilizando el programa TeXShop para Mac y eligiendo ese afio 2007,
para distinguirse de las letras habituales, el tipo 'palatino’.



Introduccion

Estos apuntes estudian principalmente las ecuaciones en derivadas parciales
(EDPs), aunque también tratan las soluciones por medio de series y los problemas
de contorno de las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). Una EDP es una
ecuacién en la que aparecen derivadas parciales de una funcién incégnita de varias
variables. Todas las EDPs que veremos seran lineales. Mas en concreto, salvo un
breve estudio de las lineales de primer orden, trataremos de EDPs lineales de
segundo orden (con derivadas de orden 2 o menor), del tipo:

n n
— . d%u . du —
[E] L[u] = ZAUWGX]‘-'- ZB} aX]_"‘C]J—F

i,j=1 j=1
con u, Aj, Bj, C y F funciones de (X1, ..., Xn). Sobre todo veremos el caso n=2.
Una solucion de [E] serd una funcién u(xi,...,Xn) de clase C? en una regién D
de R" que sustituida en la ecuacién la convierte en una identidad.

Entre las EDPs lineales de segundo orden se encuentran muchas ecuaciones de la
fisica. Entre ellas las tres clasicas:

ecuacion de ondas ugt—c2Au=0
ecuacion del calor ur—kAu=0
y ecuacion de Laplace Au=0

que son ejemplos, respectivamente, de los tres grandes tipos en que se clasifican:
hiperbolicas, parabdlicas y elipticas. La teoria avanzada de EDPs viene a ser
la generalizacién del estudio de estas tres ecuaciones. Sus propiedades son tan
diferentes que no existen teorias generales como la de las EDOs lineales.

En el capitulo 1 se verad que pocas veces se puede hallar la solucién de una EDP
mediante integracién (por eso, en el capitulo 4 utilizaremos series para resolverla).
Veremos como dar la solucién general de algunas EDPs de primer orden en dos
variables (y aparecerd una funcién arbitraria de las caracteristicas, soluciones de
una EDO ligada a la EDP) y de pocas de segundo (con dos funciones arbitrarias).
Precisaremos qué condiciones adicionales (iniciales o de contorno) se imponen a
las EDPs para conseguir solucidn unica. De las clasicas, sélo para la de ondas se
podra dar su solucién general y una férmula (de D’Alembert) para la solucién con
datos iniciales. Utilizaremos también la transformada de Fourier para resolver
algunas EDPs en recintos no acotados (como la del calor en la recta infinita).

El capitulo 2 describe cémo resolver EDOs lineales de segundo orden mediante
series de potencias (Unico método posible en la mayoria de las ocasiones), en
torno a los llamados puntos regulares y a los singulares regulares, incluido
el llamado punto del infinito. Se aplica el método a tres ecuaciones particulares
(Legendre, Hermite y Bessel) que aparecen al resolver EDPs de la fisica.

El capitulo 4 describe el método de separacién de variables para resolver las
ecuaciones clasicas (homogéneas y no homogéneas, en diferentes coordenadas y
en 2 o mas variables) en recintos sencillos (y acotados, al menos, en una de las
variables). Se supone la solucién como producto de funciones de cada variable y
esto lleva a resolver EDOs para cada una, alguna con condiciones de contorno. Las
soluciones quedan expresadas en términos de series de Fourier. La teoria (muy
diferente de la de los de valores iniciales) de problemas de contorno para EDOs
(homogéneos y no homogéneos) y un estudio de dichas series se dara previamente
en el capitulo 3. Y al final del 4 hablaremos brevemente de las funciones de
Green para problemas de contorno de EDOs y para Laplace.

Los apuntes acaban con un apéndice en el que se repasan algunos conocimientos
matemadticos previos (de EDOs, de célculo en varias variables y de convergencia
uniforme) que se utilizan en los capitulos anteriores.



Para acabar esta introduccién, describamos el significado fisico de las ecuaciones
clasicas. Las interpretamos Unicamente en sus versiones mas sencillas (que son
las mas tratadas en los apuntes): cuando la u es funcién de dos variables.

Empecemos con la ecuacién de ondas unidimensional o ecuacién de la cuerda
vibrante. Consideremos las oscilaciones de una cuerda totalmente elastica, tensa
y fija en sus extremos. Se supone que sus oscilaciones son siempre transversales
y de pequefa amplitud. En esas condiciones se puede u

ver que si u(x, t) representa el desplazamiento verti- instante t

cal del punto de abscisa x en el instante t, la funcion  y(x f)f-----------
u(x, t) satisface la EDP: m
X

Utt — C2Uxx = F(X, t)

donde ¢2 =T,/p, con T, fuerza de tensién en los extremos, p masa por unidad
de longitud (densidad lineal) y F(x,t) fuerza externa por unidad de masa que
actla en direccién vertical sobre el punto x en el instante t. Para determinar la
evolucién de una cuerda concreta, se verd que debemos fijar la posicién de la
cuerda y la distribucién de velocidades verticales en el instante inicial, es decir,
u(x, 0) y ut(x,0). También se debera de tener en cuenta que permanece fija en
los extremos x=0 y x=L, o sea, que u(0,t)=u(L,t)=0. No olvidemos que el
modelo matematico de esta cuerda ideal es sélo una simplificaciéon de la realidad;
lo mismo ocurre con las siguientes.

La distribucién de temperaturas a lo largo del tiempo en una varilla delgada (que
podemos suponer unidimensional) viene regida por la ecuacién del calor:

Ut—kUXX =0

donde u(x,t) representa la temperatura del punto x en el instante t y k>0 es
una constante proporcional a la conductibilidad e inversamente proporcional a la
densidad y al calor especifico. Si existiesen fuentes de calor en el interior de la
varilla deberiamos escribir una F(x,t) en el sequndo miembro de la ecuacién. A
diferencia de la de ondas, aqui bastara dar sélo la distribucién inicial de tempera-
turas u(x, 0) (junto con las condiciones de contorno, que pueden ser de diferentes
tipos) para determinar la solucién.

La ecuacion de Laplace:
Uxx + Uyy =0

puede describir, entre otras situaciones fisicas, la distribucién estacionaria de tem-
peraturas en una placa bidimensional. La existencia de fuentes de calor en el inte-
rior de la superficie aportaria una F en el seqgundo miembro (ecuacién de Poisson).
Frente a las dos ecuaciones anteriores que describian la evolucién de un sistema a
lo largo del tiempo, ésta describe situaciones estacionarias y los problemas que se
plantean para ella son siempre con condiciones de contorno.



1. Introduccion a las EDPs

Para las EDOs se suelen plantear problemas de valores iniciales, casi siempre de so-
lucién Unica. Para resolverlos (cuando se puede) se suele hallar primero la solucién
general e imponer después uno o varios (dependiendo del orden) datos iniciales.

En este capitulo describiremos los problemas andlogos para las EDPs y veremos los
métodos que permiten hallar sus soluciones a través de integraciones. La variedad
y complicaciéon serd mucho mayor que en las ordinarias. Por ejemplo, casi nunca
se podrd hallar la solucién general de una EDP.

Comenzamos en la seccién 1.1 tratando las EDPs lineales de primer orden en
dos variables, es decir, ecuaciones del tipo:

[1] A(X, y)uy +B(X,y)ux =H(x, y)u+ F(x,y),

con pocas aplicaciones fisicas, pero que plantean de forma sencilla los problemas
de las de segundo orden. Seran resolubles si es posible hallar las soluciones de
una EDO de primer orden, llamadas curvas caracteristicas de [1]. En la solucién
general de [1] aparece una funcién p arbitraria (como en el ejemplo ux =0, de
solucién u(x, y)=p(y), para cualquier p). Para precisar esta p fijaremos el valor
de la solucién a lo largo de una curva G del plano xy (problema de Cauchy). Un
caso particular sera el problema de valores iniciales, si fijamos u(x, 0)=f(x).
La solucién quedara determinada si G no es tangente a las caracteristicas.

En 1.2 abordamos las EDPs lineales de segundo orden en dos variables:
[2] L[u] EAUyy+Bqu+CUXx+DUy+EuX+Hu=F(X,y)

Aungue no es mucho mas complicada la teoria para coeficientes variables, nos
limitaremos a considerar que A,...,H son constantes. Para intentar resolver [2],
se escribird, mediante cambios de variables, en la forma mas sencilla posible
(forma candnica) en las nuevas variables &, n, lo que llevara a su clasificacién
en ecuaciones hiperbdlicas, parabdlicas y elipticas.

En pocos casos, a partir de la forma candnica, se podra hallar la solucién general,
gue dependera de dos funciones p y g arbitrarias, que se pueden fijar con datos
de Cauchy o iniciales anéalogos a los de [1]. La Unica de las clasicas resolubles por
este camino es la ecuacién de ondas ui — c2uxx = 0, para la que seran:

ugn=0 [forma candnica]
u(x, t) = p(x+ct) + g(x—ct) [solucién general]

Partiendo de esta solucién general se deducird la férmula de D’Alembert que
expresa su solucién en términos de la posicién y velocidad iniciales:

{utt—czuxx=0,x,teR .
u(x, 0)=f(x), ut(x, 0)=g(x)

Los datos iniciales puros sélo se plantean para las ondas, pues carecen de sentido
fisico y plantean problemas matematicos en las otras dos ecuaciones clasicas. Las
condiciones iniciales y de contorno ligadas a un problema real son diferentes para
cada ecuacién. No hay una teoria general de EDPs que abarque todas las posibili-
dades. En cada caso hay que comprobar que el problema esta 'bien planteado’,
es decir, que tiene solucion uUnica que depende continuamente de los datos
(lo que era trivial en las EDOs). La seccién 1.3 se dedica a describir los diferentes
problemas asociados a las ecuaciones clasicas, a interpretar fisicamente el signifi-
cado de las diferentes condiciones adicionales y a precisar su unicidad. Todos ellos
tendrdn solucién Unica, excepto el llamado ‘problema de Neumann’ para Laplace.

u= 3ot +fox—en]+ 5 | " g(s)ds

—ct



En la seccién 1.4 nos dedicaremos a sacarle jugo a la citada férmula de D’Alembert
gue da la solucién del problema puro de valores iniciales para la cuerda infinita.
Veremos que la soluciéon u(x, t) resulta ser la suma de dos ondas que se mueven en
sentido opuesto a velocidad c¢. Daremos también una férmula para las soluciones
de la ecuacién no homogénea [con fuerzas externas F(x, t)]. Comprobaremos
como, extendiendo de forma adecuada los datos iniciales a todo R, podemos
abordar problemas con condiciones de contorno. Primero para la cuerda semi-
infinita (a la que ser pueden reducir las ondas en el espacio con simetria radial) y
luego para la acotada. Al estar manejando funciones con expresiones distintas en
diferentes intervalos, escribir la solucién explicitamente lleva, en general, a largas
discusiones. Por eso nos conformaremos muchas veces con hallar su expresién
para valores de t o x fijos o con los dibujos de la solucién.

En 1.5 definiremos la transformada de Fourier F de una funcién f:
— k=L [~ i kx
FIAR =f) = 7 | feoeax

y veremos algunas de sus propiedades que permiten resolver algunas EDPs en
intervalos no acotados (en ellos no se podré utilizar la separacién de variables
del capitulo 4 por no aparecer problemas de Sturm-Liouville).

Las transformadas de Fourier de derivadas haradn desaparecer las derivadas:

FLf1=—ikF[f], FLf"1=—k*F[f].

Por eso, aplicando F a un problema de EDPs en dos variables obtendremos otro
para una EDO. Resuelto este segundo problema, para hallar la solucién habré que
encontrar una transformada inversa. En particular (ademas de otros problemas
gue sabiamos resolver por otros caminos), la F nos permitird dar la solucién del
problema para la ecuacién del calor en varillas no acotadas (no resoluble con
las técnicas de 1.2):

{ut—ux,(:o, x€eR, t>0

1 5
g = —(x—s)*/4t
u(x, 0)=f(x), uacotada u(x, t) = —= J_oof(s) e ds

De ella se deducira que, segln nuestra ecuacién matematica, el calor (a diferencia
de las ondas) se transmite a velocidad infinita y que las discontinuidades desapare-
cen aqui instantdneamente. También se verdn problemas en que aparece la ‘delta
de Dirac’ §(x—a), que serd introducida informalmente.



1.1. EDPs lineales de primer orden

Sea [E] | A(X,y)uy +B(x,y)ux =HO, y)u+F(x,y) |, u=u(x,y).

. d A(x, io
Para resolverla usaremos la EDO de primer orden [e] d—i = % ce;:l::tlgristica

Suponemos que A y B son de C! (con parciales continuas) y que no se anulan a
la vez en una regién del plano. Entonces [e] tendra en ella unas curvas integrales:

E(x,y)=K| curvas caracteristicas de [E]

(que se podran hallar explicitamente si [e] es separable, lineal, exacta...).

E=&(x,y)

n=y (o bien n=x) [E] se convierte en:

Haciendo el cambio de variable {
Uy = ug &y + up
— Aup +[AEy + BEx]Jue =Hu+ F
{uxzung n [ Ey Ex] g
Y como sobre las soluciones y(x) definidas por &(x, y) =K se tiene:
B y()) =K — Ex+& % =1[AE, +B&]=0,
[E] pasa a ser una ecuacion en las variables (§,n) en la que no aparece ug:

[E*] |A(E, Mupn=H(E, Nu+F(E,n) |, u=u(gn).

Si hubiésemos escogido n=x habriamos llegado a [E«] | Buy=Hu+F

(Como vemos, tras el cambio queda el término con la variable elegida).

[E*] (0 [E«]) es una EDO lineal de primer orden en la variable n si consideramos
la €& constante (y, por tanto, es resoluble). En su solucién aparecera una constante
arbitraria para cada &, es decir, una funcién arbitraria de &:

[o] u(E, n)=p(E)el 391 + e 3N [Ee=[3dngn  con p arbitraria de CL.

Deshaciendo el cambio queda resuelta [E] en funciéon de x e y. En la solucién,
como se observa, aparece una funcidon arbitraria de las caracteristicas.

¢{Cémo determinar una unica solucidn de [E]?, es decir, écdmo precisar p? Cada
solucién describe una superficie en el espacio. Generalizando
el problema de valores iniciales para EDOs definimos:

El problema de Cauchy para [E] consiste en hallar la
solucién u(x, y) que tome unos valores dados sobre
una curva G del plano xy, o lo que es lo mismo, que
contenga una curva dada I del espacio.

En particular, si G esunarecta x 6 y=cte [por ejemplo, si se pide u(x, 0)=f(x) ]
se tiene lo que se llama un problema de valores iniciales.

Pero un problema de Cauchy puede no tener solucioén unica. Por
ejemplo, la solucién general de Au,+Bux=0 es u(x, y)=p(§(x, y))

y cada soluciéon toma valor constante sobre cada &(x,y) =K. Si la
curva G donde imponemos los datos es una de esas caracteristicas
se debe exigir que I' esté en un plano horizontal z=C. Entonces hay
infinitas soluciones [una para cada funcién peC! con p(K)=C]. Pero
si " no tiene z constante, no hay solucién que contenga a I".




1 _
x+y—K

q _ a _ .2 1 _
E1.’ 2uptux=2xu| L=y?2, 6 2=K—x —
J yody+Ux ax =Yy caracteristicas
E=x+1 2 1 ox2 1 '
x Y —up=2xu=2nu—u=p(§)er = p(x+)—,)e , peCl. d
=X [mejor] lineal homogénea ¥
—x+1 x=£-1 12 T
(527 o= ™ = (B 2)u = wmpr@ e T =pr(xr D)oY
N=Y [peor] o g

[Aunque no lo parezca, las expresiones con p y p* definen la misma solucién general,
1 _2x (

2
_1 (el 1
pues e ¥2 Y = V% P

2
) e,y p*(x+)l,)e_( 7)" es otra funcién arbitraria de x+}1,:|.

Impongamos ahora diferentes datos de Cauchy a la ecuacién y veamos lo que resulta:

u(x,1)=1| - p(x+ 1)eX2=1. Para precisar la p hacemos x+1=v — x=v—1.

xz—(x+§—1)2_ 2x—Z42_1 g

Por tanto: p(v)=e~—(v-1° - y=e =e VYV y

O bien, p*(x+1)e 1=2x=1 vap*(v)= e2v-1/

Estos célculos han determinado la Unica solucién del problema de valores iniciales.

1/y= ., s
u(0,y)=y| - p(%/):y i pv=1 - u= o e’ , que también parece ser Unica.

u(x,—%):O y u(x,—%):l dardn problemas por estar dados sobre caracteristica.

Para el primero: p(O)eX2=O . Lo cumple toda peC! con p(0)=0. Infinitas soluciones.
Para el segundo: p(O)eX2=1 , p(0)= e %, Imposible. No tiene solucién.

Datos sobre caracteristicas dan siempre 0 o © soluciones
[pues se acaba en p(cte)=algo, que puede ser constante o no].

Tratemos el problema de la unicidad en general. Supongamos que buscamos la solucién con
[u(g(), h()=F(s)

Sustituyendo en [¢] y despejando p: p(E(g(s), h(s)))=R(s), con R conocida. Como arriba,
[lamemos v=£(g(s), h(s)). Si podemos despejar s en funcién de v de forma Unica s=s(v),
la p(v)=R(s(v)) queda fijada y, por tanto, hay una Unica solucién de [E] con esos datos.

Sabemos gue esta funcién inversa existe seguro en un entorno de cada s, para el que sea:

Flses, = 35[E(9(5), h(9)]szs, = VE(9(S0), h(50)) - (9 (S0), h'(50)) # 0.

Como VE es perpendicular a las caracteristicas y (g’, h’) es tangente a G, deducimos:

, g Yy h derivables [la curva G=(g, h) es suavel.

Si G no es tangente en ningln punto a las caracteristicas hay (1), Y caract
solucién Unica del problema de Cauchy en un entorno de G.

La tangencia se puede ver sin resolver la EDO [e], a partir Aoan] X
de su campo de direcciones: el vector (B, A) es tangente a sus Jreneepe
soluciones y (A, —B) es perpendicular. Por tanto:

G es tangente a alguna caracteristica en un punto (g(so), h(so)) si y sélo si
T(so)=9’A(g, h)—h"B(g, h)|,_, =0 .
Si T(s)#0 Vs el problema de Cauchy tiene solucién Unica.

[Si T(s)=0Vs, G es tangente en cada punto, es decir, es una caracteristica].

Estudiemos de nuevo la unicidad del ejemplo 1, ahora que tenemos teoria general:
El primer dato y=1, como muestra el dibujo, no era tangente a las caracteristicas.
Exactamente lo mismo lo asegura T(x)=1-12—0-1=1#0.

En el segundo, a x=0 le ocurre lo mismo, yes T(y)=0-y2—1-1=—1#0.

Para los otros: T(x)=1 -(— %)2— Xiz -1=0, lo que confirma que G es caracteristica.



Veamos mas ejemplos. En los dos primeros no hay problemas de unicidad, y ademas la
ecucién [E*] o [E«] que aparece se limita a un simple integracién.

xX—ct=K

Ur+cux =0 dy _
caracteristicas

B12:) uix, 0)=f(x) | & =
u(x, 0)=p(x)=f(x) — u(x, t)=f(x—ct), solucién Unica del problema de valores iniciales.
Para dibujar la gréfica de u en funcién de x para cada /'\_/\
t =T fijo basta trasladar la de f(x) una distancia cT

(hacia la derecha si ¢>0). Se puede interpretar la so- - \
lucién como una onda que viaja a lo largo del tiempo. ) v e - =

[Situacion similar se dara en la ecuacién de ondas]. caractdyisticas

— u=p(x—ct) solucién general.

1
= —
@

. —2X)Uy+ux= = -

Ej 3. 820 y))=))//_2X Y %=y 12X' y=CeX+2x+2 — (y—2x—2)e *=C y/=2x+2
=(y—2x—2)e™*

{§=>(<y(parece r)nejor) — Up=y =EeT+2n+2 - u=p(E)+EeN+n+2n, /\

u=p([y—2x—2]e )+ y+x>-2. N

[Escogiendo n=y no se podria despejar la x de §=(n—2x—2)e™*]. 0 \

ply—2)+y—2=y—2, p(y—2)=0— p(v)=0 Vv, u=y+x2-2. /\

Solucién Unica porque x=0 nunca es tangente a las caracteristicas,
0, lo que es lo mismo, porque T(y)=0-y—1-1=—1#0Vy.

En los siguientes si tenemos que resolver lineales en n y ademas imponemos unos datos
con solucién Unica y otros sin ella:

Ej 4. ’3yuy+xux=3u—3‘ %=3X—y Iin—ea>|y=Cx3, X%=C.

= x-3
Uy =X">Ug + Up

- E=yx3 N { N =3u—
Haciendo {n=y Uy =— 34U yup=3u-3,
u,7=“%1 lineal (y separable), u=p(E)n+1 =p(L)y+1.
a ojo

(més largo es hacer —n[n~2dn=1)

Imponemos un primer dato ‘bueno’:

u=1,y)=y| - —p(=y)y+1=y, p(V)=1+1 — uGx y)=y+x3+1|.

E=yx3 _3u=3 , _ 3.1 p*(L)y3 1
Con {n=x = up===, u=p*(&)n +1=p*(&)x+1, p*(V)=1+v
Solucién Unica porque la recta x=—1 no es tangente a las caracteristicas como se ve
en el dibujo. O porque en el proceso de cdlculo ha quedado p(v) determinada de forma

Unica Vv. O porque T=0-3y—1-(—1)=1#0.

Ahora un ‘mal’ dato: - p(1)x3+1=x [0 p*(1)x3+1=x].

Imposible. No existe ninguna solucién de la EDP que cumpla ese dato de Cauchy.

05, [yt =2a] Gt = y=cx. {S2/% = =2 = u=.

Imponemos tres datos distintos a la solucién general u(x, y)=p(§)y2 :

3 3 0z 70
- p(%)=x3, p(v)=%, u=;—3y2= X7 Solucién Unica.

[Pero definida sélo si y>0, la solucién de un problema de Cauchy, en principio, sélo es locall.

’u(x,l—x)=2x—1‘ — p(%—l):%, v=x—1, X=1rr, p(v)=%—1, u=x2%—y?.

[De nuevo la solucién es Gnica por estar dados los datos sobre una recta no caracteristica
o porque T(x)=1-(1—x)—(—1)-x=1#0.Y en este caso la solucién es valida en todo RZ].

u(x, x)=0 . Dato sobre caracteristica que dara lugar a infinitas o ninguna solucién.

[Nos confirma que es caracteristica el hecho de que T(x)=1-x—1-x=0]1.
Imponiendo el dato: p(1)x2=0 — p(1)=0. Infintas soluciones. Una para cada peC!
que se anule en 1. [Por ejemplo son soluciones: u=0, la u=x2—y? de antes... ].




Las dificultades de la unicidad, en los problemas vistos hasta ahora, se han limitado a ver lo
gque sucedia al imponer datos sobre caracteristicas. En los dos siguientes aparecen proble-
mas de tangencia, que dan dificultades de analisis mas sutiles y complicadas.

Ej 6. ’ 2XUy — Ux = 4xy % =—2x — y+x? =K caracteristicas.

{ — —up=4xy=4En—4n3 -
u=p*(E)+n*—2En%=p*(y+x2)—2yx2—x*

Imponemos diferentes datos de Cauchy a la ecuacién y analizamos la unicidad:
_ P()/+1)+y2=0, P(V)=—(V—1)2 _ 2 4 D
u(l,y)=0 p* (y+1)=2y—1=0, p*(v)=2v—1 u=2y—2yx-—x"+2x<—1.
[p 6 p* fijadas Vv; x=1 no es tangente a las caracteristicas].
— p(0)+x* = 0. Imposible, no hay solucién.
RAVK — p(0)=0. Cada peCl con p(0)=0 nos da
1 ! — una solucién diferente: hay infinitas.
u(x,0)=0| — p(x2)=0. Sélo queda fijada p(v)=0 para v=>0,

pero no hay ninguna condicién sobre p si v<0.

Podemos elegir cualquier peC! que valga 0 para v>0, con lo p(v)
que existen infinitas soluciones en un entorno de (0, 0): — v

u(x, y)=y? si y>—x2, pero esta indeterminada si y <—x2. praides
[En (0,0) es y=0 tangente a las caracteristicas. Lo confirma T=1-2x—0-(—1)].

2
XY o 2xup=4xy ; up=2n — u=p(E) + n?=p(y+x?) + y?

2

y
y
Y+ X
X

Sm Sm
I

’u(x,x3—x2)=x4—2x5 ‘ — p(x3)=—x°, p(V)=—Vv2 Vv - u=—2x2y—x* Y(x, y).

Hay solucién Unica pese a ser la curva de datos tangente a una caracteristica en
el punto (0,0) [es T =1-2x—(3x?—2x)-(—1) =—3x2? ]. A veces hay tangencia
y existe solucién Unica. La no tangencia es suficiente pero no necesaria.

. y
Ej 7. [(y+ Duy+xux=0] § =52 - y=Cx—1- u=p(53). \ I/
Dara solucién Unica este dato inicial: R 4
— — (1) y—f(_x_) [y=0 noestangente X
u(x, 0)=f0x) |= p(X) u_f(yﬂ) a las caracteristicas].
u(0,y)=1| x=0 caracteristica (T=0, cumple g—;:%).

Sabemos que debe tener infinitas soluciones. Para precisarlas

reescribimos u=p*(}%), p*(0)=1. [u=1, u=cos;37, ...son soluciones con ese dato].

u(y?, y)=0|, T=2y(y+1)—y?=y(y+2), cerca de (0,0) y (4,—2) posible no unicidad:

p(}%l)=0 sélo precisa p(v)=0 si vz—3, ¥2*%>0 — u=0 en la zona sombreada.



1.2. EDPs lineales de segundo orden; clasificacién

Consideremos [E] L[u] =| Auyy +Buxy+ Cuxx+Duy + Eux+ Hu=F(x,y)

Nos limitamos en estos apuntes al caso de que A, B, ..., H sean constantes (A,
B y C no todas nulas). Como en las EDPs de primer orden, quizas un cambio de
variable bien elegido haga desaparecer términos de [E], de forma que resulte una
ecuacién resoluble elementalmente. Hagamos un cambio genérico y analicemos la
expresién de [E] en funcién de las nuevas variables:

& =px+qy . . _ .
{n —rxtsy con p,q,r,s constantes y jacobiano J=ps—qgr#0. Entonces:
Uyy = qUge + 2qSugn + S%Upy
, Uxy = pquege +(pS+qr)ugn + rsupn ,

Uxx = p2Uge + 2prugn + r’upy

Ux =pUg+ ru”

[g%2A+pgB+p?Cluge + [2qsA+(ps+qr)B+2prClugy + [s2A+rsB+r2Clupy + -+ -
=A*uge + B*ugn+ C*upp +---=F(§, n)
[Ios puntos representan los términos en ug, uy y u .

q2A+ pgB+ p2C=0

* __ * .
Intentemos hacer A*=C*=0. Para ello debe ser: 2A+reB 4 12C =0

Si B2—4AC>0 y A#0 podemos elegir p=r=1vy q,s= %[—B:F\/BZ—4AC] .
[Si A=0 y C#0 tomamos g=1,p=0y s=1,r=—§; A=C=0 es caso trivial].

Si B2—4AC=0, q y s coinciden y seria J=0.Ysies <0, g y s serian complejas.

Ademads, es facil verificar que (B*)2—4A*C* = [B2—4AC]J? y, por tanto, el signo de
B2—4AC no varia con cambios de coordenadas. Todo lo anterior nos lleva a definir:

>0 hiperbolica
Si B2—4AC =0 se dice, respectivamente, que la EDP [E] es parabdlica
<0 eliptica

Encontremos la forma mds sencilla en que podemos escribir [E] (forma candnica)
en cada caso. Si es hiperbdlica, arriba hemos visto que se convierte con el cambio

A Y | en B*ugy +---=F.Como (B*)?>0, podemos escribir la

+/B2— s . . T
n=x—8*¥E=3C | forma candnica de las hiperbélicas: | ug +---=F* |.

{ E=x— B—+/B2—4AC

A las dos familias de rectas E=K, n=K se les llama caracteristicas de [E].

Si [E] es parabdlica, sélo tenemos & =x— %y [una familia de caracteristicas].

Con esta £ hacemos A*=0, y como (B*)2—4A*C*=0 también es B*=0. Para n
podemos tomar cualquier r y s tales que J#0. Se suele tomar n=y . Asi haciendo

{ E=x— %y y dividiendo por C* se obtiene la
n=y forma candnica de las parabédlicas: | upp+---=F*

. - . : - . J/2AC—B2
Si es eliptica, las &, n son rectas complejas conjugadas: 2A’2‘ABy +j 4‘5 5 y
(no hay, pues, caracteristicas reales). Y no es dificil comprobar que el cambio:

_ 2Ax—By
{E m lleva [E] ala
n=y forma canonica de las elipticas: | uge +upp+---=F* |.




Si A, B y C son no constantes, si en cada punto (X, y) de una regién Q del plano
es B(x,y)2—4A(x,y)C(x,y) >0, =0 o <0, se dice, respectivamente, que la EDP
[E] es hiperbdlica, parabdlica o eliptica en Q. Las caracteristicas en este caso
general son curvas integrales de EDOs de primer orden (quizas no resolubles).

Ej 1. ’ Uyy —BUxy + SUxx +u=0 | - B2—4AC=-4 <0, eliptica.

Copiando el cambio de la pagina anterior:
Uyy = 4ugg + 4ugn + Upp
— Uxy = 2Uge + Ugp

{E=x+2y _, U =2ug+uy
Uxx = Ugg

n=y Ux = Ug

Llevandolo a la ecuacién se llega a la forma canénica: | uge + upp + u=0

Ej 2. ’ 4uyy — duxy + Uxx =0 | — B2 —4AC = 0 — parabdlica en todo R?.

El cambio en este caso seria € =x+ % o mejor (son las mismas caracteristicas):

Uyy = Ugg+2Ugn+Unn

§=2x+y Uy =ug+u _
{n=y - uﬁ=2f:5 T = Uy =2Ugg+2Usy  — AUy =0, Uy =0 .

Uxx = 4UEE
Esta forma canénica que se resuelve facilmente: up =p(§) — u=np(§)+q(§) .
Por tanto, la soluciéon general de la ecuacién es:

[ulx, ) =y px+y) + q(2x+Y)

, con p y g funciones C? arbitrarias.

Como en este caso, a veces es posible hallar elementalmente la solucion general
de [E] tras ponerla en forma canédnica (en la mayoria, como en el ejemplo 1, serd
imposible). Identifiquemos las formas candnicas resolubles:

Si sdlo hay derivadas respecto a una variable: ’ Upn+ E*up+ H*u=F*

Esta lineal de orden 2, ordinaria si la vemos como funcién de n, se integra viendo la
& como un parametro. Un par de constantes para cada & dan lugar a dos funciones
arbitrarias de & en la solucién. La ecuacién, como vemos, debe ser parabdlica.

Si sdlo aparece ug, y una de las derivadas primeras: ’ ugn + D*ug = F*

Se resuelve haciendo ug=V: la lineal de primer orden v,+D*v =F* esintegrable
viendo & como pardmetro. La v contiene, pues, una funcién arbitraria de &. Al
integrarla para hallar la u aparece otra funcién arbitraria (de n). Las cosas serian
analogas si en vez de la ug apareciese la up. La ecuacién es hiperbdlica.

[En las EDOs de segundo orden aparecen dos constantes arbitrarias; aqui hay, en los
dos casos, dos funciones arbitrarias (evaluadas en las caracteristicas como ocurria
en las EDPs de primer orden). Se ve que ninguna ecuacién eliptica, ni la del calor
Ut—Uxx son resolubles por este camino].

[Otras pocas ecuaciones mds pueden llevarse a estas formas resolubles haciendo
cambios de variable del tipo u=ePYe9w que hacen desaparecer alguna derivada
de menor orden o el término con la ul.

Ej 3.| Uyy + SuUxy + 4Uxx + 3Uy + 3ux =9 | —» B2—4AC =9, hiperbdlica.

Uyy = UEE ar SUEn + 16u”n
— Uxy =—Ugg —SUgn—4Unp

pry/B7—aAC _ 1 _, {£=x—y _, Uy =—ug—4uy
2A =
uXX = UEE + 2u§r, + Ur]r]

4 n=x—4ay Ux = Ug + Up
Entonces: ugp + up =—1, del segundo de los tipos citados. Para resolverla:

Up=V = vg=—v—1 = v=p*(nN)e 5—1 — u(g n)=p(nes+q(g)—n

La solucién general es: | u(x, y) =p(x—4y)eY—*+ q(x—y)+ 4y—x |, p, g arbitrarias.

[La ecuacién similar uyy + 5Suxy+ 4Uxx+ 3Ux=9 — Ugn—2up—3ug =—1, no es resoluble].
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1.3. Unicidad; los problemas clasicos

¢Qué datos adicionales proporcionan problemas bien planteados para una EDP de
segundo orden en dos variables lineal [E] L[u]=F? En primer lugar, écdmo aislar
una Unica solucién? Para una EDO de segundo orden era necesario fijar el valor
de la solucién y de su derivada en el instante inicial para tenerla. En una EDP
de primer orden ddbamos los valores de u en toda una curva G (no tangente a
las caracteristicas). Hemos visto que en los pocos casos en que [E] era resoluble
aparecian dos funciones arbitrarias en la solucién. Todo ello lleva a plantear el

Problema de Cauchy para [E]: hallar la solucién que
tome unos valores dados de u y la derivada normal
Un alolargo de una curva dada G del plano xy.

[Geométricamente: hallar la superficie solucién que contenga una
curva dada y tenga a lo largo de ella una familia de planos tangentes
también dados. La derivada normal sera habitualmente ux o uy ].

En particular, al tomar como G el eje x setiene el problema de valores iniciales
que consiste en hallar la solucién de [E] que cumple u(x, 0)=f(x), uy(x, 0)=g(x).

Como ocurria en las de primer orden se puede probar que:

Si los datos son regulares y G no es tangente a las caracteristicas en ningln
punto, el problema de Cauchy tiene solucién Unica en las proximidades de G.

Uyy + 2Uxy + Uxx — Uy — Ux =0 2_ =
Ej 1. Sea [P]{ vy xy + Uxx — Uy — Ux B2—4AC=0

u(x,0)=x, uy(x,0)=0 parabdlica

x—%y:x—y:K caracteristicas. Como y=0 no es tangente

a ellas, el problema de Cauchy [P] tendra solucién Unica.

La ecuacién resulta ser resoluble y podemos comprobarlo:

{ g:;_y — Upn—Up =0 — u=p(g) +q(§)e" = p(x—y) + q(x—y)e’.
Imponiendo los datos de Cauchy [ uy =—p’+ (g—q’) e’ |:
u(x, 0) =p(x) +q(x) =x } o PX)+d'(x)=1 }
uy(x, 0) =—p’(x)—q'(x)+q(x) =0 p’(x)+q’(x) = q(x)

[p’ y q’ representan la misma derivada ordinaria en ambas ecuaciones]

— g(xX)=1Vx - p(x)=x—1Vx — ’ u=x—y—1l+eY

solucién determinada de forma Unica por los célculos anteriores.

¢Es el problema de Cauchy adecuado a todas las EDPs de segundo orden? No, no
lo es. En los problemas reales aparecen condiciones mucho mas variadas: en unos
casos condiciones iniciales y de contorno a la vez, en otros sélo de contorno...

Por otra parte, unos datos de Cauchy pueden dar lugar problemas mal planteados
para EDPs no hiperbdlicas. Ademas de unicidad, debe haber dependencia continua:
variando poco los datos, deben variar poco las soluciones. Se pueden dar ejemplos
de problemas de Cauchy para Laplace (de solucién Unica, pues sin caracteristicas
reales no puede haber tangencia con la curva de datos), para los que no se tiene
la citada dependencia continua.

Conozcamos los principales problemas asociados a las tres ecuaciones clasicas
en dos variables [sélo (P1) serd de Cauchy]. Para cada uno habria que probar que
‘estd bien planteado’. Demostraremos sélo parte de las afirmaciones. Para mas
variables las cosas son andlogas y poco mas complicadas.
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Ondas. Tiene solucién Unica dependiente continuamente de los datos el

2 ux0| g
problema puro de (P1) utt—C“uxx=F(x, t), x, teR ”
valores iniciales: 1 u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x) ()

| X

para la cuerda infinita (de sentido real si t es pequefio y estamos lejos de los extremos).
Hallemos su solucién (Unica ecuacién clasica resoluble por este camino) para F=0:

u(x, 0)=£(x), ut(x, 0)=g(x)

A partir de las expresiones de la pagina 8: {

—c2 =
{Utt CoUxx =0 B2—4AC = 4c?, hiperbdlica.

E=x+ct { Uxx = Ugg + 2Ugn + Unn
n=x—ct utt=C2[UEE—2uEn+ufm]

- —ACUgy =0 — Enonica = Ug=P*(§) = u=p(E) +q(n).

Luego la solucién general de la ecuacién de ondas homogénea es:

’ u(x, t) = p(x+ct) + g(x—ct) |, p y g funciones arbitrarias de CZ2.

Imponemos los datos para aislar la solucién del problema de valores iniciales:
p(x) + q(x) = f(x) POY+a'C=f0) o sy g 1
{ P’ ()—cq’'(X)=g(x) { p’(x)—q'(x) = 29(x) 2P =10+ 29(x)

— p(x)=3f(x)+ 5= [ g(s)ds+ k — q(x) = 3f(X)— 5= [o 9(s)ds—k —

formula de 1 1 [ [Para que u sea C?,
D’Alembert | Y- =3 x+ct) +flix—ct)] + Z_CL_d 9()ds | yepe feC?y gecCll.

t La unicidad del problema de Cauchy (P1) la asegura el hecho de
que imponemos los datos sobre la recta t=0 no caracteristica.
Deduzcamos, para F=0, la dependencia continua. Es decir, probemos

gue para datos iniciales préximos sus soluciones u(x, t) y u*(x,t) son
son cercanas en intervalos de tiempo finitos:

si [fFO)—f*(X)|<6é y |g(x)—g*(x)| <6 Vx, para te[0, T] se tiene:

lu—u*| < SUFOc+C)—F*Oc+ct)] + SIf(x—ct)—F*(x—ct)| + 2 [ lg(s)—g*(s)l ds

<6+ 2 [*Tds=5(1+T)<e Vx y Vte[0,T], si 6<i5.
Otro problema bien planteado para la cuerda acotada cuyos extremos se mueven

verticalmente segln ho(t) y h.(t) dadas (que estén fijos es un caso particular).
Hay entonces dos condiciones de contorno adicionales:

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) =g(x)

{utt—czuxx =F(x,t), x€[0,L], teR
u(0, t) = ho(t), u(L, t) = h(t)

Probemos su unicidad (veremos que la solucién existe, como en otros casos, halldndola
explicitamente [en 1.4 mediante extensiones o en 4.2 por separacién de variables]; no
probamos la dependencia continua). Sean ui y uz soluciones de (P2) y sea u=ui—us.

Uit — C2uxx =0, x€[0,L], teR
u(x, 0)=u¢(x, 0)=u(0, t)=u(L, t)=0

Queremos ver que u=0. Integremos la identidad:

Entonces u cumple: (Pg) {

utlute — uxx] = 3 Z[u? + 2u?] — 2 2 urux]
para x entre 0 y L y t entre 0 y T cualquiera, suponlendo u solucién de (Py):

%fé[uf+c2 ]g de— cszT[utux]Eg ?)dt zfé[ut(x, T)?+c%ux(x, T)?Jdx =0

pues Urt— C2Uxx =Ur(X, 0)=ux (X, 0)=us(0, t)=ur(L, t)=0.

El Ultimo corchete es >0 y es funcién continua de x. Para que la integral se anule debe
ser ut(x, T)=ux(x,T)=0 si 0<x<L y para cualquier T. Por tanto u(x, t) es constante
y como u(x,0)=0 debe ser u=ui;—u=0. Hay unicidad.
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Calor. Para la varilla infinita se prueba que esta bien planteado:

(P3) ur— kuxx = F(x,t), xeR, t>0
371 u(x, 0) = f(x), uacotada

Basta un solo dato, la distribucién inicial de temperaturas, para fijar las posteriores.

[No podemos dar arbitrariamente la u¢(x, 0) pues debe ser ut(x, 0)=kf"’(x)+F(x, 0) si
u es solucién (t=0 es caracteristica y (P3) no es buen problema de valores iniciales)].

Para la varilla acotada hay condiciones de contorno, que pueden ser de varios
tipos, con diferentes significados fisicos cada uno. Si los extremos toman a lo largo
del tiempo las temperaturas dadas hg(t) y h.(t) se tiene:

u(x, 0) =f(x)

ur— kuxx = F(x, t), xe€(0,L), t>0
(P4) {
u(o, t) = ho(t), u(L,t) = h.(t)

Si lo que fijamos es el flujo de calor en los extremos obtenemos:

u(x, 0) =f(x)

ur—kuxx =F(x,t), xe(0,L), t>0
(Ps) {
ux(0, t) = ho(t), ux(L,t) =hc(t)

[En particular, si ho(t)=h,(t)=0, los extremos estan aislados].

Un tercer tipo de condiciones de contorno combina u y ux:

]u(o, t)—aux(0, t)=ho(t) 6 u(L, t)+bux(L, t)=h.(t), con a,b>0 |.

Expresan la radiacidon libre de calor hacia un medio a temperatura dada (si el
extremo x =L estd mas (menos) caliente que h; entonces irradia (chupa) calor
pues ux=(h.—u)/b<0 (>0) y el flujo de calor es siempre en sentido opuesto al
gradiente de las temperaturas; lo mismo sucede con el otro extremo).

(P4) 6 (Ps) (o cualquiera de los otros 7 problemas que aparecen combinando los 3
tipos de condiciones descritos) son todos problemas bien planteados.

Probemos que tienen solucién Unica. Sean u; y uz soluciones. Entonces u=ui1—u>
satisface el problema con F=f=hg=h;=0. Nuestro objetivo es deducir que u=0.

Multiplicando la ecuacién por u e integrando respecto a x entre 0 y L se tiene:

fé uutdx—kfé UlxxdX = %%fé uzdx—k[uux]gé’;))+kfé u)z(dx =0

= %fé [u(x, )]°dx <0

[si u=0 6 ux=0 en los extremos la Ultima implicacién es clara, ya que k>0; es
también facil verlo si u—aux=0, a>0 6 si u+bux=0, b>0; no se puede dar ese
paso ni probar la unicidad para a<0 6 b<0 (fisicamente inadmisible)].

La ultima integral es una funcién U(t) no creciente (U’ < 0), que cumple U(0) =0
(pues u(x,0)=0) vy es U(t) =0 (integrando positivo). De las tres cosas se sigue que
U(t)=0= u=0. Unicidad.

Una forma alternativa de probar la unicidad de algunos problemas (que ademas permite
atacar la dependencia continua) es utilizar un principio del maximo que se ajuste a
ese problema. Por ejemplo, es cierto este principio que no demostramos:

Si u es continuaen [0, T]x[0, L]y satisface ur—kuxx=0 en (0, T)x(0, L), los valores
mdaximo y minimo de u se alcanzan o bien en t=0 o bien en x=0 6 bien en x=L.

[Si ni la temperatura inicial en la varilla ni la de los extremos supera un valor M, no se
puede crear en su interior una temperatura mayor que M (si no hay fuentes externas);
la prueba a partir de esto de la unicidad y la dependencia continua de (P4) seria similar
a la que veremos para Laplace y no la hacemos; si quisiéramos demostrar la unicidad
para los otros problemas de la ecuacién del calor, necesitariamos otros principios del
maximo diferentes].

13



Laplace. Los problemas son de contorno. Los dos méas importantes son:

Problema (P ){AuzFenD Problema (P ){Au=F enD
Dirichlet: b u=fenabD Neumann: N7 1un =fenaD

dominio
acotado

D

Donde D es un abierto conexo acotado de R?, aD es su frontera y
Un es la derivada en la direccion del vector normal unitario exterior n.

Si vemos la ecuacién describiendo una distribucién estacionaria de temperaturas
en una placa, en (Pp) fijamos las temperaturas en el borde y en (Py) el flujo de
calor en direccién normal al borde.

Si F, f y oD sonregulares, el (Pp) es un problema bien planteado. Lo resolveremos
en recintos sencillos en el capitulo 4. Probemos ahora su unicidad por dos caminos.

Mediante la férmula de Green (generaliza la integracién por partes a R?):

Sea ueC2(D)nC'(D). Entonces ﬂ uAu dxdy=jg Uunpds —ff IVull? dxdy
D ) D

D

[Identidad uAu=div[uVu]—|IVul|? y teorema de la divergencia Jf divfdxdy =§ f-nds].
D aD

Si u1 y uz son soluciones de (Pp), u=u1—uy verifica el problema con F=f=0.
La formula de Green dice entonces que:

Jf IVull?dxdy =0 = Vu=0 = u=cte = u=0 (pues u=0 en aD).
D

Probamos de otra forma la unicidad de (Pp), y también la dependencia continua, con
el siguiente principio del maximo para Laplace (intuitivamente claro: la tempera-
tura de una placa no supera la médxima de su borde) que no demostramos:

Si u satisface Au=0 en un dominio acotado D y es continua en D
entonces u alcanza su maximo y su minimo en la aD.

Au=0enD
u=0enoD"’

O=minusminusmaxu<mixu=0 = u=0
oD D D aD

Como u=uj—uz, con ui, uy soluciones, verifica { se tiene:

Si u* es solucién de (Pp) con u=f* en aD y sea |f—f*|<e€ en aD. Entonces:
Av=0enD

v=f—f*enoD
Si la diferencia entre datos es pequenfa, lo es la diferencia entre soluciones.

v=u—u*—>{ =>—e<m£|')nv£v$mdxv<e=>|u—u*|<e en D.
F) aD

Para el (Py) la situacién es mas complicada. En primer lugar, para que (Py) pueda
tener solucidén es necesario que F y f satisfagan la relacién:

_ [basta aplicar el teorema de la
Jfo Fdxdy = ands divergencia a Vu para verlo].

Ademas, si (Py) tiene solucién, esta contiene una constante arbitraria [lo que era
esperable, ya que ecuacién y condicién de contorno sélo contienen derivadas].
También se ve que si queremos repetir la prueba de la unicidad con la férmula de
Green, podemos dar todos los pasos excepto la Ultima implicacién. Se dice que el
problema de Neumann (Py) tiene unicidad salvo constante.

[Ademds se imponen a Laplace condiciones de contorno del tipo u+aun=f, a>0,
y también tienen interés los problemas en que en parte de aD hay condiciones tipo
Dirichlet, en otra tipo Neumann... (todos son problemas bien planteados). También se
tratan problemas en D no acotados. Para tener unicidad, ademds de los datos en 3D,
hay que exigir un 'adecuado comportamiento’ en el infinito].
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1.4. Ecuacion de la cuerda vibrante

En secciones anteriores vimos que para el problema puro de valores iniciales:

Uit — C2uxx =0, X, teR uxg | gx)
P1) { u 3 -
u(x, 0) = f(x), ue(x, 0) = g(x) f(x)

X

las caracteristicas eran x+ct=K, la solucién general

, py g funciones arbitrarias de CZ,

’ u(x, t) = p(x+ct) + g(x—ct)

y la solucién Unica de (P1), satisfaciendo ya los datos iniciales:

x+ct f’ lad
(1] | utx ) =3[0t +fx—ct)] + 3¢ [ 9(6)ds | popiompert

x—ct

[Para que u sea C2, debfa feC? y geC! (entonces es solucion clasica o regular).
Si u es continua pero no C2 se llama ‘solucién débil’, concepto tipico EDPs. En cada
caso hay que precisar que se admite como solucién débil y comprobar que el problema
sigue bien planteado (si mas funciones valen como soluciones, {seguira la unicidad?)].

La solucién de (P;) es la suma de dos ondas que viajan a velocidad ¢, una
hacia las x crecientes y otra hacia las decrecientes. A |a vista de [1]:

gx) = %f(x)—G(x) va hacia la derecha

Llamando G(x)= = [Xg(s)ds :
()= 5 fo g(s) p(x) = %f(x)+G(x) va hacia la izquierda

Para obtener un dibujo de la solucién u(x, t) en diferentes instantes, identificadas
estas ondas viajeras, bastard trasladar sus graficas y sumarlas (graficamente). Esto
es especialmente sencillo cuando sélo hay f (si no hay velocidades iniciales).

Ej 1. Supongamos f=0 salvo una perturbacién en forma de tridngulo
en torno a 0 y que soltamos la cuerda sin impulso (g=0).
Dibujemos la solucién para diferentes t. Bastard trasladar las dos
ondas que viajan en sentidos opuestos [aqui ambas son %f(x) ]:

—b 0| \b
t=b/2c

—b b

Ha costado muy poco hacer los dibujos y predecir la evolucién de esta solucién débil
[bastante mas costaria dar la expresién analitica de la solucién para todo x y todo t].
Los picos de la f inicial siguen indefinidamente y viajan también a velocidad c.

Las cosas se complican cuando viaja la G:

Urt=ax=0, x, teR ST G=G(x) |y G
Ej 2. { " (1, <12 T, ehamaRl
u(x, 0)=0, ue(x, 0)={y 3= o AP

—_ L | t¢eaaa-

-1/2 1/2
u(x,1) /2_\

u=G(x+t)—G(x—t), con G(x)=3 [; g. i e

’—'I

Viajan a izquierda y derecha:

Moviendo G dibujamos la cuerda para t=1,2y 3:
U(X,2) ] .
Es facil dibujar también la evolucién de x=3: - BN

u(3,t) =G(3+t)—G(3—-t) 527 32 32 ™32
=G(t+3)+G(t—3 u(x,3) 12
ISR’ S N

Y 7/2 -5/2 572 72
5/2..7 7/2
-1/4
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Supongamos ahora que hay fuerzas externas. El problema es:

(P2) { urt — C2uxx = F(x, t), x, teR
22 Lu(x, 0) =f(x), ur(x, 0) = g(x)
Sabiendo algo de derivacién de integrales, se comprueba que su solucién es:
1 1 x+ct 1 t rx+c[t—T]
[21 | u(x, t) = 3[fOx+ct)+flx—ct)] + xf g(s)ds + %JJ F(s, ) ds dT
x—ct 0Jx—c[t—T]

Observemos que u(x, t) sélo depende de los valores de f en x—ct y
X+ ct [puntos de corte con el eje x de las caracteristicas que pasan
por (x,t)1y delos de g en el intervalo [x—ct, x+ct] . A este intervalo
se le lama dominio de dependencia del punto (x, t). Se comprueba
también que el recinto descrito por la integral doble es el tridngulo del %
plano st limitado por el eje T=0 vy las caracteristicas citadas. Asi

pues, para hallar la solucién u en un punto (x,t) se necesita sélo: i) los valores de F en
dicho tridngulo, ii) los de g en toda su base, iii) los de f en los dos puntos x—ct y x+ct.

1
1
1
1
!
X

x+ct

O ut[‘— uXX = 2 anA q .
Ej 3. { u(x, 0)=x, ug(x, 0)=3 Utilizando directamente [2]:
t t t— t
u=3[0+t+(x—]+3 [ 3ds+3 [0 [T 2dsdt =x+3t+2 [ [t—T] dT=x+3t+ 1

A veces es facil hallar una solucién v de la ecuacién no homogénea y evitar el calculo
de la integral doble, pues w=u—v conduce a un problema con F=0, resoluble con
[1] (cuando haya condiciones de contorno, deberan seguir siendo homogéneas). Si F
depende sélo de x o de t se puede buscar una v(x) o una v(t). En este caso:
q Wit — Wxx =0
—Vxx=2 = V=—X2+Cx+K — si v(x)=—x2, w cumple
xx ) P\ w(x, 0)=x+x2, we(x, 0)=3

X+t

ot 305 =Xx+X2+t24+3t, u=x+3t+t2.

= w=2[(x+ )+ (x+ )2+ (x—t)+ (x—t)? ]+

Wit — Wxx =0

e — e — 2
W(x, 0)=X, We(x, 0)=0 W =X u=x+3t+t-.

Vit =2 — v(t)=t2+3t — {

Pasemos a resolver problemas con condiciones de contorno. En primer lugar, el
problema homogéneo para la cuerda semi-infinita y fija en un extremo:

(P3) {utt—czuxx =0,x=20, teR [para que no esté rota,
37 ux, 0)=f(x), ut(x, 0)=g(x), u(0,t)=0 debe ser f(0)=01.

La férmula [1] exige funciones definidas Vx y ni f ni g estadn definidas si x<0.
¢Coémo extender estas funciones a todo R? Si llamamos f* y g* a sus extensiones
y se debe cumplir la condicién de contorno:

u(0, t) = [f*(ct) + f*(—ct)] + 5= [, g*(s)ds =0,

es claro que f* y g* han de ser impares 69" fog
respecto a 0, es decir, ‘ e \//_\
fH=x)==f*(x); g*(—x)=—9g*(x) . T

Asi pues, la solucién de (P3) es la del siguiente problema (para la cuerda infinita):

utt—cqux=0,X, teR x+ct

{ u(x, 0)=f*x) , | ulx, t)=%[f*(x+ ct)+f*(x—ct)]+ %j g*(s)ds | [3]
Ut(X, 0)=g*(x) x—ct

pues u cumple la ecuacién, las condiciones iniciales para x>0, y la de contorno.

Las dificultades practicas del uso de esta solucién es que f* y g* tendrdn, en
general, diversas expresiones en distintos intervalos.
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{ Urt—Uxx=0, x>0, teR a) Hallar u(Z,4).

Ej 4. senmx, xe[2, 3]
utx, 0)={5" (o, 703,009 - Ut 0I=U(0,)=0 | b) Dibujar u(x,2) y u(x, 4).
La solucién es u(x,t) =3[f*(x+t)+f*(x—t)], 1F_ _______ senmx
con f* extensiéon impar respecto del origen. -3 -2 A 31/6
3 1 2 & 4 5
-7
) u(Z, )=+ = 2] vAp
_1[¢(31 17y7_ 1 17m_ 1 2
=2 f(_)—f(_) =—5SenN=—(-=—7. u(x.2) >
i imparT 2[ 6 6 ] 2 6 4 12N g=""""" 7«.-\
.o 1 2 3 4 5
b) Para dibujar basta trasladar rigidamente >
la grafica de %f* a izquierda y derecha 2 < 12 _‘{(_Xi‘f)a____é _____________________ /"’_L
unidades en un caso y 4 en otro y sumar. - S > 5 7

En t=2, la onda que se mueve hacia la izquierda
esta llegando al origen; en t=4 se ha reflejado
e invertido y ahora viaja hacia la derecha.

[Esta reflexién e inversién siempre ocurre en los extremos con la condicién u=0,
lo que permite predecir facilmente la evolucién de estas perturbaciones localiza-
das enla f.Si f fuese no nula, por ejemplo, en todo [0, o0) o si la perturbacién
fuese en la g, las cosas, graficamente, se pueden complicar mucho].

Utt—Uxx=0, x=0,teR | al valor de 4(3.6)
— e a) Hallar el valor de u(3, 6).
EJ 5. [ { u(x, 0)=0, ur(x, 0)={ S0 D x<l2 4l

0, resto de [0, c0) b) Hallar u(3,t) si t>7 ysi 1<t<5.
u(0,t)=0
. g’
Para aplicar D’Alembert extendemos g SN 1
a una g* impar definida en todo R: K N 2 3 4
1 rx+t . 4 3 -2
Entonces u(x, t) =5 ;_t g*(s)ds sera # _________ X_’x-zxm)
la solucién del problema para todo X, t.
9 4 3 2.4
a) u(3,6)= %f_3g* = %f3 (52—6s+8)ds=[%—3%]3+4=—1?3+4=—% :

impar

b) Para t>7 es 3—t>—4 y 3+t>10.

3+t 2
Por tanto, u(3,t) = %f3_t g* =0, pues las areas se cancelan.

Para 1<t<5 es —2<3—t<2 y 3+t>4,yasi g* séloesnonulaen([2, 4]:
u(3,t)= 1 [ (s?—6s+8)ds =—2 [el doble de la de arribal.
Gracias a la imparidad no hemos necesitado, para realizar los célculos anteriores,
conocer la expresién de g* para x<0, pero esta es facil de escribir:

Para xe[—4,—2] serd g*(x)=—(x+2)(x+4) y claramente es 0 en el resto.
(cambiando x por —x y el signo)

Con esta expresién se obtendria (trabajando mds) el mismo resutado, por ejemplo:

a) u@3,6)=3[>,9*=—1[2(s2+65+8)ds+1 [ (s2—65+8)ds= 3 —2=-1.

Veamos cdmo se debe extender si la condicién de contorno u(0,t)=0 de (P3) se sustituye

por la | ux(0,t)=0| (describe el hecho de dejar al extremo de la cuerda subir y bajar libremente).

ux(0,t) = %[f*’(ct)+f*’(—ct)] + %[g*(—ct)—g*(ct)] =0, f* impary g* par =

se deben extender f y g de forma par respecto a 0. Observemos, por ejemplo, que en
este caso las ondas siguen reflejdndose en los extremos con ux=0, pero que no se da la
inversidén (las ondas que se encuentran en el extremos tienen el mismo signo).

[Anticipdndonos a lo que veremos: también se extenderia par en x una F(x, t)#0,
y en la cuerda finita se extenderia par también respecto a x=L si fuese ahi ux=01.
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Siguiendo con la cuerda semi-infinita, veamos como se resuelve el problema mas
general con fuerzas externas y extremo moévil:

utt—C2uxx = F(x, t), x>0, teR
Po) { utx 0 =100, wlx 0 =900 | 1Fo0sZhoE e
u(0, t) = ho(t)

Primero debemos hacer la condicién de contorno homogénea, encontrando
una v que la cumpla y haciendo w=u—v, ya que entonces serd w(0,t)=0,
aunque probablemente se complicaran la ecuacién y el resto de condiciones.

La v mas clara (no siempre la mejor) es: v(t)=ho(t).

Una vez que tenemos la condicién de contorno homogénea, la solucién del proble-
ma en w la da [2] si sustituimos sus f, gy F por f*, g* y F*, siendo ésta Ultima
la extension impar de F mirandola como funcidén de x:

x+ct t px+c[t—T]
w(x,t)=%[f*(x+ct)+f*(x—ct):|+%J t g*(s)ds + = OJ F*(s, T)dsdT

x—c[t—1]

utt—uxx=0, x=0,teR
Ej6. { u(x, 0)=ut(x, 0)=0 Hallemos primero la solucién para un x y t fijos: u(1,2).
u(o, t) = t2

Para anular la condicién de contorno podemos usar la v citada:

Wit— Wxx =—2 _ {2, x<0
w=u—t2 — {w(x, 0)=w¢(x,0)=0 — {th—WXx—{—z,po R
w(0,t)=0 w(x, 0)=w¢(x,0)=0

w(1,2)=3[[,F* =3[ (2) 4rea M+(—2)4rea Q]=—3 - u(1,2)=—3+4=1.

[Por ser constantes las F a integrar, nos hemos ahorrado el cdlculo de integrales
dobles. Pero como esto no se podra hacer en general, vamos a perder un poco el
tiempo en hallar w(1, 2) sin este atajo. El valor que estamos calculando es:

w(1,2)= 3 [[AF*=1 [2[2T F*(s, 1) dsdt
Sobre el tridngulo pequefio la integral viene dada por:
1 f3fo  2dsdTr= [} (1-T)dr=1.
Para el otro cuadriladtero hay que dividir en dos el recinto de integracién:
2 =2 dsdt+ 3 [>T (—2)dsdT = [y (1—3)dT+ [} (2T-4)dT=—1] .
Sumando ambos resultados obtenemos w(1, 2)=—3 como antes].

Pero podriamos conseguir un problema sin F, haciendo el cambio con una v mejor.
Tanteando un poco se ve que v=x2+t2 cumple la condicién y también la ecuacién:

Wet— Wxx =0 Wit—Wxx =0, X, teR
w=u—v — { w(x, 0)=—x2, w¢(x,0)=0 — {W(X, 0)=f*(x)
w(0,t)=0 we(x,0)=0

- w(l,2)= %[f*(3)+f*(—1)] =—4-> u(l,2)=5-4=1

Con este segundo cambio no es dificil dar la u(x, t) para todo x,t>0 (con el primero
nos costaria muchisimo mas). Esta claro que hay que considerar dos posibilidades,
pues, aunque x+t es siempre positivo, x—t puede ser también negativo, y la f* tiene
expresiones distintas para valores positivos y negativos:
_1 20 1y N2 < 12
W=%[f*(x+t)+f*(x—t)]={ A T T S =[G st
—Lo+ )2 =L x—t)2=—2—1t2, x>t 0, xxt

[Como las ondas viajan a velocidad c=1 los puntos a distancia >t debian estar
parados en el instante t].
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Estudiemos la cuerda acotada y fija en los extremos [la volveremos a ver en 4.2]:

urt—Cc2uxx=0, x€[0,L], teR
= - [debe ser
‘o% e | w00 - n o 20 | ro=rw=o1,

Para hallar su solucién Unica con la férmula de D’Alembert extendemos f y g a
[—L,L] de forma impar respecto a 0 y luego de forma 2L-periédica a todo
R, es decir, llamando f* y g* a estas extensiones:

FrE)==f*(x) , fF*(x+20)=f*(x) ; g*(—x)=—g*(x) , g*(x+2L)=9g*(x) .

ot f

(entonces f* y g* también
serdn impares respecto a L).

Como para (P3), la solucién de (Ps) se obtiene aplicando [3] al siguiente problema
(por la imparidad de los datos se cumplen también las condiciones de contorno):

{ Utt—C2Uxx = 0, X, teR

u(x, 0)=F*(x), ut(x,0)=g*(x)

Para que la u dada por [3] sea C2 (regular) deben feC2[0,L] y geCl[0,L] y ademas:
FO)=f(L)=F"(0)=f"(L)=9(0)=g(L)=0 [f’ y g’ existenen 0 y L por la imparidad].

uit—uxx =0, x€[0, 1], teR

(Puede representar la
. _ [ x, 0sx<1/2 A
Ej 7. u(x, 0) = { Lx, 1/2<x<1 pulsacién de la cuerda

it .
Ue(x, 0) = u(0, ) = u(L, t) = 0 de una guitarra)

—1—-x, —3/2<x<-1/2
wron _ | X, —1/2<x<1/2
FFOO=4 12x 12<x<32

X—2, 3/2<x<5/2

Hallar u(x,t) = %[f*(x+ t) + f*(x—t)] exigiria discutir en qué intervalos se mueven
x+t y x—t y seria muy largo (para estas discusiones conviene dibujar los dominios de
dependencia). Algo mas facil es hallar la solucién para un t o x fijos. Por ejemplo:

u(x. 3) =3[ O+ ) +F* x=3)]

1/4|=8-=7onz-——==r--%
Z4le3-lox, Osx<l PP
L4 ’ﬁ . . ‘ K4 AJ
_ )3 x,x 1_1 1 3 e AR A
= g—3t3—5=37 75Xx=3 T - | — Ao o ot s o o el
3 Xx,5 Xx_.v 3 1/2 o 1/4 1/2 3/4 1
s—7+tz—3=1-x, 7=<x<1

Si es muy facil hallar u para un (x, t) dado. No se necesita siquiera la expresién de f*.
Por ejemplo: u(z,3) = 3[f*(F)+* (- P =2 D+ (- D] =@ =-7.
f* es 2-periddica f* esimpar

Tampoco se precisa la expresién de f* para hacer dibujos: basta trasladar ondas y sumar.

pibujemos: u(3,6) = H[r*(3+0) +1*(3-0] = G+ -rc-1)]

La gréfica tiene periodo 2. Esto es general: por las propiedades de f* y g* la u dada
por [3] es %—periédica. [Lo que serd evidente en la serie solucién de 4.2].
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Si queremos resolver el problema mas general:

utt—C2uxx = F(x, t), x€[0,L], teR
(Pg) { u(x, 0) =f(x), ut(x,0)=g(x) (hay fuerzas externas y
u(o, t) = ho(t), u(L,t) = h.(t) movemos los extremos)

primero, como en (P4) y otros problemas que veremos, hay que hacer las condicio-
nes de contorno homogéneas, hallando una v que las cumpla y haciendo w=u—v.
Tanteando con funciones v=a(t)x+b(t) se ve facilmente que una posible v es:

v(x, t)=[1—7]ho(t) + Th.(t)| [a veces serd mejor buscar otral.

La solucién del problema en w la da de nuevo [2], poniendo envezde f, gy F,
las extensiones impares y 2L-periddicas f*, g* y F* (vista F como funcién de x).

utt—Uxx=0, x€[0, 2], teR | Estydiemos la evolucién de la cuerda para te[0, 2].
Ej 8. { u(x, 0)=ue(x,0)=0 : | q iba V= Xy U=WHV
u(o, t)=t, u(2, t)=0 Primero usamos la v de arriba v=t(1-5) -
1 g

Wit—Wxx =0, x€[0, 2] Wit—Wxx=0, x€R . /

{ w(x, 0)=0, we(x,0)=5-1 — { w(x, 0)=0 /.2 = z
w(0, t)=w(2, t)=0 we(x, 0)=g*(x) 5 L

La solucién del Gltimo problema es w(x, t) = 3 )’:ttg*.

Sea T€[0,2] fijo. Como [x—T,x+T] no contiene valores negativos a partir de x=T:

3 hr G1)ds+3 [3*T (3-1)ds=x(§-1), xe[0,7]

w(x, T)= 270
Ay T
3 7 (5-1)ds=T(3-1), x€[T, 2]
_ [ T—x,x€[0,T] 0
- U(X’T)_{O,xe['l', 2] -

La perturbacién viaja a velocidad 1. La cuerda debia estar en reposo para x>T .

Acabemos la seccién viendo que las ondas uy—c2Au=0 en el espacio con simetria
radial se reducen a cuerdas semi-infinitas. Pasando el laplaciano a esféricas (en 4.4
estd su expresién) y quitando los términos con derivadas respectoa 6 y ¢ se llega a:

(P {utt—cz[urr+%ur] =0, r>0, teR
" ur,0)=£(r), ue(r,0)=g(r)

Haciendo el cambio , la ecuacién pasa a ser la de la cuerda: vit—c2v,r=0.
Y como u debe ser acotada, aparece la condicién de contorno: v(0, t)=0-u(0, t)=0.
Asi pues, el problema en v es del tipo (P3) que vimos antes:

{ Vit—Cc2vr =0, r=0, teR
v(r,0)=rf(r)=F(r), ve(r,0)=rg(r)=G(r), v(0,t)=0

Si F* y G* son las extensiones impares de F(r) y G(r) la solucién de (P,) es:

r+ct

u(r, t) = 2 [F*(r+ct)+F*(r—ct)] + 55 [ 5

G*(s)ds |,

que podemos poner en la forma u(r,t) = %p(r+ ct) + %q(r—ct) e interpretar como
la suma de dos ondas esféricas, cuyos radios disminuyen o crecen a velocidad c.
La magnitud de la perturbacién propagada es inversamente proporcional al radio.
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1.5. Transformadas de Fourier

Sea f(x) definida en R y absolutamente integrable [ff’oo lf] < oo].

La transformada de Fourier de f es la funcién: f(k):%f f(x)ekxdx .

Si f es ademas C! se puede recuperar a partir de f usando la férmula de inversién:

Teor1 | feCl(R) y absolutamente integrable = f(x)=J%J f(k)e—kxdk ¥xeR.

2
de inversién; también se puede ver en la primera férmula e~** y en la segunda etx;

como otros resultados (algunos se probaran en problemas) no la demostramos].

[Algunos libros no ponen la constante % en la definicién de f y ponen L enlaférmula

Se llama a f transformada inversa de Fourier de f. Vamos a denotar
también F[fl=Ff y F1[f]=f.Es evidente que F y F! son lineales.

Veamos otras propiedades. La F hace desaparecer derivadas:

FLf1 =—ikFLf]
FLF"] = —K2FLS]

FIF00]= % [® ) e*dx= % FO)etx]> — % [2 fx)exdx = —ik F[f(x)],
pues f — 0 si [ 1] converge. F[f"(x)]=—ik FIf'(x)]=—k2 FIf(x)] .

Teor 2 | f, f/, f” €C(R) y absolutamente integrables =

Estas transformadas nos apareceran resolviendo EDPs (probamos las 2 primeras):

]:‘—l[f‘(k) e[ak]zf(x_a) . Si h(X):{ elkb_eika

]_—(e—axz)z /% e—k*/4a ]_-—1(

1, xela, b] _ 1
0 enelresto’ FIhl= 127 ik

2 2
e—ak )= /%e—x /40 q>0.

A A i _ b .
FH(ferka)=— [% fK)ekO-dk = f(x—a). F(h)= = [, ekxdx =

Teor 3

1 ekb_gika

WoX: ik

La convolucién de f y g es la funcién: (f*g)(x):%fm f(x—s)g(s)ds.
Teor 4 27 )_o

Se tiene fxg=g=x*f, y F(f*xg)=F(f)F(g), si las transformadas existen.

Hallemos la transformada de la ‘funcién’ delta de Dirac, cuya
definicién seria exige la llamada ‘teoria de las distribuciones’,
pero que es facil de manejar formalmente. La §(x—a) se puede
‘definir’ intuitivamente como el ‘limite’ cuando n — oo de

fa(x) = {

nsi xela— 5=, a+ 5]

0 en el resto

a

Esta 6(x—a) tiene las siguientes propiedades (que nos bastaran para trabajar con ella):

f(a) siag[b,c]

8(x—a)=0 si x#a; [, f(x)8(x—a) dx={ , f continua;  [© &(x—a)dx=1.

0 siaé[b,c]
, H 1 ........ .
6(x—a)=%ua(x), donde uq es la funcién paso ua(x)={(1) ::’;;Z . )
La transformada de la delta es muy facil de hallar: o a

Flé(x—a)] |= %fj}o s(x—a)ekX dx = J% etka

[Obsérvese que formalmente esta funcién de k (que no tiende a 0 en +c0) no tiene trans-
formada inversa, pero con la F se suele ser riguroso justificando los resultados al final].
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Aplicando a una EDP en dos variables la F en una de ellas aparece una EDO (en
la otra variable) para la (. Resolviendo la EDO se halla . Identificando la u de la
gue proviene o con el teorema 1 se puede a veces dar explicitamente la solucién,
pero en muchos casos hay que dejar u en términos de integrales no calculables.

xFk En cada uno de los pasos anteriores, hay que tener

EDPen xt — e > EDOent  (¢|aro cudles son las variables y cuales las constan-
kc“i tes. En lo que sigue, haremos lo esquematizado a la

s?J(uXcgm xT K aikt izquierda, pues nuestras ecuaciones seran en (x, t)

tconstante y siempre haremos transformadas en x.

Ut + Uy = g(x) Aplicamos la F en la variable x (se supone que u, gy f

Ej 1. { uEx 0;—f(x) son ‘buenas’, de modo que se pueden usar los teoremas).
S Utilizando la linealidad, el teorema 2 y el hecho de que:

1 [T autet) jikx gy — 21 [ ox gy — 1., | Gtk =g(k)
Jf[ut]—1/ﬁj_oo 7€ dx—atm _mu(x,t)e dx = Q¢ {a(k,0)=f‘(k)

Esta lineal de primer orden en t tendrd solucidn con una constante para cada k:
A~ i g . . doi. . 2 g A ikt__
ak, t) = p(k)e"“—%, con p arbitraria &' & = f(k) ekt + g(k)[e itk 1]
Por tanto, a la vista de las dos primeras transformadas del teorema 3, y el 4:

1 si x€[0,t]
0 en el resto

u(x, t) = f(x—t) + ¥2mg(x) * h(x) siendo h(x)= {

Como fég(x—u) du= —f;_tg(s) ds , concluimos que | u=f(x—t)+ f;‘_tg(s) ds

Obsérvese que la expresién anterior nos da la solucién del problema si feC?
y g continua, aunque no sean absolutamente integrables, que era necesario
para aplicar la transformada. Esta situacién es tipica utilizando la F.

[La solucién la podemos calcular también con las técnicas del capitulo 1:

=1~ {§:§_t—> up=g(n) — u=px—t)+ [y g(s)ds -

p(x) + fg g(s)ds =f(x) - u=f(x—t)— fg_tg(s) ds + fg g(s)ds como antes].

att—ikat+ 2/(20 =0

E_2 {utt+utx_2uXx=0
dl ack, 0)=F(k), te(k, 0)=0 "

u(x, 0)=F(x), tis(x, 0)=0 Aplicando F: {

Las ecuaciones lineales con coeficientes constantes de coeficientes complejos se
resuelven igual que las de reales. A través del polinomio caracteristico:

u2—iku+2k?=0 — u=2ik, —ik — a(k, t) = p(k) e2kt 4 q(k) e~ ikt

p(k) = f(k)

a0 =270~ HO= 2fky ekt + Lf(k) e2ikt,

Imponiendo los datos iniciales:

Y como F1[f(k)e*?]= f(x—a), concluimos que |u(x, t) = %f(x+t) + %f(x—Zt) .

[ Solucién valida VfeC?, tenga o no transformadal.
De nuevo el ejemplo es resoluble también por los caminos descritos en el capitulo 1:

5 hiperbélica de
B<—4AC=9 coeficientes —
constantes

E=x+t

n:x—2t_) Uxt = Ugg—Ugn—2Upp  —

{ Uxx = Ugg+2Ugn+Upp
Ut = UEE_4UE’7+4UIV1
ugn=0 — u=p(§)+q(n) = p(x+t)+qg(x—2t), solucion general.

{ u(x, 0) = peA+q(x) = f(x) q0)=3f()=5 .
ue(x, 0)=p’(x)—29'(x)=0, p(x)=29(x)+C! p(x)=3f0)+$

u(x, t) = 3 f(x+1t) + 3 f(x—2t) |
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Mds interés que los ejemplos anteriores, ya que no conocemos ningln otro método
para resolverlo, tiene el problema para el calor en una varilla infinita:

(P) {ut—uxx =0, xeR, t>0
u(x, 0) = f(x), uacotada

Supongamos que u y f son suficientemente regulares y que tiendena 0 en £ lo
suficientemente rapido como para poder utilizar los teoremas anteriores. Aplicando
la F en la variable x a la ecuacién y al dato inicial se tiene el problema:

A 20 —

Ur+ k<=0 ., R N 2t

. 5 cuya solucion es d(k, t) =f(k)e™

{ a(k, 0)=f(k)

La solucién serd la convolucién de las transformadas inversas de cada uno de los
factores (la del segundo la vimos en el teorema 3):

u(x, t) = sz J_w F(s) e=O—9)/4t g = fo G(x, s, t)f(s)ds | [1]

2 - .z
G(x, s, t)=2+/ﬁe‘(x‘5) /4t as |a llamada soluciéon fundamental de la ecuacién del calor

[es la temperatura del punto x en el tiempo t debida a una f inicial de la forma §(x—s)].

Una vez deducida [1], en vez de justificar los pasos que llevaron a ella, se prueba
gue proporciona realmente la solucién de (P) con hipétesis mds amplias de las que
nos permiten aplicar la F. En concreto, para cualquier f acotada y continua a
trozos, [1] nos da la solucién Unica acotada de (P) que es continua para t>0 a
excepciéon de los puntos de t=0 en que f es discontinua.

De [1] se deduce también que, segun este modelo matematico, el calor (a diferen-
cia de las ondas) se transmite a velocidad infinita: si f>0 en un entorno de un
Xo Y hula en el resto, es claro que u(x,t) >0 por pequefio que sea t y grande
gue sea |x—X,|. También se ve que u es C* para t>0 aunque f sea discontinua
(iaunque sea f(x)=6(x—s)!). En las ondas se conservaban los picos iniciales.

Ej 3. Apliquemos [1] para resolver un par de problemas particulares.

) _ _ (0, x<0 _ 1 %™ __(x—s)¥/4t
Sea primero | f(x) = uo(x) = { 1, x20 | — u(x, t) = _szo = ds
‘ _s—Xx ; . =1 (* % :
Haciendo V=27 en la integral: u(x,t) = ﬁf—x/zﬁ e~V dv, que podemos poner:
x/24/T

u(x, t) =%fo e_"zdv+%fg° e Vv = %[l+¢(ziﬁ)] donde ¢(s)=%f§ e~ Vidv

es la ‘funcién error’ que aparece a menudo en la teoria de
las probabilidades y hemos usado la conocida integral:

s e~ Vidv = 4 ;2 e Vidv=yT.

== g
Como se observa, la solucién,
suave si t>0, tiende hacia %

para todo x cuando t — co.

Sea ahora | f(x) = e |. Completamos cuadrados y hacemos un cambio de variable:

0o 2 2 5 X
(x=5) x SY4At+l— ==
u=+ f e=S’e” @ ds=—— e_“*lf e~ (Pds con e=————_4EBL
—o0 —o0

24wt 24J/mt 24/t
2 oo 2
; : 1 24T — X _ 72 1 — X
= . = 4t+1 = 1+4t
Haciendo z = e se obtiene: u = T f_we dz = © .

Pero sale mucho mas corto aplicando directamente F:

r=—k20 R 1 _K2a+an 1 _x?
~ 2 - U=——=e 4 — U= e 1+4t
ack, 0)=%e—k /4 2 JI+at



Ei 4 { Ut— Uxx + 2tu=10, x€R, t>0 Hallemos la solucién para una f(x) general
) . u(x, 0)=f(x), uacotada y deduzcamos la solucién para f(x)=1.

[Como F(1) no existe, no se puede resolver directamente el problema con u(x,0)=1 ]
at+(k2+2t)a=0 A 2+ 42 d.i. A 2 2 2
N A — u(k, t) = p(k) e K t=t2 5 y(k, t) = f(k)e ekt o
{U(k, 0)=f(k) L e
—t
u(x, t) = e~ tf(x) * F-l(eKt) = _ze ntf_w f(s)e—(x=9)*/4t gs

En particular, si f(x)=1, u=

2 (o]
21/_J e—(x—=5)/4tys = T T; e—Wau=e-t
(s—xV/(2VB)=u"
[Parece que serfa adecuado hacer un cambio de la forma u=we~t* - { Wt = Wix = 0

w(x, 0)=f(x) ’

de [1] se deduce nuestra formulay w=1 es solucién clara si f(x)=1 (la varilla sigue a 1°)].

La F permite abordar problemas de EDPs con la delta de Dirac é sin entrar en sutilezas
sobre continuidades y saltos en derivadas. Resolvamos un problema (algo largo) para la
cuerda infinita con una F=§6 (empujamos hacia arriba en el punto central de la cuerda):

— Uyx = > Qe + k20 = =
Ej 5. { s 5. x_e B0 Aplicando la F: t v2n
u(x,0)=u¢(x,0)=0 Ga(k, 0)=d¢(k, 0)=
La solucién general (A==£ki y up a simple vista) es:
g k
. di . _ l—coskt _ 2 [senztq2
a(k, t) = p(k) coskt + g(k) senkt + —=— sz atk, t) = 22054 = m[_k .

En la h del teorema 3, cuando a=—b se tiene como caso particular:

. _[1, xe[—b, b] _ 1 ekb_e kb J2 senbk
Si h(x)—{o en el resto ' Fh) =75 tk S/m ke

La u serd, por tanto, la convolucién de una h de este tipo consigo misma. En concreto:
u=1[2h(x—s)h(s)ds, donde h(x)= { Lo KEL=0Z G2

0 en el resto
Discutiendo en qué intervalos el integrando es 1 6 0 segun los valores de x se concluye:

Si x<—t 0si x>t es u=0

g7 y TR AR T Si xe[—-t,0], u=5 [X+2—(—§)] 2[x+t*]
-t

Si xe[0,t], u= 5[+ —(x=5)]= 3[t—x]
Es decir, u(x,t) ={ ’ B

1 .
E ol t X s[t=IxI], si Ix|<t : v f
X
q 7 .z 0
Para hacerlo sin transformadas, lo mas corto es hacer la ecuacion .
homogénea con un cambio de variable. 172 |
. . X
Como v=%|x| satisface v//=6(x), con w=u+V se obtiene: g
Wit — Wxx =0 1 1 v
=2 tl+[x—t]]— 51x].
{ Woe 022, witx, oy=0 = 4= Albertl+bx—ti]— 3
Discutiendo los valores absolutos se llega a la solucién de antes. X

En todos los ejemplos anteriores podiamos dar la transformada inversa (cosa no habitual).
Hacemos uno, con la §, en el sélo sabemos hallar la solucién para x=0:

) Ur—Uxx=06(X), X€R, t>0 Qi+ k20 = 1 . 1_e—k?t [noidentificable con la
Ej 6. _ . T, U=—"57—— transformada de ninguna
u(x,0)=0 u(k 0)=0 ks4/2m  funcién conocidal.

k t [ s
Debemos acudir al teorema 1: u—z—ln 12— e~ikxgk , dificil en general, pero:

1 o 1— —k2t 1— 7k2t oo 2 2
w0, )= 3 [ e ak ==t T 4[5 e K tak = L[ e ds =

LI We—Wxx =0 —(x—s)?/4t
Para evitar la §: w=u+2%! {w(x O)=m - /_f_ Is|e ds

—s2/4t 1 —52/4t e — t —szat]® _ [T
w(O0, t) = 41/_ |s|e5/ ds—z/n_tfo se=sY/ ds——\/;es/ ]o_‘/;'

Al
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2. Soluciones de EDOs en forma de serie

En el estudio de las EDOs lineales se comprueba que hay escasas formas de resol-
ver elementalmente la ecuacién con coeficientes variables

[e]| y”+a()y’+b(x)y=0 |

Este capitulo trata una forma general de atacarla: suponer la solucién desa-
rrollada en serie de potencias e introducir esta serie en la ecuaciéon para
determinar sus coeficientes.

En la seccién 2.1 recordaremos la definicién de funcién analitica (funcién descrita
por una serie de potencias convergente) y algunas manipulaciones matematicas
gue se pueden hacer con ellas. Si a y b son analiticas en x, (punto regular)
siempre se podran encontrar dos soluciones linealmente independientes de [e] en
forma de serie de potencias por el siguiente camino: llevando la serie a la ecuacién
conseguiremos expresar sus coeficientes cx en funcién de los dos primeros cg vy
C1, que seran las dos constantes arbitrarias que deben aparecer en la solucién de
cualquier EDO de segundo orden (algunas veces podremos dar la expresion general
del ck, pero otras nos limitaremos a ir calculando coeficiente a coeficiente). Un
teorema, que aceptaremos sin demostracién, asegurard que las series solucién
convergen al menos en el intervalo en que las series de a y b lo hacian. Imponer
datos iniciales en x, serd inmediato, pues tendremos que y(xo)=co Y ¥’ (xo)=c1.

Empezaremos la seccién 2.2 resolviendo elementalmente (con el cambio x=e® se
convertird en una de coeficientes constantes) la ecuacién de Euler:

[ul| x2y”’+axy’+by=0, a,beR

Pasaremos luego a resolver utilizando series la ecuacién mas general:

[e¥]| x2y"+xa*(x)y’+ b*(x)y =0

Si a* y b* son analiticas en x=0 diremos que este punto es singular regular
(otros puntos x, se llevan al origen haciendo s=x—Xx,). La forma de resolver [e*]
es sélo algo mas complicada (es el método de Frobenius). Calcularemos primero
una solucién y; que sera siempre de la forma x" > (siendo r una de las raices del
lamado polinomio indicial) y a continuacion otra y», linealmente independiente
de la anterior, que unas veces (segun sea la diferencia entre las raices de ese
polinomio) serd del mismo tipo y otras contendrd ademds un término incluyendo
el Inx, que ya aparecia en las de Euler. Un teorema no demostrado garantizara la
convergencia de las series que vayamos hallando.

El cdlculo de los coeficientes de las series es sencillo (aunque algo pesado). El
problema bésico es la dificultad de obtener informacién sobre las soluciones que
se encuentran (muchas veces ni tendremos su término general). Pero ecuaciones
del tipo [e] o [e*] aparecen resolviendo EDPs y las series son el Unico instrumen-
to para abordarlas. Por eso hay libros enteros (los de funciones especiales de la
fisica) dedicados a estudiar las propiedades de las series solucién de algunas de
estas ecuaciones (las de Legendre, Hermite, Bessel, Laguerre, Tchebycheff, ...).
Una pequena muestra de tales estudios son las propiedades de las soluciones de
las ecuaciones de Legendre, Hermite y Bessel citadas en la seccién 2.3.

Las soluciones por serie en torno a cualquier punto (salvo que sean identificables
con una funcién elemental) no dan ninguna informacién sobre el comportamiento
de las soluciones cuando x — . En la seccién 2.4, para estudiar para grandes
valores de x las soluciones, introduciremos el llamado punto del infinito de una
ecuacién, punto s=0 de la ecuacién gque se obtiene haciendo x=1/s en la inicial.
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2.1 Funciones analiticas y puntos regulares

Recordemos que una funcién real f(x) es analitica en x=Xx, si viene dada por
una serie de potencias cerca de x,:

f)= i Ck(X—X0)K = co+C1(X—Xo)+C2(X—X0)? +

[ee]
A partir de ahora, x=0 (si no, con x—x,=s estariamos en ese caso): f(x)= Z crxk .
k=0

A cada serie de potencias estd asociado un radio de convergencia R tal que:
Si R=0, la serie sélo converge en x=0.Si R=00, converge para todo x.
Si 0<R<oo, converge si [x|<R y diverge si |x|>R (en x==R no sabemos).
Ademads, si 0< x, <R, la serie converge uniformemente en [—Xo, Xo] .

El R se puede calcular en muchas ocasiones aplicando el criterio del cociente:

Sea Zak y p=jim 'Cl‘g+|1| Entonces si p<1 la > converge, y si p>1 diverge.
Propiedad bdsica de las series de potencias es que, para |x| <R (si R>0), se
pueden derivar e integrar término a término:

f’(x)=ikckxk—1=c1+2czx+--- )
k=1

< (= r®0)=klck)
f”(X)= E k(k 1)C/<Xk_2=2c2+6c3x+... , f k
k=2

[Saxk=c+ 2 X =k coxt G+ si IxI<R
k=0 k=0
También pueden sumarse, multiplicarse,. .. estas series como si fuesen polinomios:
fx) =S akxK si Ix|<Rf y g(x) = > bixX si |x|<Rg = Si |x|<min{Rf,Rg},
k=0 k=0

fxHg(x)= i [ar+be]1xK, F(x)g(x)=aoboH agbi1+aibo)x+(aoba+aibi+azbo)x+ -
k=0

senx senx )
cosx '’ x rhrnh

[También f/g es analitica si tiene limite en x=0 (asi lo son
en el siguiente ejemplo ya veremos como hacer desarrollos de cocientes].

Caso importante de estas series son las de Taylor:

X (k) o .
ka—!xk , para f con infinitas derivadas en 0.

La mayoria de las funciones elementales coinciden con su serie de Taylor (y por
tanto son analiticas) en todo el intervalo de convergencia de la serie. Por ejemplo:

e )kx2k+1 )kX2k

I - =
ex—kzm, senx—zw, cosx—zw,

[ee)
X2k+1

e 2k
shx = Z GRFD)T - Z ta 5+ VXER.
1)kx2k+1

o) Kuk+ ®
L = > xk, In(1+x)—z( 1/<)+>i , arctanx:Z—( ST
k=0

1
a(az! Ix2

[1+x]%*=1+ax+ +---, si|x|<1.

Aunque f sea C®(R) y su serie de Taylor converja Vx puede que ambas no coinci-
dan, como le ocurre a f(x)=e~1**, £(0)=0 (que cumple f*)(0)=0 Vk, con lo que
su serie de Taylor es Y. 0-xK=0 y, por tanto, f no es anall'tica). Para que una f lo
sea, es necesario que tenga infinitas derivadas en el punto, pero no es suficiente.
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Ej 1. Hallemos de varias formas (algunas nada naturales) el desarrollo de f(x)= ﬁ .

fx)=—=L L qﬁ=—% S=x)K==>T(-1)Kkxk=1=>" (1)K (k+1)x¥ si |x|<1.
k=0 k=1 k=0

T dx T+x
Otra forma:
(1+4x)72 =1-2x+ _2(_2!2_1)x2+ _2(_2_§?(_2_2)x3+ ceo=1-2x+3x2—4x3+---, |x|<1.

Multiplicando: f(x) =[1—x+x2—:--][1—x4+x2—---]
=[1+(C1-1)x+ (Q+1+1)x2+:--]=1—2x+3x2—--- si |x|<1.
También podemos ‘dividir’: buscar una serie > ckxX tal que
[Co+Cix+Cax2+C3x3+-+-][x%2+2x+1]=1 =
co=1; 2co+c1=0—-c1=—2cp=—2; Cco+2Cc1+Cc2=0—>Ccr=—Cp—2C1=3; ...

[El radio R del desarrollo de un cociente P/Q, con P y Q polino-

mios, simplificados los factores comunes, y Q(0)#0 es la distancia

al origen de la raiz (real o compleja) de Q mas préoximal.
Y con un caso sencillo de ‘composicién’ de series:

2 3
o = 1= (@x+x2) + (2x4x2)" = (2x+x2) 4+ = 1= 2x + (1 +4)x2 + -

Pasemos ya a resolver ecuaciones diferenciales ordinarias por medio de series. En
esta seccién no dedicaremos a los puntos regulares. Sea la ecuacién:

el | y/"+ax)y’+b(x)y=0 |.

Se dice que X=X, es un punto regular de [e] si a y b son analiticas
en X=X, . En caso contrario se dice que x=Xx, es punto singular de [e].

Sea x=0 regular. Se podran, pues, escribir a y b como series de potencias para |x| <R
(minimo de los radios de a y b). Y es esperable que las soluciones de [e] también se puedan
escribir como una serie de potencias para |x|<R. Empecemos con un ejemplo:

Ej 2. | (1+x2)y” +2xy’—2y =0 |, es decir, y” + 1fr’)‘(zy’—ﬁy=0,

a(x) y b(x) analiticas en x=0 (regular) con R=1 (x==i ceros del denominador).

Llevemos una solucién en forma de serie arbitraria y sus derivadas a la ecuacién inicial
(mejor que a la otra, pues deberiamos desarrollar a y b) y hallemos sus coeficientes:

y = ickxk .y = ikckxk—1 .y = ik(k—l)ckxk—2 -
k=0 k=1 k=2
STIk(k—1)cixk=2 + k(k—1)cixkKT + > 2keexk — > 2ckxk =0
k=2 k=1 k=0

[Se podria poner k=0 en las tres series, pues se anularia el primer término en la de k=1 y
los dos primeros en la de k=2, pero asi es clara la potencia con la que empieza cada unal.

La solucién de esta lineal de segundo orden deberd contener dos constantes arbitrarias.
Vamos a intentar escribir los cx en funcién de los dos primeros ¢y y ¢3. Como
han de ser 0 los coeficientes de cada potencia de x, deducimos:
x%: 2.1.c;—2-co=0 - c2=cp
x1: 3.2.c3+[2—=2]c1=0 — ¢c3=0
xK: (k+2)(k+1)cks2 + [k(k—1)+ 2k —2]ck =0
[Hemos escrito aparte los primeros términos porque cada serie empieza a

aportar términos para distintos k; como potencia general hemos tomado xk
porque era la més repetida, pero también podriamos haber escogido xk=21.

De la ultima igualdad deducimos la regla de recurrencia que expresa un coeficiente
en funcién de los anteriores ya conocidos (en este ejemplo, queda ck+2 en funcién sélo
de ck, pero en otros pueden aparecer varios); para facilitar los calculos, factorizamos
los polinomios que aparecen calculando sus raices:

_ (k+2)(k=1) k-1 _
Ck+2 = — (g2 (kD) Ok = —kz1 Ck» k=0,1,...
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Si preferimos tener el cx en términos de los anteriores, basta cambiar k por k—2:
Ck=_i:_i Ck—2, k=2,3,...

A partir de la regla de recurrencia escribimos algunos cx mas (siempre en funcién de
co 0 c1) con el objetivo de encontrar la expresion del término general de la serie (en
muchos ejemplos esto no sera posible, pero aqui si):

1 1 3 1 5 1
C4=—3C2=—3C0, C6=—5C4=35Co, CB=—35C6=—5C0 ...

c5=0 por estar en funcién de c3 que se anulaba. Andlogamente c;=c9=---=0.

Por si no estd aun clara la expresién de los c2k, usamos la recurrencia ‘desde arriba’:

_ k=3 _ k=3k=5 k=5 _ k=7 _
Ck =—k=1Ck—2= ;=1 k=3k—4 = }=1Ck—4 = T =1Ck—6 =

El numerador de cyx es 1, el denominador es 2k—1 vy el signo va alternando, asi que:
— k+1_1 —
C2k—(—l) i mCo , k—2, 3,...

Agrupamos los términos que acompanan a ¢cgp y ¢1 (que quedan indeterminados)
y obtenemos por fin:

1 1 © 2k
y=co[1l+x?—3x*+sx8+ ... ]+ c1x = co[1+2 (—1)k+12’,‘<—_1]+ C1X = Coy1 + C1y2
k=0

Expresidn con la estructura cldsica de las soluciones de las lineales de segundo orden.
Pero para que lo sea de verdad, las series deben converger en un entorno de x=0,
y ademds y1 y y2 han de ser linealmente independientes. Esto es lo que sucede. La
serie de y1 (lo prueba el criterio del cociente) converge si |x| <1 y la ‘serie’ de y»
(truncada a partir de su segundo término) converge Vx.Y ademas el wronskiano de
ambas soluciones en x=0 es 1 (pues y1(0)=1, y’1(0)=0, y2(0)=0, y’2(0)=1).

Si, en vez de la solucién general, la que queremos es la que cumple y(0)=y,, y’(0)=y;
(existe y es Unica por ser a y b analiticas en x=0), dada la forma de las series de y1

e y2, es inmediato que debe tomarse co=yo, c1=y(’).

La ecuacién se podia haber resuelto sin series. Bataba advertir que y>=x era una
solucién y hallar la y; mediante la férmula que se estudia en los cursos de EDOs:

ax

m =—1—xarctanx

y1 =yzfy§2 e‘f“dx=xfx—2 e_fli%dx=xf

[su desarrollo, salvo el signo, coincide con el obtenido anteriormente].

Gran parte de lo visto en este ejemplo ocurre en general, como asegura el siguiente
teorema que no demostraremos.

Si x=0 regulary R es el menor de los radios de convergencia de las series
de a y b, la solucién general de [e] y”+a(x)y’+b(x)y=0 es

y=coyi+cyz=co[l+ X ]+c[x+X],

con co, c1 arbitrarios, y las series, que contienen potencias xX con k>2,
convergen, al menos, si [x| <R. Los coeficientes las series se determinan
de forma Unica probando una serie de potencias arbitraria en la ecuacién
(con las funciones a(x) y b(x) desarrolladas) y expresando sus coeficien-
tes ck, para k=2, en funcién de cg y c1. La solucién Unica de [e] con
y(0)=yo, y’'(0)=y/ se obtiene simplemente tomando co=yo, c1=Y/ .

Teor

[El desarrollo de a y b, desde luego, serd innecesario si esas funciones son polinomios].

Para estudiar las soluciones de [e] cerca de otro x, regular, el cambio de variable
Ss=X—X, (que no afecta a las derivadas por ser ds/dx=1) lleva a una ecuacion
en la variable s para la que s=0 es regular. Probariamos entonces para hallar su
solucién la serie:
oo (o)
y= > cksk [esdecir, y=> cr(x—x0)¥ ].
k=0

k=0
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Ej3. | y/+(x—=2)y=0, y(0)=2, y’(0)=1

x=0 regular puesto que a(x)=0 y b(x)=x—2 son analiticas en todo R.

El primer ejemplo era demasiado sencillo. En general, y como en este, las cosas son mas
complicadas. Llevando una serie arbitraria y sus derivadas a la ecuacién e igualando a
0 los coeficientes de cada xk:

y= i Cka - i k(k_l)ckxk_z + i [Cka+1 — 2C/<Xk] =0 —
k=0 k=2 k=0

x%: 2-1.¢co—2-co=0—c2=co; x': 3:2:c3+cp—2:c1=0—>Cc3=—Co+C1; ...
xk=2: k(k—1)ck+Ck—3—2Ck—2=0 — Ck=—ﬁck_3+ﬁck_2 , k=3,4,...

(regla de recurrencia de tres términos que suele traer muchos mas problemas que las
de dos). Escribimos un par de términos mas en funcién de co y ci1:

1 2 1 1 c 1 2 1 1
C4=—15C1+ 502 =5C0— 153C1,;C5 =—>55C2+ 5503 =—75C0 + 35C1

No hay forma de encontrar la expresion del término general, aunque paso a
paso podemos ir calculando el numero de términos que queramos.

La solucién general es entonces:

= 21,3, 1,4 1.5, .. 1.3 1.4, 1.5 .
y=co[l+x2—gx3+ gxt— x>+ -]+ ca[x+ 333 — oxt+ 55x5 + -]

Y la particular pedida: y=2+x+2x2+%x4—1—10x5+--- , convergente Vx segln el teorema.

Para calcular unos pocos términos (pero no para hallar muchos o para buscar la
expresiéon del término general) de una serie solucién cerca de un punto regular (en los
singulares regulares no se podra hacer) se puede sequir el siguiente camino:

Haciendo x=0 en la ecuacién: y’’(0)+(0—2)y(0) =0 — y”/(0)=4
Derivando la ecuacién y volviendo a hacer x=0:
Yy +(x=2)y’+y =0 — y”’(0)=2y’(0)—y(0)=0
Derivando otra vez: y’’”/+(x—2)y”’+2y’=0 — y’’”’(0)=2y’’(0)—2y’(0)=6, ......
Y de estas derivadas deducimos la expresién de la serie solucién:

= y’(0) 2 . ¥"(0),3 = 4,2,0,3, 6,4
Yy =y(0)+y (0)x + 75X + Zg= X7 + -+ =2+ X + 53X+ gX> + 7 X* + -+

Si los datos iniciales fueran ’ y(2)=6, y’(2)=0 |, la solucién general de antes, dada por

series en x=0, no sirve para imponer los datos. Se debe resolver en torno a este punto:

s=x—2 — |y"”’+sy=0| (esta derivada es respecto a s, pero la seguimos llamando igual).

s=0 regular - y = cxsk = dTk(k—1)cksk2+ >l skl =0 -
k=0 k=2 k=0

— 59 2¢,=0; sl: 6¢c3+co=0, c3=—cCp; ...;
sk=2. k(k—1)ck+ck—3=0 — ck=—ﬁck_3; k=3,4,... —

o _ 1 . _ 1 _ 1 . _ 1 _ 1
cs=cg=---=0; C4=—73C1,C6=—55C3 = §533C0:C7T=—7C4= 7523C1

y=co[1— 353+ 555% + -+ ]+ c1[s— 155% + 5555 + ]

Yy=6—53+ 3550+ .. = 6—(x—2)> + 55 (x—2) +---

(Aqui si podemos expresar el término general, aunque
no nos queda tan compacto como en el ejemplo 1:

- S (CDF(x=2)%* N e e
y= CO[]- + ; 2-5---(3l<—1)~3~6-~~(3k)] + C1[X+ ; 3~6-~~(3k)~4~7-~~(3k+1)] ).
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2.2 Ecuacion de Euler y puntos singulares regulares

Empecemos la seccién tratando una EDO lineal de segundo orden con coeficien-
tes variables, que es resoluble por métodos elementales.

Ecuaciones de Euler: [u] | x2y” + axy’ + by =h(x) |, x>0 .

. . . . . . dy __1dy d?y __ 1r1d?y dy
=S L=t L= | L
Haciendo el cambio de variable independiente x=e®: =35, 2= x2[d52 ds],

[u] se convierte en la siguiente ecuacion lineal con coeficientes constantes:

2 .7 ’ .
%Ha—l)%ﬂ)y:h(es) , de ecuacién caracteristica

| O(W)=p(u—1)+au+b=0 |.

Conocemos las soluciones de la ecuacién homogénea para la segunda ecuacién.
Deshaciendo el cambio (s=Inx), tenemos que la solucién general de una ecuacién
de Euler homogénea es:

Si uy#uyp reales, y = cixHl + coyxH2
Si u doble (real), y =(c1+c2Inx)xH
Si u=p=qi, y =[c1cos(gInx)+czsen(gInx)]xP

(observemos que la ‘ecuacién caracteristica’ de una ecuacién de Euler seria
la que obtendriamos probando en la homogénea soluciones de la forma x*).

Ej 1. | 2xy”’+y’=0 |, o sea x2y”+ %xy’: 0 de ‘ecuacidn caracteristica’ u(u—1)+%u=0.
Como u=%, 0, su solucién general es y=c1x¥2+c> (para x>0).
[Una solucién vélida también para x<0 serfa y=c1|x|2+c; .

[También se podria resolver haciendo y’=v: v/=—5 — v=Cx"V2, y=CxV2+K].

Para hallar la solucién particular de la no homogénea dispondremos siempre de la
férmula de variacion de las constantes con f(x)=h(x)/x? (y para la ecuacién
de coeficientes constantes en s del método de coeficientes indeterminados de
las lineales con coeficientes constantes, si h(e®) es del tipo adecuado).

Ej 2. Hallemos la solucién general de | x2y”’+xy’—y=2x ‘ . p(u—1)+u—1=0, uy=+x1 —

la homogénea tiene por solucién general x,=c1x+cax~1 (vélida en este caso Vx#0).

=il =il —19y-1
X X _ -1 _2 _ v—1Xx2x"*dx X"12x7tdx _ X
1 2|==2x7h f()=5 = yp=x | T —x S =xInx—3 -

IWI|(x)=

la solucién general de la no homogénea es y=c1x+‘;—2+x Inx (metiendo el —% en c1).

La yp se puede hallar utilizando coeficientes indeterminados en la ecuacién y”’—y=e®
a la que conduce el cambio x=e®. La y, que debemos probar en la ecuacion en s es
yp=Ase®, o lo que es lo mismo, podemos probar yp=AxInx en la de Euler inicial:

y;)=A[Inx+1], y;’=’§ — AX+Ax=2x — A=1 como antes.

Volvamos a las soluciones por medio de series. Supondremos en esta seccién que
para [e] y”"+a(xX)y’+b(x)y=0 es x =X, un punto singular, es decir, que a o
b o ambas no son analiticas en x=Xx,, con lo que no es aplicable el método de la
seccién anterior. Sin embargo, interesa precisamente a menudo conocer la forma
de las soluciones de [e] en las cercanias de sus puntos singulares. Sélo sabremos
decir algo sobre ellas para un tipo particular de puntos sélo débilmente singulares:
los singulares regulares que definimos a continuacién.
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Suponemos a partir de ahora que x=0 es punto singular de [e]. Si quisiéramos
estudiar las soluciones cerca de otro x,#0 singular, el cambio s=x—x, traslada
el problema al estudio de las soluciones cerca de 0 de la ecuacién en s.

Conviene escribir [e] de otra forma. Multiplicando por x2 y llamando a*(x)=xa(x)
y b*(x)=x2b(x) obtenemos:

[eX] | X2y +xa*(x)y’+b*(x)y=0

’ x=0 es punto singular regular de [e]-[e*] si a* y b* son analiticas en x=0. ‘

Ej 3. ’ X(x—1)2y"” —xy’ + (x—1)y =0 ‘ es decir, y" — (x_ll)zy’+ X(xl_l)y= 0.

x=0 y x=1 son puntos singulares de la ecuacién (todos los demds son regulares).

Como para [e*] xzy”—xﬁy’+ 23y =0 son a*(x):-ﬁ y b*(x)=%%

analiticas en x=0, este punto es singular regular.

S

Con x—1=s obtenemos: s2(s+1)y”’—(s+1)y’+sy =0, es decir, szy”—s%y’+ =1

y=0

Como —% no es analitica en 0 (aunque 5%1 losea), x=1(s=0) es singular no regular.

[En torno a x=1 no sabremos resolver la ecuacién por series (la teoria es complicada)].

Queremos resolver [e*] cerca de x=0 suponiendo que a* y b* son analiticas en
ese punto, es decir, que admiten desarrollo en serie valido en |x| <R (minimo de
los radios de convergencia):

a*(x) =Y aix*=af+ajx+---, b*(X)= Y bixK=bl+bix+--- |, x|<R.
k=0 k=0

[Normalmente serd aX=a*(0) y bg =b*(0) salvo para funciones como

: senx

X

[e*] se resolvera con el método de Frobenius, que detallaremos en el teorema de esta
seccién. No lo probaremos, pero intentemos hacer creibles sus hipétesis y conclusiones. La
ecuacién mas sencilla del tipo [e*] es la de Euler (en ella a*(x) y b*(x) son ‘series’ que
se reducen a su primer término). Viendo sus soluciones esta claro que no hay, en general,
soluciones analiticas de [e*]. Pero ya que hay soluciones de Euler de la forma x" se podria
pensar que [e*] posee soluciones en forma de serie que comiencen por términos x’.

[e<]
Probemos por tanto en [e*] la solucién y =x" > cexk=cox +cix™l+ oox2 4.0 o
k=0

> (k) (k+r=1)exk* + (3 azxk)( 3 (k+ ekt ) + (S bExk)( ek r) =0

El coeficiente de la potencia de menor orden (x" ) debe anularse: [r(r—1)+a(‘)k r+b5‘]co =0.

Si la serie ha de empezar por términos x", debe ser co#0. Por tanto, los Unicos r para los
gue pueden existir soluciones no triviales de la forma x" ). son las raices del polinomio:

Qn= r(r—1)+a6‘ r+b’* , llamado polinomio indicial de [e*].

Esto es coherente con las ecuaciones de Euler. Para ellas, si Q(r) tenia dos raices distintas
r1 y ra, dos soluciones independientes de la ecuacién eran x* y x'2. Si la raiz era doble
sélo existia una solucién de esa forma, y la segunda era la primera multiplicada por el Inx;
por tanto, también es de esperar que en la solucién general de [e*] aparezcan logaritmos.

Pero al resolver por series [e*] pueden aparecer problemas que no se presentan en el caso
particular de las de Euler. Igualando a 0 el coeficiente que acompafia a x"tk tenemos:

(r+K)(r+k=D)+(r+K)a*+b* |ck + | (r+k—1)aX+b* |ck—=1 +---=0
0" %o 171

donde los puntos representan los términos con cx—2, ck—3, ... De esta expresiéon podemos
despejar el cx en funcién de los anteriores ya calculados siempre que el corchete que le
acompanfa, que es Q(r+k), no se anule. Si r; es la mayor de las dos raices Q(r1+ k)#0Vk.
Pero si rp es la menor, y ri—r es un entero positivo n, el Q(r+ k)=0 si k=n, y, salvo
que los demas sumandos también se anulen (con lo que ¢, quedaria indeterminado), no
hay forma de anular el coeficiente de x™2*" y no pueden existir soluciones x"2 ) .

31



Enunciamos ya el teorema de Frobenius (aunque se podria considerar el caso
de raices complejas del Q, nos limitamos, por sencillez, a los casos reales):

Supongamos que el polinomio indicial Q(r)=r(r—1)+ a3r+ bg tiene
raices reales r1, r; con ri>r;. Entonces:

[o o]

Siempre hay una solucién de [e*] de la forma y1=x">" cxxk, co#£0.
k=0

La otra solucién y> linealmente independiente es, seguln los casos:

oo
al Si r1—r> no es cero ni entero positivo: =x"25" bexk , bo#0.
Teor 1 1—r2 P y2 Z K 0F

blSi ri=ry, y2=x"*13 bexk + y1Inx.
k=0

clSirn—-rn=1,2,3,..., yo= xfzzbkxk+dyllnx bo#0, deR.

Todas las soluciones estan deﬁnldas al menos para 0<x<R vy los co-
eficientes ck, bk y la constante d se pueden determinar sustituyendo
cada una de las soluciones en la ecuacién.

Se comprueba sin dificultad que a partir de las soluciones anteriores obtenemos
otras validas en —R <x <0 sin mas que sustituir Inx por In|x| y las expresiones
de la forma x" que preceden a las series por |x|". En el caso c] la constante d
puede ser perfectamente 0 (como ocurre en las ecuaciones de Euler), con lo que,
a pesar de todo, hay dos soluciones independientes de la forma x" > .

Ej4.| 2xy”’+y’+xy=0|, o sea, xzy”+x sy + 2y 0—>a*(x)=% *(x)= )(72

a*(x) y b*(x) analiticas (R=0c0) = x=0 singular regular. Como a0 =% b* 0,
el polinomio indicial es r(r—1)+%r+0=r(r—%) — r1=%, rp=0,con ri—réN.
Las dos series solucién linealmente independientes (una analitica y la otra no) son, pues:

y1=>lcuxk*tY2, co#0, y2=>1bixK, bo#0 (convergen Vxe€R, segln el teorema).
k=0 k=0

Llevando y1 a la ecuacidn (estas series se derivan como las de potencias habituales):

> 2(k+ 1) (k= ycpxk-V/2 4 Z(k+ Dyexk=V2 4 3 qpxk+32 = 0
k=0 k=0

(ahora las 3 series empiezan por k=0 pues no se van los primeros términos al derivar).
Igualando a 0 los coeficientes de las diferentes potencias de x:

x~V2. [2(1)(—%) + %]co =0-cp=0y co queda indeterminado como debfa.

x1/2. [2( )( )+ 2 ]c1=0—> c1=0,

xk=12: [2(k + 3)(k— 3) + (k+ 3)]ck + Ck—2 = 0 — ck——k(2k+1)ck 2, k=2,3,.

Por tanto: c3=c5=---=0, cz=—%co, C4=—ﬁ€2=ﬁCo, . —
— 5 1/2 S =1 2m - ; _
Y1 =X [1+ Zl ST Im 59 @mTD) X ] (eligiendo, por ejemplo, cop=1).
m=

Para la otra raiz del Q(r): i 2k(k—1)bgxk—1 + i kbgxk—1 + i bxktl =0 —
k=0 k=0 k=0

x% b1=0, x: [4+2]b2+bo=0 — by =—3bo .
xk=1: [2k(k—1) + k1bk + bx—z =0 — bk=—mbk_2 , k=2,3,... >

e —. .. — — — — S =" 2
bz3=bs=---=0, b4——ﬁb2 = Wbo , .. Y2 =1+ Z:l 2_4._.2m_3_7"_(4m_1)x (]

El criterio del cociente prueba que, como debian, las series convergen Vx.
La y2 vale Vx, pero y; sélo para x>0 (en x=0 no es derivable).
Una y1 valida Vx#0 es y1 = |x|Y?[1+3]].
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Ej 5. xzy”+(%—4x2)y=0 Hallemos algunos términos de sus series solucién.

a*(x)=0, b*(x)=%—4x2 son analiticas con R=o. Es x=0 singular regular con
r2—r+3=0,r=3 doble — y1 = > ckxk*1/2 — S [k2cxk*+1/2 — 4y xk+5/2]=0 —
& & k=0 k=0
x1/2: 0.c9=0, cg cualquiera; x32: c1=0;

xk+1/2. kzck—4ck_2 =0; ck= % Ck—2 regla de recurrencia

4 1 1 1
— c3=C5=:--=0, c2=Cop, C4=EC2=ZC0' C6=§C4=ﬁCo,..

y1=x1/2[1+x2+%x4+%x6+---] N y’1=%x—1/2+%x3/2+%x7/2+---
Como es raiz doble, seguro que la otra solucién contiene un logaritmo:

y2=x3/2;)bkx’<+y1 Inx — y, = ;}(k+§)bkxk+1/2 +3y1+y)inx,

vy = 3 Ut )k D2 = Gryr+ By v Inx -

S [(k+1)2bixk+3/2 — abyxk+7/2] — y1 + 2xy* + InX[x2y" +(3—4x?)y1] =0.

k=0
El dltimo [-]=0 por ser y1 solucién (lo que acompaina a Inx siempre se anula).
Operamos como siempre, utilizando los desarrollos de y; e yi dados arriba:

— x¥2: bg=0; x>2:4b1+4=0, by=—1; x"/2: 9by—4bo=0, b2=0;

x%2:. 16b3—4b1+2=0, b3=—%; C. oy =—Xx2— %Xg/z +--+y1lnx.

[Observemos que, desde que hallamos las raices del polinomio inicial, sabiamos ya mucho

sobre sus soluciones. Por ejemplo, que ninguna (salvo la trivial) era analitica. O que todas

las soluciones tienden a 0 cuando x— 0", pues recordemos que x%Inx —O>+0, Si a>0].
X—

Como se ha visto en el ejemplo anterior, son mas largas las cuentas para el cdlculo de
la y2 en el caso b] del teorema que en el a]. Y también son mas complicadas las del c],
caso al que pertenecen los dos siguientes ejemplos. Para distinguir en este caso si aparecen

logaritmos o no (es decir, si es 0 no d#0) no es necesario hallar la expresién del término
general, bastan con los primeros términos de la y; .

Ej 6. ’ xy’’ + 2eXy’ =0 |. Se puede resolver sin utilizar series, pero acudamos a Frobenius:

x=0 es singularregular[a*(x)=2eX y b*(x)=0 analiticasentodoR]. r;1=0, rp=-—1.

La y1 = > ckxk se ve (ia 0jo!) que es y1=1. Laotra es: y2 = > bexK~1 + dinx —

k=0 k=0

vy = (k—1)bkxk=2 + 4, Yy =3 (k=1)(k—2)bixk=3 — )% .
k=0 k=0
2box2+2b3x+-++—dx "L+ [242x+x2+2x3+--- J[dx"1—box 2 +b2+2b3x+:-+ ] =0 —

x~2: 2bg—2bo=0 — bg indeterminado como debia.
x~1: —d+2d—2bo=0 — d=2bg (aparecen, pues, logaritmos).
X% 2d—bg+2b2=0— by =3bo—d=—3bg.

x%: 2b3+d—3bo+2by+4b3=0— b3=3bo.

13 2
- y2=2InX+ 53— 35X+ 5x% 4
[No podemos, desde luego, dar el término general de esta solucién].
Ve . . X
Resolvamos la ecuacion ahora sin series: y’=v — v/ = —%v —
—[2xleXdx J(=2/x—2—x—x2/3+--)dx —2 A—2X—X2/2—Xx3/9+ -
v =Ce =Ce = G 22T ERE ) =

=Cx 21+ (—2x—3x2—5x3—---) + %(—2x—%x2—---)2 +g(=2x—--) 4] >

y=K+C[[x2—2x1+3—gx+---Jox = K= C[2Inx+ L —3x+ 3x2 +.-.].
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Ej 7. ’ X2y +2x2y’—2y=0 ‘ x=0 singular regular; a*(x)=2x, b*(x)=—2 con R=x.

El polinomio indicial r(r—1)+0r—2 tiene por raices ri=2 y rp=—1. Asi pues:

k=0

= i ckxkt2  co#£0 — i (k+2)(k+1)cexk+t2 + i 2(k+2)cixk+3— i 2ckxkt2 =0
k=0 k=0 k=0

— Co indeterminado, cx=— kgk 3§ck_1, k=1,2,...

3 4
— C1=—Co, €(2=5Co, C3=—715C0, ...,

k 2(k+1) 2k 2(k—1) _ (=2)(k+1)

k=1 173 TEDkFD) FekaD €0 = (kemyr - 0€o

Por tanto, eligiendo co=¢, y i D k1) k42 y)= i 2 e+ D(k+2) yk+1

T3 (k+3)!
La segunda solucién (caso c] del teorema) es

y2=>. bixk=1 + dy1Inx , bo#0, d constante (quizas nula) —
k=0

S [(k—1)(k—2)brxk—1+ 2(k—1)byxK— 2bgxk—1]

k=0

+d[(=1+2x)y1+2xy; ]+ dInx[x2y" +2x2y] —2y1]=0

Como siempre, el tercer corchete se anula, por ser y1 solucién. Sustituyendo las series
de y1 vy y’l escritas arriba en el segundo corchete y agrupando potencias de x:

—2b0—2b1—2b2X+|:2b3+2b2—2b3—%+23 ]X2 =0 —
bi=—bo, bp=0, d=0; bg, b3 indeterminados.

Como d=0, en la expresiéon de y,> no aparece el Inx. Sabiamos que debia ser bg#0.
El hecho de que también b3z quede indeterminado se debe a que proporciona potencias
x2, comienzo de la serie de y1. Elegimos bg=1 y b3 =0 (para no volver a calcular
y1). Como en la regla de recurrencia cada by depende de bx—1 es bg=bs=---=0.

Concluimos que: y> = %(1—x) = %— 1 [es facil comprobar que satisface la ecuacién].

. , —x [ xPe2x -
[De la solucién y2 sacarfamos otra con: y¥ = 1—"[%‘1:()2 dx . La primitiva no parece

calculable, pero esto no impide desarrollar e integrar para obtener una serie solucién:
Lo mas corto para desarrollar el integrando (se podria hacer un cociente) es:

1 __d 1 2r1— 2_4,3,... 2 341 =x2+x%4+2x5+...
T “dxT=x X“[1=2x+2x —3x7+- - ][ 1+2X+3X“+4x> +--- ] =X+ X"+ 5X°+
R [ 6 =12 _1,3,.1,4 4.5, .,

- yr=[x-1[33+ a0+ Ex0+- = 22— 3 + XA — oxP +
Aunque no lo pareciese, la primitiva si se puede hallar: u=x2e=2%, dv=ﬁ —
X e—z" x?2 e 2 _2x 1 1+Xx _—2x _ —2x
o7 dx = — [ 2xe=2Xdx = 5 *Xe -y (1+ e

Y1 no es exactamente ni y1 ni yj (es 3y1 y una combinacién lineal de y, e yil

[En este ejemplo, si, en vez de partir de la raiz mayor de la ecuacién indicial,
hubiésemos sustituido la y>, habriamos obtenido las dos series de un tirén; pero
esto ocurriria porque casualmente resulta ser d=0; si fuera d#0 sélo obtendria-
mos la solucién trivial y=0 y deberiamos empezar de nuevo desde el principio].
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2.3 Ecuaciones de Legendre, Hermite y Bessel

La ecuacién de Legendre es [L] | (1—x2)y” —2xy’ + p(p+1)y =0 |, p>0.

Resolvemos primero en torno a x=0 que es regular. Como a(x)=—-2x/(1—x2) y
b(x)=p(p+1)/(1—x2) son analiticas en |x| <1 la ecuacién tiene series solucién
que convergen al menos en ese intervalo. Probamos pues:

y= i ckxk — i [k(k—1)cixk—2—k(k—1)ckxk]— i 2kcixk+ ip(p+ 1)ckxk=0 —
k=0 k=2 k=1

—k+2 k—1
Ck=—%ck—2 ) k=2, 3, — C=— p(fzy"il)CO

c3 =_(p—13).(2p+2)c1 , Ca= /r>(p—2)(1r:!r1)(p+3)c0 Cs5= (/r7—1)(p—3%(!p+2)(p+4)C1

’

= —2)--(p—2n+2 1 3)-(p+2n—1
y1=1+ ;1(_1)n p(p—2)--(p—2n+ )((g:)!)(m )-(p+2n—1) 4 2n

y2=x+ 3 (=1)" (p=1)(p=3)--(p— 2&:1)1(/;>|+2)(p+4) (p+2n) , 2n+1

Si p es un entero par positivo, p=2m, y1 se reduce a un polinomio de grado 2m:
p=0—y1=1, p=2—y1=1-3x2, p=4—y; =1-10x2+2x*

Si p impar, p=2m+1, es y, quien se convierte en un polinomio de grado 2m+1:

14

p=1-yr=x, p=3—»y2=x—%x3, p=5—>yr=x— 3x3+ 21,5,

Se llama polinomio de Legendre de grado n al polinomio
P, solucién de [L] con p=neN, P,(1)=1, es decir:

Po=1, Pi=x, P2=3x*—3, P3=§x3—§x
Pa=2x4—0x2+3, Ps=2x5-2x3+2x,

Los Pym tienen simetria pary los Pym+1 impar. Pomy1 Y P’2m
se anulan en 0. Se pueden probar ademas las propiedades:

n férmula de
Rodrigues
2

2n+1 *

Los P, son las Unicas soluciones de [L] acotadas ala vezen x=1y x=—1.

P, tiene n ceros reales, todos en(—1,1). Pnr(x)= ﬁ %(xz—l)

Los P, son ortogonales: f_ll PrPmdx =0, si m#n ; f Pzdx

Para intentar comprobar lo Ultimo resolvemos en torno a x=1, haciendo s=x—1:

2(s+1) b*( )__p(p+1)s analiticas
s+2 ! s)= s+2 para |s|<2

[L1] s(s+2)y” + 2(s+1)y’ —p(p+1)y =0, a*(s)=
s=0 es singular regular, y es r=0 doble Vp. Por tanto sus soluciones son:
y1= iqs" y y2=1s| gbk5k+y1 Inls|, co=1
y las series convergen al m_enos si |s|<2.Sin Ballar ningun coeficiente podemos ya afirmar

que y1 estd acotada Vp en s=0 (x=1), mientras que y2 nolo estd (——o si s—0).
Calculemos y1 y comprobemos que si p=n obtenemos los P, [pues y1(1)=1]. Debe ser:
i [k(k—1)cksK+2k(k—1)cksk—1]+ i [2kcksk+2keksk—1]— i p(p+1)cksk =0

k=2 k=1 k=0

- k= (p+1)g;£<(k 1) Cke1, k=1,2,... — y1(s)=1+(p+21)ps+ (p+1)p[(qgl)p—2‘1]52+

Si p=n la regla de recurrencia nos dice que cp+1 Y lo siguientes se anulan. En particular:

6[6 2] 2 1

p=0—-y1=1; p=1l-y1=14s=x; p=2 - y1=1435+ " 2x =5 e

Faltaria probar (es dificil) que si p#n la y1 no estd acotada cuando s——2 (x——1) para
comprobar que no hay mds soluciones de [L] acotadas en x=+1 que los P,.
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Otra ecuacién ligada a problemas fisicos es la de Hermite: [H] | y//—2xy’+2py=0

Tiene solucién analitica (x=0 regular), convergente en todo R. Resolvemos:

y=>lckxk = > k(k—1)cpxk—2=>7 2kcxk+> 2pcrxk=0 — ck=2%ck_2  k=2,3,...
k=0 k=2 k=1 k=0

—y= 61[1+Z on (—p)(2—;(7;-r~7~)(!2n—2—p)xzn] + C2[X+Z on (1—p)(3(—2;;)J~r~~1()2!n—1—p)X2n+1]
n=1 n=1
Como para Legendre, [H] posee solucién polinémica cuando p=neN. Si p=2m, la primera
solucién y1 pasa a ser un polinomio de grado 2m, y si p=2m+ 1 es la otra y, la que se
convierte en un polinomio de ese mismo grado:

p=0—-y1=1; p=l-oyr,=x; p=2—-y1=1-2x2; p=3—>y2=x—§x3 D

Los polinomios de Hermite H,(x) son las soluciones polindmicas de [H] tales que
los términos con potencias mas altas de x son de la forma 2"x", es decir:

| Ho=1; Hi=2x; Ha=4x?—2; H3=8x3—12x;

Citemos, también sin prueba, algunas propiedades de los H, que seran Uutiles, por
ejemplo, cuando aparezcan en fisica cuantica. Una forma de generarlos todos es:

2 X . .z .
e2Xxs—s* = > %Hn(x) s (a esa exponencial se le llama funcién generatriz de los Hp).
k=0
[Nos limitamos a comprobarlo para los 4 que ya hemos calculado:
3 3
(1+2xs+2x252+ 253 4. )(1—s2+ 35%—- -+ )= 1+ 2x5+(2x2—1)s2 + (Z-—2x)s3+-- ].

De la funcién generatriz sale otra férmula de Rodrigues: H,(x)=(—1)" exz%e‘xz.

[PUGS Hnp (X) = ae2xs—52 = x? ae_(X_S)Z

= — — d 9y _ nax2d' 72
35" |s=0 55 |s=0 = (X—5=2 —37)=(=1)"eX¥1xe

'35 az" |z=x]'

En cuéntica no aparece [H], sino u”/+(2p+1—x2)u=0. Haciendo u=ye—>**/2 en ella
se llega a [H]. Se prueba (no es facil hacerlo), que las tinicas soluciones u de la
inicial que — 0 si |x|] —» o0 son las de la forma up(x) = e‘xz/an(x), [lamadas
funciones de Hermite de orden n. Sélo estas up, interesan fisicamente.

Como los Pp, se puede ver que también las u, son ortogonales, ahora en (—oo, 0):

{2 upumdx=[%_ HoHme%dx=0,si m#n; [ uddx=["" H%e‘xzdx=2”n! JT.

[Lo comprobamos exclusivamente cuando n=0, 1:

=, toun =[=, 2xe =0, [% 2=[", e = /i, {2, 12 =—2xe ", +[%, 26 =2 /7]

Para expresar en forma compacta las soluciones de la Ultima
ecuacién de interés fisico que vamos a tratar (la de Bessel)
utilizaremos las propiedades de la funcién gamma (funcién
que generaliza el factorial para nUmeros no enteros) definida
por la siguiente integral impropia convergente:

r(s)=[, e>*x5tdx si s>0,

y extendida a s<0 mediante:

= T 23 4

r .
F(s)=% si —n<s<—n+1, neN.

Se cumplen para la I las siguientes igualdades:
r(1)=f, eXdx=1; F(%)=2f§°e—“2du=ﬁ; F(s+1)=—eXx5|; +sM(s)=sT(s)

- (s+n)=(s+n—1)---(s+1)sI(s) —» "n+1)=n!, neN

36



La ecuacién de Bessel es: [B] | x2y”’ 4+ xy’+[x2—p?]ly=0|, p=0.

x=0 es singular regular con polinomio indicial r2—p2, ri=p, r,=—p. Entonces

y1=xP ickxk, x>0, (acotadaen x=0Vp)
k=0

es una solucién definida por una serie que converge en todo R. Llevandola a [BI:

kZ_E)[k(2P+k)CkXp+k+CkXp+k+2]=0' Ck=_%,k=2,3,---; C1=0 —)C3=-..=0
— Co Co _ p L) (=1)mx2m
C2=7520p11) ' 4T 2B )(pr2) | T Y1TC0X [1"'; 22mm!(p+1)---(p+m)]

[funcién de Bessel

P _ 1 _ (=™ 2m . -
Eligiendo co=prgpryy — | /o0 =[] Z miTGimFD) (2] | dePprimera especie

[ ]2m+1

’

En particular son: Jo(x) =] ((;ql,))z [%(] 1) = Z mf(_nﬂl)u
m=0 :

cuyas graficas son las de la izquierda. Se prueba

o8| \o
que, al igual que Jo y J1, todas las Jp son oscila-

0.6

o 1 torias y que para x grande se parecen a:
" Jp ~ /& cos[x—(2p+1)%]
of Cada Jp tiene un infinitos ceros en (0, o) [que

deben conocerse para resolver algunas EDPs]:

los de Jo son: 2.4048, 5.5201, 8.6532, ... ;
los de J;: 3.8317, 7.0156, 10.1735, ... .

Para hallar una solucién linealmente independiente (no acotada seguro en x=0),
Frobenius nos dice que si ri—r=2p#0,1,... la y> es de la forma:

y2=Xx"P i bix¥, x>0 (llevandola a [B] se tiene J_p(x) =[%]7" i %[%‘]zm ).
m=0

k=0

Si p€N, pero 2peN (p=%, % g) podria y> contener un Inx pero no es asi

(caso c] de Frobenius con d=0). De hecho, haciendo p= 5 en Jip se tiene:
2 & (=1)"x2m+1 _ 2 _ 2
j%(x)_\/;mgo S migme D~ 1r(D) = V= senx |, j_%(x)_..._ V= cosx |,

gue son linealmente independientes (la expresidn asintética es exacta para p=% ).
Como serd jp+1=27pjp—jp_1 , todas las J2n+1, N€Z, son funciones elementales.
2

Para p=ne€N el atajo anterior no sirve, pues cambiando n por —n la J—5 que
aparece no es independiente de J, [es J—, =(—1)"J,]. Tendriamos que hallar las
y> de Frobenius (y obtendriamos un Inx en su larga expresién). Por ejemplo, para
p=0 (que seguro contiene logaritmos) se acaba obteniendo:
3 —1 m+1 2 _
y200 =5 S [14 3+ 4 FT317 +J000) Inx =Ko (), x>0
[funcidn de Bessel de segunda especie y orden 0]

Pero en muchos problemas fisicos en los que surge la ecuacién [B] es necesario
gue las soluciones estén acotadas, y para ellos no servird de nada el conocimiento
de estas complicadas segundas soluciones.

Lo que si serd util en el futuro serd conocer estas propiedades de las derivadas:

= DXPI0]=xPIp1(X), g [XPJp()]=—X"PJp+1(x) | (En particular, [[j;j]l'];ji )

00

. i . i (_1)mx2m+2p — P *
(Son inmediatas: g ZO T EmirrmiD) = X m; 52

(_1)mx2m+2p—1

AT+ m+ 1) y similar la otra).

m=

Derivandolas y despejando j;: j;:jp—l_gjp:_1p+1+§jp = jp+1=2X—p/p—./p—1 .

relaciéon de recurrencia citada, que expresa cada Jp+1 en funcién de las anteriores.

37



2.4 El punto del infinito

Nos preocupamos por el comportamiento de las soluciones de una lineal de se-
gundo orden para grandes valores de x. Pocas ecuaciones son resolubles elemen-
talmente. Por otra parte, las soluciones en forma de serie (salvo que se puedan
identificar con funciones elementales) no dan ninguna informacién para grandes
X, incluso aunque converjan Vx. Si queremos ver qué sucede cuando x — o, la
idea natural es efectuar el cambio de variable x = 1/s y estudiar el compor-
tamiento de las soluciones de la nueva ecuacién cuando s — 0", que sera facil
de precisar si s=0, llamado punto del infinito de la ecuacién inicial, es punto
regular o singular regular de esta ecuacién.

A diferencia del cambio s=x—x, que no modifica las derivadas, hacer x=1/s exige
usar la regla de la cadena. Denotando las derivadas respecto a s con puntos:

X=t oy =y E=—y Y =Hy+5y— | Y =—sty, y'=s"y+ 253y

Ej 1. ’ (14+x2)y”+xy’—y =0 |. Estudiemos su comportamiento para grandes x:

t=1 = (1+ 3)s%y + (1+ 3)253y — Sy —y =s2(1+52)y + s(1+252)y—y =0 .
Para esta ecuacién s=0 es singular regular, con r=+1. Sus soluciones para s>0 son:

y1=> cksktl =cos+ci1s?+-+-, co#£0; y2=> besk+dyilns, bo#0.
k=0 k=0

Si s — 0%, la solucién y1 —0, mientras que la y, — oo (si bg>0, sea d=0 6 d#0), con

lo que deducimos, sin necesidad de resolver nada, que hay soluciones de la ecuacién

inicial que, cuando x — oo, tienden a 0, mientras que otras tienden a oo.

Como la ecuacién es resoluble elementalmente pues y1 =x es solucién que salta a la
vista, podemos en este caso concreto hallar su solucién general y comprobar:

- —2a—fadx 4y — dx __ _ _ ./ 2 — / 2
=X| X" ‘e X =X| ——=—V1+x% > y=cC1Xx+C2V1+x%.
y2=x] fxz e y=a 2
. —C
Hay soluciones que claramente — oo y las de la forma C(x—v1+x2)=——— — 0
y q y ( ) X+ 4/ 14x2 X—>©

De paso observemos que y1=x=% es la y> que obtendriamos arriba (es d=0).
Para Hermite y Bessel este camino parece adecuado para estudiar sus soluciones para x
gordo, pero por desgracia, se comprueba que s=0 en ambos casos es singular no regular.
Aunque para Legendre lo interesante fisicamente es lo que sucede en [—1,1], vamos a
analizar su punto del infinito. En 2.3 obtuvimos sus series solucién en torno a x =0 [que
hablan sélo de lo que ocurre en |x|<1]y entornoa x=1 [hablan de xe(—1, 3) 1.

x=1/s

[L] (1—x2)y” —2xy’ + p(p+1)y =0 " =" [Leo] s2(s2—1)y + 253y + p(p+1)y =0.

Para [Le] s s=0 singular regular, con a*(s)=2s2/(s’-1), b*(s)=p(p+1)/(s°—1) analiticas
en |s| < 1. Las series solucién de [Lwo] convergerdn al menos en ese intervalo y de ellas
podremos extraer informacidn, por tanto, sobre las soluciones de [L] para |x|>1. Como el
polinomio indicial de [Le ] tiene por raices 1+p y —p y como para todo p>0 es ri=1+p>0
deducimos, por ejemplo, que siempre hay soluciones de [L] que tiendena 0 si x—o0.

[Pues y1(s) = s1tpP i cksk — 0 si s » 0% ; o sea, y1(x) =x"(1*P) i ckx—kx—>m0 ]
k=0 k=0 -

Resolvamos por series [Lo] si p=0 (Unico p para el que s=0 es regular): y=>" cksk —
k=0

ck="2ck—2, k=2,3,... sy =co+cils+is3+1s%+- . T=co+ calx T+ Ix 3+ x5+,

serie (no de potencias) que describe las soluciones para |x|>1, que es donde converge.

- |=cotcyin |32

1—x2

De otro modo: (1—x2)y”’+2xy’=0 — y’ = —>y=c0+c1In|}t—;‘< L X, SE£L.
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3. Problemas de contorno para EDOs

Un problema de valores iniciales para una ecuacién ordinaria con coeficientes con-
tinuos tenia solucién Unica. En concreto, la solucién de una ecuacién lineal de se-
gundo orden queda determinada fijando el valor de la solucién y de su derivada en
un punto dado. Las cosas cambian si imponemos las condiciones en los dos extre-
mos de unintervalo [q, b] . Estos problemas de contorno presentan propiedades
muy diferentes. Por ejemplo, un problema tan sencillo y reqular como

{y"(X) +y(x)=0
y(0)=0, y(m)=0

tiene infinitas soluciones: y = Csenx, con C constante arbitraria.

Los problemas de contorno que nos apareceran al utilizar el método de separacién
de variables del capitulo 3 dependerdn de un pardmetro A. Para analizar sus
propiedades convendra escribir la ecuacién de la siguiente forma:

(py’Y —qy+Ary=0
(P) { ay(a)—a’y’(a) =0
By(b) +B’y’(b) =0

Ante un problema como (P) nuestro objetivo serd hallar los valores de )\ para
los que hay soluciones no triviales (autovalores de (P)) y esas soluciones
no triviales correspondientes a cada A (autofunciones de (P) asociadas a A).
Observemos que y =0 es siempre solucién trivial de (P) y que, por ser lineales y
homogéneas la ecuacion y las condiciones de contorno, si y(x) es solucién de (P)
también lo es Cy(x) para cualquier C.

Comenzaremos en 3.1 estudiando varios ejemplos para la ecuacién y”+Ay =0 (la
mads sencilla y la que mas veces aparece separando variables). En ellos existira una
sucesidn infinita de autovalores y las autofunciones asociadas a A distintos seran
ortogonales entre si. Después precisaremos para qué tipo de problemas de con-
torno (P) se mantienen esas propiedades. Seran los que se llaman problemas de
Sturm-Liouville separados. Hablaremos también brevemente de los problemas
peridédicos y de los singulares.

En la seccién 3.2 veremos que cualquier funcién f continua y derivable a trozos
se puede escribir como una serie de autofunciones de un problema de Sturm-
Liouville, lo que serd muy util en la resolucién de EDPs. Este resultado generaliza los
desarrollos de Fourier en series de senos y cosenos, cuyas propiedades bdasicas
también veremos. Aunque la convergencia natural de estas series sea la llamada
‘convergencia en media’, nosotros nos limitaremos a tratar la convergencia puntual
y uniforme.

Separando variables en la ecuacién de Laplace y similares apareceran, ademas
de problemas de Sturm-Liouville homogéneos, otros problemas de contorno con la
ecuacién o alguna condicién de contorno no homogéneas. Por eso, estudiaremos
en 3.3 problemas de ese tipo. Para ellos, ni y=0 es solucién, ni lo son los multiplos
de una solucién dada. La existencia de soluciones dependerd de si existen o no
soluciones no triviales del homogéneo. Tendrdn solucién Unica en el Ultimo caso, e
infinitas o ninguno si el homogéneo tiene infinitas.

La notacién en todo este capitulo sera y(x), pero en separacién de variables las
funciones de nuestros problemas de contorno serdn X(x), Y(y), R(r), ©(9), ...
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3.1. Problemas de Sturm-Liouville homogéneos

Antes de dar la teoria general, hallemos los autovalores y autofunciones de dos
problemas de contorno homogéneos para la sencilla EDO lineal y”’+Ay=0.

Como su polinomio caracteristico es u24+A =0 — pu=++4/=X, la solucién general
de la ecuacién serd diferente segin A sea menor, igual 6 mayor que 0.

Ej 1. Imponemos las condiciones de contorno en cada caso:

y"+Ay=0
(P1) { y(0)=0, y(m)=0

Si A<0 la solucién general es y =cj1ePX+cpe PX,con p=v—A>0.

y@)=c1+c2=0 — C2=—C1\ A
y(m)=c1e™+ce"™"=0 ci[e™—e~TP] =0
Por tanto c1=c>=0 (pues e™#e~™ si p>0). Para NningUn  ....==*" 4 &P
p hay soluciones no triviales y ningin A <0 es autovalor. | b
y(0)=c1=0

Si A=0es y=c1+Cax — }—> y=0. A=0 tampoco es autovalor.

y(m)=ci1+com=0

0)=c1=0
Y para A>0 es y=cj1 cos wx+csenwx, con w=v¥A>0 — y(0)=c1 { }

y(m)=csenwn=0
Para tener solucién no trivial debe ser ¢ #0.

Para ello, wn=nvA=nm —» Apn=n2, n=1,2,...

Para cada uno de estos A, hay soluciones no triviales

yn=Cc2sennx = {sennx} .

q T
Observemos que se cumple si m#n: fo sennx senmxdx =0,

T
pues %f [cos(n—m)x—cos(n+m)x]dx=%[
0

sen(nm—m)x _ sen(n+m)x:|" -0
n—m n+m o~

(P1) tiene una sucesién infinita de autovalores \,=n2, n=1,2,... . Las autofun-
ciones y,={sennx} asociadas a cada A, forman un espacio vectorial de dimen-
siéon 1. La n-sima autofuncion posee n—1 ceros en (0, m). Autofunciones dis-
tintas son ortogonales en [0, r] [respecto del producto escalar (u,v)=fguvdx].

Ej 2. | (P2) { iil((;-));yo,z)?’(n)=0 Imponemos estas nuevas condiciones:
v e N B )
A=0—> i:gg;zgzg } — A=0 autovalor con autofuncién yo=c1={1}.
A=0~ ijggzrfvz;geln wn=0 } —An=n?, yn=C1C0SNX. ‘ § <Coix ;
Los Ap=n? ylas yn={cosnx}, n=0,1,2,... (se suelen

escribir asf, poniendo {1} como el caso particular {cosO})
tienen las mismas propiedades resaltadas para el problema
anterior. Por ejemplo, la autofuncién que ocupa el lugar n se
anula n—1 veces y sigue habiendo ortogonalidad:

sen(n—m)x , sen(n+m)x ]" -0
n—m n+m o

+

T[ T
J COSnNx cosmxdx = %J [cos(n—m)x+cos(n+m)x] dx = %[
0 0
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Pasemos a tratar ya el problema general. Sea la ecuacién lineal de segundo orden
dependiente de un parametro real A:

vy’ +a(x)y’ + b(x)y+ Ac(x)y=0, con a,b,ceCl[a,b], c(x)>0 en [a,b].
La reescribimos de otra forma, que se suele denominar 'autoadjunta’ o ‘'Sturm-
Liouville’. Multiplicando por e/ @ se tiene
Jay T+ bela Jay =Tpy'T 1
[e y] +bel?y+rceldy=[py’|'—qy+Ary=0, con peCl, q,reC, p,r>0.

Las condiciones que més nos van a interesar son las condiciones separadas (cada
una afecta a los valores de y o de y’ sélo en uno de los extremos del intervalo):

Se llama problema de Sturm-Liouville separado regular a uno del tipo:
") [py’Y —qy+Ary=0
> ay(a)—a’y’(a)=0, By(b)+B’y’(b)=0 (condiciones separadas)
donde peCl[a,b], q,reCla,b], p,r>0 en[a,b]l, |al+|da’|, |Bl+IB’| #0.

[Las ultimas condiciones lo que dicen es que a y |&’|, |8l vy |8’] no se anulan a la vez].

Los ejemplos 1 y 2 eran unos (Ps). Este teorema generaliza sus propiedades:

Los autovalores de (Ps) son una sucesion infinita A <Ay <:---<Ap<---
que tiende a oo. Las autofunciones {y,} son un espacio vectorial de
dimensién 1 para cada n y cada y, posee exactamente n—1 ceros
en (a, b). Las autofunciones asociadas a autovalores diferentes son
Teor 1. | ortogonales en [a, b] respecto al peso r, es decir:

(Yn, ym) = f: rynymdx=0, si yn, ym estén asociadas a Ap#Am.

Si aa’>0, BB’>0 y q(x)=>0 en [a, b] entonces todos los A,>0. En
particular, para y(a)=y(b)=0 [0 sea, si a’=8'=0]todos los A,>0.

No probamos la primera afirmacién y la de los ceros que son dificiles. Si el resto.
Si y cumple (Ps): y'(a)=Zy(a), a’#0 ; y'(b)=—5y(b), B'#0
[yes y(a)=0,sia’=0; y(b)=0, sig’=0].

Si y, y* estdn asociadas al mismo A, se deduce que dependen linealmente, pues
su wronskiano se anula en a (o también en b):

IWI(y, y*)(@)=yy*'—y'y*|,_,=0, si a’=0 osi a’#0.
Sean ahora yp, ym asociadas, respectivamente, a Ap y Am:

Anryn=—[py; 1’ +ayn Multiplicando por ym € yn,
Amrym =—[py/.1'+qym | restando e integrando:

partes

b b b
[An=Am] [, rynymdx = [ [yn(py! ) —=ym(py’) 1dx =" [p(yny! —ymy’)], =0
pues |W|(yn, ym)=0 en a y en b. Portanto, si Ap#Am se tiene que (yn, ym)=0.

Si y es la autofuncién asociadaa A y aa’>0, BB’>0, g=0 entonces
b b b b
Afry2dx =[] [—y(py’Y +ay?]dx = [ [p(y')?+ay?Jdx—[pyy’]. = 0 = A>0,
pues [Pry2dx>0 (r>0), [2[p(y")2+qy?]dx =0 (p>0, g=0) ,

£ 2 i g’ aQ 2>0sia’#0
~Loyy o)= EPOLIIZOSEES 1 ry(a)— POl 2051020.
sip’=0 0sia’=0

Si y(a)=y(b)=0, y={1} no es autofuncién = y’#0 = fcf?p(y’)2 >0=>A>0.
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. y”+)\y= 0 . . 1
Ej 3. P casi en forma autoadjunta: +Ay=0; esr=1).

Tendra las propiedades del teorema 1. Hallemos sus A, . Como aa’=88’=0, g=0, nos
limitamos a los A>0. [Ahora sabemos que podiamos haber hecho esto en el ejemplo 2,
y que en el 1 hubieran bastado los A >0; que conste que hay problemas con A<0].
y'(0)=c2=0

A=0: V= Clar el = y(1)=c1+c2 =0

}—»yE 0. A=0 no es autovalor.

A>0: y=cicoswx+czsenwx. y'(0)=0—c2=0— y(1)=c1cosw=0

2n—1 _ (2n—1)?m? _ 2n—1 _
5=, Ap="—4—, yn_{cosTnx}, n=1,2,...

g WI7=

El teorema asegura que las {yn} son ortogonales: f(} Ynymdx =0,

n#m (seria facil comprobarlo), y que la autofuncién n-sima (como
le ocurre a las tres dibujadas) tiene n—1 ceros en (0, 1).

y”"+Ay=0 Como aa’=0, BB’>0, g=0,

Ej 4. | (Pa) {y’(O):y’(1)+y(1)=0 volvemos mirar sélo los A>0.

y'(0)=c2=0

A=0: y=a+aX = Vi) y)=c+2c=0

}—» y=0. A=0 no autovalor.

A>0: y=cicoswx+casenwx. y/(0)=wc=0— y’(1)+y(1)=ci[cosw—wsenw]=0.
No podemos hallar exactamente los )\, pero tan w,,=win

lo cumplen infinitos wp (anulan el corchete infinitos wp),
gue sélo se pueden hallar aproximadamente. La y, para ca-
da )\n=w% es {coswpx}. Estas y, seran ortogonales.

ENL/W

T

[La mayoria de los problemas de S-L no son resolubles, pues
pocas lineales de segundo orden lo son elementalmente (las
de coeficientes constantes y pocas mas), y aunque lo sean

. . tan w
puede ocurrir lo que en este ejemplo].

1 1 1
]
! 1
o i
NS/
1 0 1 f
0 Wl: W2 : w3 : w
1
! ! :
1 1 1
1 1 1
i : i
: ! !

. "2y + Ay =0 2_2u+A=0,
Ej 5. (PS){y y' + Ay ue—2u

y'(0)=y'(1)=0 | = u=1x+/I-x.
Sabemos que los A>0, pero esto no ahorra calculos, pues y hay que mirar A<,=,>1:

A<l: y=c1e@+PX 4 cye(=PX v/ = c1(1+p)eI+PX 4 o5 (1—p)e(l=PX | p=yT—X —
ci[1+pl+c2[1—p] =0
ci[1+plel*P+cy[1—plel=P=0

[e=2Xy’] + Ae=2Xy =0

} — ca(1—p)e[eP—eP] =0 — p=1 (A=0), yo={1}.

c1+c2 =0

— . — X /! X
A=1: y=[c1+cox]eX, y/=[ci1+cr+cox]eX — C14+2¢2 =0

} — y=0. A=1 no autovalor.

_y=[cicoswx+casenwx]eX, w=+vA-1

A>1: — y/(0)=c1+cow=0—
y’=[(c1+c2w)cos wx+(c2—c1w)sen wx |eX y'(0)=c1+ca

y'(1)=cre(1+w?)senw=0 —
w=nm, n=1,2,... » Ap=1+n?n?, y, = {eX[sennnx—nmcosnnx]}, n=1,2,...
Las autofunciones seran ortogonales respecto al peso r(x) = e=2X:
fg e X[sennmx—nmcosnnx]dx =0

1
fo [sennmx—nmcosnnx][senmnx—mmcosmnx]dx =0 (m#n)

. X2y + xy’+ Ay =0 dx ’ 1
Ej 6. | (Pe) {y(1)=y(e)=o px)=ela=el5 =x - [xy’] +A%=0. Es r(x)=1% .

Es problema separado regular (p,r>0 en [1,e]).

Ecuacién de Euler: r(r—1)+r+A=0 —r =+4+—A . Basta mirarlos A>0 :

c1=0

y=ci cos(wlnx)+cz sen(wlinx), o senW=0

} An=n?m?, yp={sen(nminx)},n=1,2,...

€ sen(nmInx) sen(mminx) dx =0, m#n

Como siempre, las autofunciones son ortogonales: j =

1
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Separando variables nos apareceran también problemas de contorno como el si-
guiente, que no es separado, pues sus condiciones de contorno mezclan valores
en los dos extremos del intervalo. En concreto, este es un problema periédico:

Ej7.| (P) y”"+Ay=0 [Estas condiciones equivalen a
) 7 T y(=m)=y(n), y'(—m) =y’ (1) pedir que y sea 2mn-peridédical.

ci1[e™—e ™]—cy[e™—e"™] =0
ci1[e™—e ™]+cy[e™—e ™] =0
e —e~T e~ TP _e™P

A<0-— } Como el determinante de los coeficientes

= 2(e"p—e—"P)2 #0 sip>0,

emP—e~TP eMWP—e=TP
el sistema sélo tiene la solucién trivial c;=c2=0. No hay autovalores negativos.

C1—C2M=C1+CoT

A=0— Cr=0Co } se satisface para c2=0 y cualquier c1: yo=c1={1}.
2cysentw =0 B

A= — senmw =0 — A,=n?, n=1,2,...
2cawsenmw =0

Para esos A, las condiciones de contorno se cumplen para todo c; y todo c3.
Las autofunciones son, pues: yn =1 Co0snx+ cz2sennx = {cosnx, sennx} .

[Es claro que exigir simplemente que y sea 2m-periddica
lleva directamente a los mismos autovalores y autofunciones].

Las propiedades de (P7) son algo distintas de las los problemas separados: sigue ha-
biendo una sucesién infinita de autovalores A\,=n2, n=1,2,... tendiendo a oo,
pero las autofunciones yo={1}, yp={cosnx,sennx} forman, si n>0, un es-

pacio vectorial de dimensiodn 2. Utilizando senacosb = %[sen(a+b)+ sen(a—b)]

(y las relaciones ya vistas para senasenb y cosacosb y las férmulas del dngulo
doble) se comprueba que sigue siendo cierto que autofunciones diferentes son
ortogonales entre si.

Los problemas de Sturm-Liouville pueden generalizarse. En la demostracién del teorema se
. . . b

aprecia que lo esencial para la ortogonalidad es que [plWl(yn,ym)]a=0; esto sucede para

otros tipos de condiciones de contorno (y para otros muchos no) ademds de las separadas.

Por ejemplo ocurre en los llamados problemas periédicos que generalizan el (P7):

( { [py’l —qy + Ary =0, con p(a)=p(b), peC[a,b]l, q.reCla,b], p,r>0en[a,b]
P y(a)=y(b), y’(a)=y’(b) (condiciones periddicas)

Para (Pp) no se anula el wronskiano de dos soluciones nien a nien b (y por eso hay espacios

de autofunciones de dimension 2), pero es claro que [p|W|(yn, ym)](B)=[pIWI(yn, ym)](a).

. . b
Mas en general, se llaman problemas autoadjuntos aquellos tales que [pIWI(u, v)]a=0
para todo par de funciones u, v que cumplan sus condiciones de contorno.

Las yp de problemas autoadjuntos (que en libros avanzados se ve que tienen propiedades
similares a las vistas) son, pues, ortogonales. Pero no nos ocupamos mas de ellos, pues los
problemas que nos apareceran en el capitulo 4 seran todos separados (o el (P7) de arriba).

[El término ‘autoadjunto’ se debe a que si llamamos L[y]=—[py’]’+qy, con lo que la
ecuacién adopta el aspecto algebraico L[y]=Ary, y denotamos (u,v)=f£ uvdx, se
tiene que (L[u], v)=(u, L[ v]) para todo par de funciones u, v que cumplen los datos
de contorno: el operador L es ‘autoadjunto’ en ese conjunto de funciones].

. Yy +Ay=0
Ej8.| (P
8| ®0) {}0) 2y (0)=—y'(m)
El problema, pues, no es autoadjunto. Operando como en el ejemplo 7 es facil ver que
las cosas son muy diferentes: cualquier A (menor, igual o mayor que 0) es autovalor
(asociado, respectivamente, a {ch[p(x—3)]}, {1} 6 {cos[w(x—3)]})
y en general es falso que las autofunciones asociadas a A distintos sean ortogonales.

Se tiene [pIWI(u, v) |(m)=—[pIW|(u, v)](0).
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Resolviendo algunas EDPs apareceran problemas singulares de Sturm-Liouville
gue no relnen todas las condiciones de los regulares: p 6 r se anulan o no son
continuas en algun extremo del intervalo, el intervalo es infinito. .. Resolvamos tres
de ellos (el 9 surge, por ejemplo, tratando ondas o calor en el espacio, el 10 si esas
ecuaciones son en el plano y el 11 para Laplace en la esfera), en los que en uno
0 ambos extremos es p=0. En esos extremos las condiciones de contorno de un
(Ps) son demasiado fuertes para tener autovalores y autofunciones como en los re-
gulares y se sustituyen por acotacion, de forma que siga habiendo ortogonalidad,
es decir, seglin vimos en la demostracién del teorema 1, que se cumpla:
0=[p(yny’, —ymyg)]s =(An—=2Am){Yn, Ym) .

fa_y2
y"'+2y'+Ay=0 o= [x2y’'] +Ax2y=0.

. xy” + 2y’ + Axy =0
Ej 9. (P9>{ s e

y acotada enx=0, y(1)=0

Haciendo el cambio u=xy la ecuacidon se convierte en la conocida u” + Au=0 —

la solucién general de la inicial para A>0 es y=c3 C°5XWX +C Sef;(WX
y acotadaen x=0 — c1=0 (pues COSWX __, o, mientras que S&NWX w).
X x—0+ X x-0

y(1)=0 - senw=0 — Ap=n?n?,n=1,2,..., yn ={W}
[que son ortogonales, como es facil comprobar, respecto al peso r(x)=x21.

Es féacil ver directamente que no hay A <0, o podemos evitar las cuentas pues la prueba
de esa parte del teorema se puede adaptar a este problema singular, con lo que A>0.

[También se podria haber observado que las condiciones que quedan tras el cambio son
u(0)=0-y(0)=0, u(1)=1-0=0 — up={sennmnx}, y haber deshecho el cambio].

[Si hubiésemos impuesto y(0)=0, y(1)=0 la Unica solucién seria y=0 VA ;
las condiciones para este problema singular habrian sido demasiado fuertes].

xy”+y’+Axy =0

g 4 ’ =
y acotada enx=0, y(1)=0 [xy’] +Axy=0.

Ej 10. | (P10) {

Se puede probar que A >0. Haciendo el cambio de variable independiente s=vA x=wx
2
[y’=w%, y”=w2% ], la ecuacion se convierte en la de Bessel de orden 0:

2
SZT{ 1 % + sy =0—y=c1jo(s) + c2Ko(s) = c1Jo(wx) + c2Ko(wx) .

La primera condicién de contorno impone que ¢ =0 1
(Ko no esta acotada en x=0). De la otra se deduce 08
que c1Jo(w) = 0. Asi pues, los autovalores son los
A1<A2<--- cuyas raices son los infinitos ceros de Jg

[w1%2.40, wo~5.52, w3~8.65, ...
y si n grande es wp=+Ap z(n—%)n]. 02 ‘ ‘ 7
Para esos )\n=w,27 las autofunciones asociadas son

Yn= {JO(WnX) } ;
que son ortogonales respecto al peso r(x)=x.

0.6
04

-0.2

f=}
o]
Hl
N
=
[e}

-0.4

[(1—x2)y’]/ +Ay =0

Ej 11. | (P11) {yacotada enx==+1 La ecuacién es la de Legendre si A=p(p+1) .

Sabemos que sus Unicas soluciones acotadas alavezen 1 y en —1 son los polinomios
de Legendre Pn(x), que aparecen cuando p=n, n=0,1,2,...

Po=1, Pi=x, P2=3x2-1, P3=3x3-3x, ...

Los autovalores son Ap=n(n+1), n=0,1,2,... y las autofunciones son los {Pp}, que
cumplen, como dijimos en 2.3: f_ll PhPmdx=0 si m#n, f_ll Pnzdx=%+1 [r)=1].
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3.2. Series de Fourier

Consideremos el problema de Sturm-Liouville separado regular:

P { [py’) —qy +Ary=0
> | ay(a)—a’y’(a)=0, By(b)+B’y’(b)=0

y sean yi, ¥2, ..., ¥Yn, ... sus autofunciones asociadas a los A1, A2, ..., Anp,....

La importante propiedad que veremos en esta seccion es que cualquier funcién
f suficientemente regular en [q,b] puede ser desarrollada en serie de
dichas autofunciones, es decir:

00 = 3. cnyn()

Supongamos que este desarrollo es vélido y que la serie puede ser integrada tér-
mino a término. Entonces, por ser las y, ortogonales:

ffrfymdx= Z; cnf:rynymdx=cmffrymymdx

Asi pues, representando como en 3.1 el producto escalar respecto al peso r(x) por:

{f, yn)

b
u,vy=|_ruvdx debe ser ch=—1, n=1,2,...
( ) fa " (vn,yn)

[El r es el de la ecuacién en forma autoadjunta; en la mayoria de los problemas que
aparecerdn separando variables en el capitulo 4 dicho peso serd 1, pero no siemprel.

El problema (nada elemental) reside en precisar para qué funciones f la serie con
esos coeficientes (serie de Fourier de f) converge realmente hacia f en [a, b].
Aungue se le pueden exigir condiciones mas débiles, nosotros pediremos a f que
sea C! a trozos, condicidn que serd satisfecha por las funciones que apareceran
en problemas practicos.
. . [ J
intervalo en subintervalos [a, b]=[a, x1]U[Xx1, X2]U---U[Xp, b] ° ; \
de modo que: \d R
i. fy f’ son continuas en cada (X, Xk+1), | a X -eee % b
ii. los limites laterales de f, f’ en cada xx existen (son finitos)].

[Se dice que una f es Cl atrozos en [a, b] si podemos dividir el ‘

Si f es C! atrozos en [a, b] entonces su serie de Fourier:
= (f, yn)
X
Teor 1. ; {(Yn, yn) yn()
converge hacia f(x) en los x€(a, b) en que f es continuay
hacia %[f(x_)+f(x+)] en los x€(a, b) en que es discontinua.

El teorema no dice nada sobre la convergencia en los extremos a y b.

[La demostracién es dificil y la omitimos. En lenguaje de ‘andlisis funcional’, las {yn}
son una ‘base de Fourier’ del espacio de funciones de dimensién infinita (similar a una
base ortonormal de uno de dimensién finita). La cuestién principal es ver que la base
es ‘completa’, es decir, que no hay otras funciones ortogonales a las {yn} . El espacio
‘natural’ para estudiar las series de Fourier es L2 (funciones de cuadrado integrable) y
la convergencia més ligada a ellas es la ‘convergencia en media cuadratica’:

f: ‘f(X) - i Ckyk(x) ‘zdx — 0 cuando n— o |.
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Caso particular de los desarrollos en serie de Fourier son los desarrollos en series
trigonométricas, que, al ser los que mas utilizaremos, estudiamos con detalle.

Los autovalores y autofunciones de:

y”"+Ay=0 __n?qm? _ nmx
(P1) {y(O):y(L):O son A\p="7- e yn={sen’*}, n=1,2,.
[Sale facil directamente, o podemos hacer s—— — y”+ )\y 0,y(0)=y(m)=0 enla
variable s, que es casi el ejemplo 1 de 3.1; también se trasladana haciendo s=x—a un
problema en [a, b] al (P1) (con L=b—a), sin necesidad de estudiarlo desde el principio].

Llamaremos serie de Fourier en senos en [0, L] de f al desarrollo en estas yp:

(x)—ansen’”L”‘, con bn=%LLf(x)sen%dx,n=1,2,... [s]

Pues el peso r(x)=1 y es (yn, yn) fo senm dx = 2f0 [1—cos 2™ ]dx = 5.

[Hemos escrito impropiamente f=% ; la igualdad sélo se da en los x€(0, L)
en que f es continua; en 0 y L aun no sabemos, pero pronto lo sabremos].

Se llamara serie de Fourier en cosenos en [0, L] de una f dada al desarrollo en
las autofunciones de este segundo problema de contorno:

(Pz){y"“y=° —~ An=" yp={cos ™}, n=0,1,... [yo={1}]

y'(0)=y’(L)=0

0

f(x)=%+z ancos =, con ap=7% Jf(x)cos”"xdx,n=0,1,2,... [c]

Pues (yo, Yo) fo 12dx=L e (yn yn) fo cosﬂ dx—— sin>1.

[Poniendo % en la serie, la férmula del a, vale también para o |.

Otras dos familias de autofunciones sencillas en las que muchas veces vamos a
desarrollar funciones son las de estos problemas faciles de resolver:

"+Ay=0 2n—11272 on—1 |
{§(0)=§'(L)=o con Ap=L2 Ty = {sen BISU®Y (y, yn) =4, n=1,2,...

"+Ay=0 2n—11272 2n—1 .
{§’(0)=y)/(l_)=0 con )\”z[ n22L]2 =, ¥n {COSM} (Yn,¥n)=5,n=12,...

A los desarrollos en estas autofunciones los llamaremos, respectivamente, series
en senos impares y en cosenos impares en [0, L].

Observemos que en estos cuatro casos la férmula para el coeficiente ¢, de la
serie de Fourier (que se deduce de la general (f, yn)/(yn,yn)) adopta la forma:

cn=1 [ FOyn(x)dx

[No olvidando poner a,/2 para las series en cosenos, que son las Unicas que
tienen ese término, ya que para las otras tres las sumas empiezan desde n=11.

Ej 1. Desarrollemos ’f(x)=x, x€[0,1] ‘ €en senos, COSeNos y COSeN0s impares:

M,n=112,“_ 0 1

f00)=2 Z(_lgm sennmx, pues bn=2f(;lxsen NTX dx=—== =

Nll—'

f)= %+% > (_1)2”_1 cosnNmx =

iz z:: (2m 7 cos(2m—1)mx ,

ya que aozzfgxdx=1, an=2f0 xcosnnxdt:#[cosnn—l] , n=1,2,...

© __1\n+1 — 1 —
f00=3: [ Sann ~ nz(zﬁ_l)z]cos (o, pues cn =2 [y xcos Br dx =
n=1

Las tres series, por el teorema 1, convergen hacia f(x) para todo x€(0,1). Lo mismo
haria el desarrollo en autofunciones de cualquier otro problema de Sturm-Liouville.
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La teoria de series de Fourier también incluye los problemas periédicos. Para:

2.2
(p){y”+)\y=0 , An="7-, Yo=11}, yn={cos °[~, sen 7>}

y(=L)=y(L),y’'(-L)=y’(L) n=0,1,...

se deduce la siguiente serie de Fourier en senos y cosenos en [—L, L]:

[pl| fOO) = % + > [ancos = + bysen = ] |, con coeficientes:
n=1

[1] an:%J_LLf(x)cos”Lﬂdx y [2] bn=%f_LLf(X)5ennLﬂdX

n=0,1,2,... n=1,2,...

ya que: f_LL cos T sen ™ dx =0 paratodo my n; fﬁL 12dx =2L;

L mmx nmx _ (0 m#n L mmx nmx _ (0 m#n
J_, cos T cos T dx = {L ot - sen T X sen T dx = {L ol
[Las férmulas [1]-[2] también valen para desarrollar una f definida inicialmente
en cualquier otro intervalo [a, a+2L] (cambiando los limites a la integral) pues

a+2L a+2L
[4 Tcos?=[""sen?=L]
Como en el teorema 1, se prueba que la serie [p] converge hacia f(x) para los x
en los que f es continua. Pero ademas se puede decir lo que pasa en los ex-
tremos —L y L (pues, al ser sus sumandos de ese periodo, [p] define una funcién
en todo R que es 2L-periddica). Podemos hablar también sobre convergencia
uniforme de [p] (sin demostrar nada, como en toda la seccién):

Supongamos que f es Cl a trozos en [—L,L] y extendamos f fuera de
[—L,L] de forma 2L-periédica. Entonces la serie [p] con a, y b, dados
por[1]ly[2]converge hacia f(x) en todos los puntos en que su extensién

Teor 2.| es continua (y en los puntos de discontinuidad hacia 3[f(x™)+f(x*)]).
Ademids [p] converge uniformemente en cualquier intervalo cerrado sin

discontinuidades de la f extendida. Por tanto, si f(—L)=f(L) y f es
continua, [p] tiende uniformemente hacia f en todo el intervalo [—L, L].

Las férmulas [s] y [c] de los coeficientes de las series en senos y en cosenos se
pueden ver como casos particulares de [1] y [2].

Dada una f inicialmente definida en [0, L] se puede extender de forma impar o
par a [—L,L]. En el primer caso es impar f(x)cos(nmx/L) y par f(x)sen(nmx/L).
En el segundo, es par f(x)cos(nnx/L) e impar f(x)sen(nnx/L). Asi, a,=0 y [1]
se convierte en [s] en el primero, y en el otro b,=0 y [2] pasa a ser [c].

[Si definiésemos la f de cualquier otra forma en [—L, 0), la serie en senos y cosenos
también convergeria hacia f(x) en los x de (0, L) en que fuese continual.

Como consecuencia de lo anterior y del teorema 2 se tiene que:

La serie de cosenos de una f continuaen [0, L], con f’ continua a trozos,
converge uniformemente hacia f en todo [0, L].

Si f cumple ademas que f(0)=f(L)=0, también lo hara su serie de senos.

[Si no fuese f(0)=0 6 f(L)=0 la f extendida primero de
forma impara [—L, L] y luego de forma 2L-periédica no seria
continua en 0 o en L; ademas estéa claro que todas las series
en senos se anulanen 0 y L, pues lo hace cada sumandol.

[Aunque la convergencia de las series en cosenos sea mejor
que la de los senos, resolviendo EDPs no podremos elegir el
tipo de series en que desarrollar las funciones: las impondran
las condiciones de contorno del problemal.
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Ej 1*. Ya podemos saber hacia qué convergen las dos primeras series del ejemplo 1 en
los extremos del intervalo.

En particular, la serie de senos no converge

hacia f en todo [0,1] (en x=1 la suma seré = SR (R 3
0) y lo hace uniformemente en todo intervalo
U055 T e Go G CORETES GEMEIEE '”/E"'i{x{fé}” — SO S

uniformemente en [0, 1].

serieensenos [l ... Y4cccooccoocsihans A
serie en cosenos 2,5y 50 términos
2y 5 términos 1

0.8
Lo comprobamos con ordenador. La

serie en cosenos, sumando 2 y 5 tér-
minos ya da una buena aproximacién.
Para la de senos, en cambio, se ve que
) cercade x=1, aun sumando 50 térmi-
nos, no se ajusta bien al valor real.

[Cerca de las discontinuidades van a
~aparecer siempre ‘picos’. Es el llama-
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 do 'fenémeno de Gibbs']

0.8

0.6

Ahora hacemos un desarrollo en serie de senos y cosenos:

1<x<0 1=
Ej 2. Sea f(x)_{x o<xx<1 : / i
@ — g

Su serie en senos y cosenos estd casi calculada:

(=1)"-1 1) 1< (=1) / ------------ >/ c C
4+n22 cosnnx—ﬁ; = . _Z /; : /
1

Viendo su extensiéon 2-periédica deducimos que
la suma de la seriees 0 en (—1,0], x en [0,1)
y 1/2 en —1 y 1. En todo cerrado que no con-
tenga estos puntos la convergencia es uniforme.
Cerca de ellos la convergencia es mala y lenta
como en el ejemplo anterior.

Desarrollamos ahora una funcién ‘rota’:

Ej 3. Desarrollemos | f(x)= {X, ?212:771 en serie de autofunciones de §210;2§’23=0 .
Autofunciones conocidas: Ap= M, yn={sen C=1X} 'h_12 . (ypyn)=T.
— Cp = %f:f(x) senw dx = %Jomxsenw dx
=_M]’”2+ ([ cos 250 g = Bsen 215t cos (2rhx
n(2n—1) 0 n(2n—1) . 2 n(2n—1)2 2n—1

La serie converge hacia f enlos x€(0, m) en que es continua, y

hacia %[f(x+)+f(x—)] en los que es discontinua. En particular,
para x=§ la suma ha de ser E. Por tanto, se tiene que:

0 n @n-1)m

_ 2n—)n [SSGHZ(*—Z __se f]_ 4
=>cpsen < —Z; a1} = | = n;(Zn

= n=

2(nm__my_ 1 _ Ty -
puesto que sen?(Lf—7)=3[1—cos(nm—3)]=1 Z
i ; i : & 1 2
Deducimos de la igualdad de arriba el valor de la suma de esta serie: ZW=@.
n=1 -
[No es raro obtener sumas de series desconocidas a partir de un desarrollo de Fourier].

[Los teoremas vistos no nos dicen nada de la convergencia de esta serie en los extremos,
aungue no seria complicado ver también lo que sucede con las series en cosenos y senos
impares (los extremos con y=0 llevan a extensiones impares y los de y’=0 a pares)].
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Calculemos desarrollos en autofunciones mas complicadas que las 4+1 citadas hasta ahora.
Deberemos ocuparnos en ellos del peso r, del calculo de los {yn, yn) ...

Ej 4. Desarrollemos ’f(x):x, x€[0,1] ‘ en las autofunciones del ejemplo 4 de 3.1:
{coswpx} con tanwy =y~ [r(x)=1].

_r1 2 _ 1, senw,cosw, _ wptcos?w, 24wl
(cos wpx, coswpx) = fo cos“wpxdx = 5+ I =" = 2(iewd)
_rl __senw, , coswp—1 _ 2cosw,—1
(x, coswpx) = fo X Coswpx dx = =0+ T
) 1
.y = S 2QRcoswy—1)
Por tanto: x = nZ=1 WI+costw, COS WpX.
0.8
[Vamos a usar el ordenador (en concreto el programa Maple)
para hallar varios coeficientes y dibujar algunas sumas parciales .
de esta serie. Lo primero serd aproximar los wp, :
w1~ 0.8603, wy~3.4256, w3~ 6.4373, w4~9.5293 ... aa
De ellos deducimos los c¢p:
c1~0.5223, c;~—0.4614, c3~0.0460, c4~—0.0651 ... 0z
A la derecha estan dibujadas x y la cuarta suma parcial. Parece
también converger en los extremos, cosa que no sabiamos]. o 02 0.4 0.6 08 1

Ej 5. Otro desarrollo de , ahora en [1, e], en las autofunciones del Ej 6 de 3.1.

Esta vez el peso no es 1, sino r(x)=% . Como f

e sen?(nminx)dx

1 > =f(;L sen?(nms) ds=% )
2nn[1—e(—l)”]

© . 1
x=>" cpsen(nminx), si cn=2f1e sen(nminx)dx=2|; eSsen(nns)ds = 7

m=1

Observemos para acabar que también se pueden hacer desarrollos de Fourier en serie de
autofunciones de diversos problemas de Sturm-Liouville singulares, en particular en las de
los tres que vimos al final de la seccién anterior.

Ej 6. Desarrollemos una f (C! a trozos) en las autofunciones del (P1p) de esa seccién:

xy” +y'+Axy =0 _ & _
(P10) {y acotada enx=0, y(1)=0 Fxy= mZ::l cnjo(Wnx) , peso r()=x.
_ J xFOQ Jo(wnx) dx

2 1
= Cn f(:)lXj(z)(WnX)dX = j%(wn) fO xf(x)jO(WnX)dX

pues [o x/3(wnx)dx = L [0 u(w) du = 21 [?(Bw+Zw)]" = 32 (wn)

ya que las J, satisfacen [x"Jn] =x"Jp_1 = [xJ1] =xJo . Jj=—h

— [uJgdu= “72](2)+fujguj1du= “7ng+ %[ujl]z
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3.3. Problemas no homogéneos

y"” =x—d

Y(1)=y(2)+by’(2)=0 |’ d, b constantes.

Ej 1. Discutamos cuantas soluciones tiene {

s Ve x3_ dx? ’— x? ; .

La solucion general es: y =c1+C2x+ 5 —5- (con y _C2+7—dx). Imponiendo datos:
1
C1+C2=%—€

y()=ci+co+2—-9=0
c1+(2+b)c2 = 2bd+2d—2b—%

, €s decir:
y(2)+by’(2)=c1+2c2+3—2d+bcz+2b—2bd=0 {

Este sistema lineal tiene solucién Unica en ¢ y ¢z si el homogéneo tiene sélo la trivial
(si el determinante de los coeficientes es no nulo). Cuando el homogéneo tenga infinitas
soluciones, el no homogéneo tendra infinitas o ninguna. Por tanto, si b#—1, podemos
despejar de forma Unica c1 y ¢z, Yy la solucién queda determinada Vd. Pero si b=—1:

1
GtC2=5—% ] z c 0z
2776 | este sistema sélo tiene solucién cuando ¢—i=2 < d=2 ,
c _2 276 3 3
1tC2=3
y en ese caso una de las dos constantes queda libre. Si b=—1, d;ég, no hay solucién.

Demos un teorema que generalice el ejemplo anterior. Consideremos el problema
para la ecuaciéon no homogénea con condiciones separadas homogéneas:

Py { [P0y’ ] +g(x)y =£(x)
ay(a)—a’y’(a)=By(b)+B’y’(b)=0

y llamemos (Py) al problema homogéneo asociado (f=0). Entonces:

, peCL, g,feC, p>0 en[a,b].

El problema (Ps) tiene solucién Unica si y sélo si (Py) tiene sélo la
solucién y=0. Si (Py) tiene soluciones no triviales {ys} entonces | | 1 1

infinitas soluciones -7
ninguna solucién

Teor 1.

seguln sea fc?f(x)yh(x) dx ;8 , (Pf) tiene

Gran parte del teorema sale de imponer las condiciones de contorno a la solucién general
de la ecuacién y=c1y1+C2y2+Yyp, usando las propiedades de los sistemas algebraicos
lineales: tienen solucién Unica si y sélo si el sistema homogéno tiene sélo la trivial. Ade-
mds si hay soluciones y de (Pf) debe ser (y esto se ve que también es suficiente):

[2fyn=2[lpy'Y +aylyn = [Py’ —yyid]o+ [2[Lpy;) +9yn]y =0

Ej 1*. Para el Ej 1, (Py) tiene sélo la soluciéon y=0 si b#—1.Ysi b=—1 es y,={1—x}.

El (Pf) [para [y’]'=x—d], tendrd entonces solucién Unica si b#—1, e infinitas 6 0,
para b=—1, segln se anule o no la integral: flz(x—d)(l—x)dx = ‘21—% = d=§ .

Si en vez de la x—d dada tuviésemos una f(x) general, el teorema daria rdpidamente:
infinitas

Unica solucién si b#—1, e ninguna ’

segun flzf(x)(l—x)dxig ,para b=—1.

[Costarl’a bastante mas decirlo a partir de la solucién: c1+czx+xfff(s)ds—ff sf(s)ds ].

Ej 2 {xy” + 2y’ =3x—4 Determinemos cudntas soluciones tiene el problema.

2y(1)+y’(1)=y(2)=0 | Para ello empezamos analizando el homogéneo (Py):

2c1+c;=0 El homogéneo tiene

€2
c1+%=0 " infinitas soluciones {1—%}.

xy"+2y’=0_ — y=c1+3%, ’=—C—2—>{
y y Euleroy’=vy x Y x?

En forma S-L: [x2y’] =3x2—4x. [{(3x2—4x)(1—2)dx = [7(3x?—10x+8)dx = 0.
= el problema no homogéneo tiene infinitas soluciones.

[O directamente, hallando la solucién general de la no homogénea:

, - > { 2y(1)+y’(1)=2c1+c2—4=0 . cp=4—2c1, ]

€24 x =—£2 4 x—
x? y2)=c1+2%-2=0 c1 cualquiera

2
y=ca+35+5-2x,y
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Ej 3 {y”+y’—2y =1-2x Estudiemos también cuéntas soluciones tiene.

y(0)—y’(0)=y(1)=0 | Y volvemos a analizar primero el homogéneo (Pp):

3c=0

c1+ce2=0"" c1=c2=0.

y"'+y'—2y=0 - y=c1eX+cre 2, y'=c1eX—2ce~ %X, {
Como el problema homogéneo tiene Unicamente la solucién y=0,
nuestro problema no homogéneo tiene una sola solucion.
[Imponiendo los datos en la solucién de la no homogénea y=cjieX+ c;e2X+x

1+3e

podemos obtener esa solucién Unica: y = %e—zx eX+x .

Sea ahora el problema con condiciones de contorno no homogéneas:

(Pro) { [P0ay’] +g(x)y = £(x)
P Lay(a)—a’y’(@)=A, By(b)+B'y’'(b)=B

y sea (Pn) el homogéneo con f(x)=0, A=B=0 (el de antes). Hallando una funcién
v que satisfaga sus condiciones de contorno y haciendo w=y—v el (Pag) se reduce
a otro del tipo (Ps) ya discutido en el teorema 1:

{ [PCOW] +9()w =FOO=[pCIV'] =gV
aw(a)—a’w’(a)=0, Bw(b)+B'w/(b)=0

, peCl, g9,feC,p>0en[a,b],

(Pw)

Teor 2. | (Pag) tiene solucién Unica < (Py) tiene sélo la solucién y=0

[y si (Pn) tiene infinitas soluciones, (Pag) puede tener infinitas o ningunal.

La idea de hallar una v que cumpla las condiciones de contorno para hacerlas homogéneas
se utiliza a menudo en las EDPs. Para encontrar la v normalmente se trabaja por tanteo. Si
no es una constante, se prueba una recta; si no vale, funciones mas complicadas... Aunque
en (Pag) sea f(x)=0, si (al menos) una condiciéon de contorno es no homogénea, las
propiedades son las tipicas de uno no homogéneo. Como en el siguiente ejemplo.

Ej 4. Discutamos cuantas soluciones tiene: | (Pq) {;%/(1)_:;}/:(10):01 y2)=1

Comenzamos analizando cuantas soluciones tiene el homogéneo: y = C1+Cyx?% —

y'(1)+ay(1)=2c;+ac1+ac; =0 [2—3alcy=0 y=0 sia#2
y(2Q)=c1+4c2=0 — c1=—4c; 7 y=x?—4 si a=3

Si a;é 5+ (Pq) tiene solucion dnica. Para a—% vemos lo que sucede directamente:

{ Y'(D)+3y(1)=3[c1+4c2] =0

V(D)=crtderol no existe solucién de (P2/3).

Aungue también podriamos (mas largo) convertirlo en un (Ps) y aplicar el teorema 1.
Para ello buscamos una v de la forma v=Mx+N que satisfaga las condiciones:
V/(1)+3v(1)=1[5M+2N]=0 xw’ —w =—2
{v(2)=2M+N=1 W/ (1)+3w(1)=w(2)=0
La f del teorema 1 es, desde luego, la de la ecuacién escrita en forma autoadjunta,
2 .

0 cnon . 7 ! 97
con lo que, para aplicarlo, tenemos que reescribir nuestra ecuacién: [%] =—7"

fl [x2 4]1dt=2#0 = (Py) [y por tanto (P2/3)] no tiene solucién.

— v=5-2X, w=y—V — (Pw){

Consideremos ahora una tercera situaciéon, el problema de S-L no homogéneo:

(P3) { [py’] = ay +Ary =£(x)
ay(a)—a’y’(a)=By(b)+p’y’(b)=0

Sea (Ps) el problema separado de Sturm-Liouville homogéneo (el de f=0). Para
cada A aparece un problema de los ya vistos (con g=—g+Ar). Se tiene por tanto:

(P,) tiene solucién Unica & A no es autovalor de (Ps).
Si Ap es autovalor con autofuncién {yn,},

(Px.) no tiene solucién
An’ tiene infinitas

Teor 3.
segln sea f fyndx 7&0

51



y’+Ay=1

y'(0)=y’(1)—2y(1)=0

Hallemos los A, del homogéneo. Como BB’ <0 pueden aparecer autovalores negativos.
C2=C1\, }

ci(p[eP—eP]—2[eP+eP])=0

Ej 5.| (Py) { Estudiemos, seglin A, cuantas soluciones tiene.

A<0: y=c1ePX+cre PX -

Hay autovalor )\o=—p(2) Si thpo=p%, con yo={ch(pox)}

ool

[Utilizando el método de Newton o uno similar: po~2.07, Ao ~—4.27]. /I

c=0

—2¢1—C2 =0 } — A=0 no es autovalor.

c=0 N
ci(wsenw+2cosw)=0

A=0: y=c1+C2x —

A>0: y=C1 COSWX+Czsenwx —

Hay infinitos )\n=w,21 si tan wn=—win, con yp={cos(wnx)}.

Por tanto (la ecuacién esté ya en forma autoadjunta):
Si A#Ap hay solucién Unica de (Py).

Si A=Ag, como f(}ch(pox)dx#o , (Px) no tiene solucién.

Si A=Ap,n=1,2,..., fol cos (Wpx) dx = %7&0, (P») tampoco tiene solucién.

> 7 _ 2 Veamos si A=—1 y A=0 son o no autovalores
{x({)_+ fc()i)t)‘{z;_xz ,?2)_0 del problema homogéneo y discutamos cudntas
y y =y y — soluciones tiene el no homogéneo.
U(u—1)+pu+A=0, uy=++v/—A - u==+1,si A=—1; u=0, doble A=0.
_ 2c2=0 — c2=0 y cualquier c1 .
N 1,
A=—liy=cxteex %Cz+%Cz=0 } Es autovalor con autofuncién {x} .
c1—c2=0
c1+c2Iln2—c=0

Ej 6.

A=0: y=c1+c2lnx — }—» c1=c2=0. No es autovalor.

Por tanto, para A=0 el homogéneo tiene sélo la solucién trivial y el no homogéneo
tiene solucién unica Va.

Para A=—1 tendrd infinitas o ninguna. Para precisarlo debemos poner la ecuacién
en forma autoadjunta:

1 1 ’, 51
v+ ly aady=1-%, efVr=x, [y +aly=x-2.
Tendrd infinitas o ninguna solucién dependiendo del valor de:

Tiene infinitas soluciones si a=
Ninguna si a;é%.

wl

ff(x—%)xdx =f12(x2—a) dx=%-a

[Bastante mds largo seria hallar la solucién particular de la no homogénea e imponer los datos].
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4. Separacion de variables

Este amplio capitulo se dedica a uno de los mas antiguos métodos de resolucién
de EDPs lineales (el de separacién de variables) que nos permitird dar la solucién
(en forma de serie de Fourier) de gran parte de los problemas clasicos citados en
el capitulo 1, en concreto de los planteados en un intervalo finito en una de las
variables. Resolveremos la ecuacién del calor con varias condiciones de contorno,
la de la cuerda acotada, la de Laplace en rectédngulos, circulos y esferas... Ello serd
posible porque las ecuaciones seran ‘separables’ y los recintos que consideraremos
son simples, pero hay muchos problemas no resolubles por este método.

En la seccién 4.1 resolveremos problemas para la ecuacién del calor en 2 variables.
Empezaremos con problemas homogéneos (aquellos en que son homogéneas
ecuacioén y condiciones de contorno; si estas no lo son, primero haremos un cambio
de variable). Basicamente esta sera la técnica utilizada: buscaremos soluciones de
la EDP que sean productos de funciones de cada variable [u(x, t)=X(x)T(t)] y que
cumplan todas las condiciones homogéneas; obtendremos infinitas soluciones de
ese tipo resolviendo un problema de Sturm-Liouville (casi siempre para X”+AX =0)
y otra EDO; construiremos una serie a partir de ellas [u(x, t) =chXn(x)Tn(t)],
cuyos coeficientes ¢, se fijaran imponiendo la condicién inicial adn no utilizada
(bastard hacer un desarrollo de Fourier). La presencia de series exigiria justificar las
cuestiones de convergencia, pero no entraremos en ello. Después trataremos los
problemas no homogéneos, buscando también una serie solucién. Probaremos
en la ecuacion una serie cuyos términos serdn productos de las autofunciones
del problema homogéneo por funciones a determinar de la otra variable.
Resolviendo la familia infinita resultante de EDOs lineales no homogéneas con las
condiciones que se deducen de las condiciones iniciales, se obtendrd la solucién.

En 4.2 haremos lo mismo para la ecuacién de ondas, aprovechando para comparar
resultados con los obtenidos en 1.4 a través de extensiones y de la férmula de
D’Alembert. Veremos también un ejemplo para ondas en el espacio.

En la seccién 4.3 utilizaremos la separacién de variables para resolver problemas
para la ecuacién de Laplace (homogénea y no homogénea) tanto en coordena-
das rectangulares como en polares y tanto para problemas de Dirichlet, como de
Neumann, como mixtos. En cartesianas el problema de Sturm-Liouville a resolver
serd en x o en y segln convenga, pero en polares serd en la 6 (preferible al de
la ecuacién de Euler que apareceria para la r). Las condiciones adicionales a im-
poner a la otra variable serdn aqui de contorno (que en polares bastantes veces
no estan escritas explicitamente como hasta ahora). De las soluciones en forma
de serie deduciremos férmulas como la integral de Poisson, que da la solucién del
problema de Dirichlet en el circulo (otra forma de llegar a ella ser vera en 4.5).

En 4.4 extenderemos el método de separacién de variables a algunos problemas
con tres variables. La técnica serd muy parecida una vez definidas las series de
Fourier dobles. Simplemente habra que resolver dos (en vez de uno) problemas
de Sturm-Liouville. Veremos ejemplos en que aparecen de forma natural las fun-
ciones que estudiamos en el capitulo 2: los polinomios de Legendre (para Laplace
en la esfera) y las funciones de Bessel (estudiando la vibracién de un tambor).

En 4.5 veremos brevemente las funciones de Green, primero en problemas de
contorno para EDOs. Se escribira la solucién del problema no homogéneo en
términos de una integral con el término no homogéneo f y la funciéon de Green
G(x, s), construida con las soluciones del homogéneo. Luego se generalizard G
para dar las soluciones en términos de integrales de la ecuacién de Laplace en
recintos sencillos, introduciendo el concepto de solucién fundamental (funcién
v tal que Av=4) y utilizando el llamado método de las imagenes,
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4.1. Separacion de variables para el calor

Resolvamos varios problemas para la ecuacién del calor. En el primero, con ecua-
cién y datos homogéneos, los extremos de la varilla se mantienen a 0 grados y los
datos iniciales vienen dados por una f que suponemos C! atrozos en [0, L]:

u(x, 0) = f(x) [2]
uo,t)=u(L,t)=0 [3]

ur—kuxx =0, xe(0,L), t>0 | [1]
Sea [Pl]{

Busquemos soluciones de la forma u(x, t) = X(x) T(t). Debe ser entonces:

. X” 4 . 17 ’
XT'—kX"'T =0, es decir, 5- =17 (mejor que & =T").

Como el primer miembro es funcién sélo de x y el segundo lo es sélo de t ambos
deben ser iguales a una constante:

124 /
XT = %TT =—A (ponemos —A\ para que nos quede la ecuacién habitual).

X'+ AX=0 [4]
T'+AkT=0 [5]°
El producto de una solucién de [4] por una de [5] es entonces una solucién de

[1]1, cualquiera que sea A. Sin embargo, aqui nos interesan sélo las soluciones que
satisfacen las condiciones de contorno:

u(0,t)=X0)T(t)=0 = X(0)=0
(si fuese T(t)=0 tendriamos u=0 y no se cumpliria la condicién inicial).

Asi obtenemos una EDO para X(x) y otra para T(t): {

Andlogamente, debe ser X(L)=0.
Nos interesan, pues, las soluciones (no triviales) del problema de Sturm-Liouville:
X"+AX=0 A _ n?n?
X(0)=X(L)=0 n— 12

[Si el intervalo para la x fuese no acotado, no saldria un problema de contorno
de los de 3.1; se utiliza entonces la transformada de Fourier de 1.5].

, Xn={sen™*}, n=1,2,....

Llevando estos valores de A a la ecuacién [5] obtenemos:

2.2 242 2
TI =_knL2n T - Tnz{e_kn met/L }

Hemos deducido hasta ahora que para cada n las funciones
2.2 2
un(x, t) = {e‘k” UL sen %} , n=1,2,...

son soluciones de [1] que satisfacen también las condiciones de contorno [3]. Por la
linealidad de la ecuacién y de las condiciones, sabemos que una combinacién lineal
finita de estas u, también cumple [1] y [3]. Pero consideremos la serie infinita:

U, )= Catin(x, t) = . cpe kL2 son MIX | [

n=1 n=1

y supongamos que converge y que satisface tambien [1] y [3]. Si queremos que
ademads se cumpla la condicién inicial [2] debe ser:

> cnsenTE =f(x) = cn=%féf(x) sen™dx, n=1,2,... | [7]

n=1

pues la serie es precisamente la serie de Fourier en senos en [0, L] de f. Hemos
hallado la solucién Unica de [P1]: la serie [6] con coeficientes dados por [7].
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Pero deberiamos comprobar que la convergencia es suficientemente buena para asegurar
que realmente cumple el problema (una suma infinita de funciones derivables podria ser
no derivable). Si f es C! a trozos, se prueba que la serie converge en [0, L] x (0, ®), que
define una funcién C® en esa regidén y que u: y uUxx Se pueden hallar derivando término
a término (y asi se satisface la ecuacién). En x=0 y x=L es claro que u se anula. Y la
condicién inicial se cumple en este sentido: la u(x,t) definida por la serie para t>0 y por
u(x, 0)=f(x) es una funcién continua salvo en los puntos de t=0 en que f es discontinua.

Aunque f sea discontinua, la solucién es C* para cualquier t>0 arbitrariamente pequefio:
a diferencia de lo que ocurre con las ondas, las discontinuidades desaparecen en el calor
instantdneamente, como ya dijimos al resolverla con la F en la recta infinita.

Como cada unt—>0 y es buena la convergencia, se tiene: u(x, t)t—> 0 Vxe[O0,L]
— 00 — 00

(la varilla tiende a ponerse a 0 grados, como era de esperar).

Suponemos ahora que las condiciones de contorno son no homogéneas:

u(x, 0) =f(x)

ur—kuxx =0, x€(0,L), t>0
[P2] {
u(0,t)=T1, u(L, t)=T>, T1,T> constantes

Comenzaremos siempre haciendo cero las condiciones de contorno si no lo son.

[Si separdsemos variables directamente en [P3] llegariamos a X(0)T(t) =T:
(y otra andloga para x=L), expresion de la que no deduciriamos nadal.

Una v(x) que las satisface es la recta: v=[1—-7]T1+7T2.

Haciendo w=u—v, nuestro problema se convierte en otro como el [P1]:

w(x, 0) =f(x)—v(x) . Por tanto:

{ wi—kwxx=0, x€(0,L),t>0
w(0,t)=w(L,t)=0

o 9]
uCG ) =[1—2]T1+ 5Ta+ > cpe kL2 gen X | — v/ 4 vy,

n=1

con | cp= %fé [f(x)—v(x)] sen™dx, n=1,2,...

Esta v(x) tiene un significado fisico claro: como w—0 cuando t— o, v(x) es la
distribucion estacionaria de temperaturas hacia la que tienden las temperatu-
ras en la varilla, independientemente de las condiciones iniciales.

[Si T1 y T» fuesen funciones de t, la v(x,t) definida arriba (la misma que citamos
resolviendo la cuerda finita por D’Alembert) seguiria cumpliendo las condiciones de
contorno. Pero la ecuacién para la w obtenida haciendo el cambio seria, en general,
no homogénea, es decir, del tipo de las que vamos a resolver a continuacién. Dicha
v, funcién de t, pierde ademds su significado fisico.

No perdamos de vista que para otros datos de contorno diferentes habrd que hallar
v(x, t) diferentes. Algunas veces no dependerdn de x, otras seran rectas como aqui,
quizds haya que probar pardbolas o mejor otras funciones...].

Ej 1. {ut—uxx =0, x€(0,1), t>0

u(x,0)=1, u(0,t)=1, u(1,t)=0

— n+1 242
%e‘” Tt sen(nmx)

Operando se llega a: u=1—x+ % >
n=1

que tiende hacia la distribucién estacionaria v(x)=1-—x.

[No nos importa que para t=0 sea incoherente el dato inicial
con el de contorno en x =1; la solucién sera, como hemos
dicho, una funcién continua para t>0 y para el calculo de las
integrales el valor en un punto no influye]. "

[A la derecha, el dibujo (hecho con Maple) de la solucién para
t=0.001,0.01,0.1,1 (utilizando 20 sumandos de la serie)]. b s a6 o3 1
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Veamos cémo resolver el problema no homogéneo con datos homogéneos:

ur—kuxx = F(x,t), xe(0,m), t>0
[Ps] {U(x, 0) =1(x)
u(0,t)=u(mt)=0

(Tomamos L=m para abreviar las expresiones, pero no se pierde
generalidad pues un sencillo cambio de variable lleva [0,L] a [0, m]).

[Si las condiciones de contorno de [P3] fuesen no homogéneas empezariamos como
en [P2] con un cambio w=u—vVv para conseguir que lo fuesen].

Las autofunciones del [P1] eran {sennx},n=1,2,... Probamos en [P3] la siguiente
serie (relacionada con la ecuacién) que ya satisface las condiciones de contorno:

ulx, t) = Th(t)sennx | con las Th(t) funciones a determinar.
=1

n

[Si no se hubiesen hallado antes las autofunciones del homogéneo, se comenzaria
calculdndolas. En un problema no homogéneo siempre se prueba una serie de
autofunciones del homogéneo].

. 7 — 2 . . .
[Si tomasemos T, =cpe k"t funciones que aparecieron resolviendo el [P1], la u
satisfaria la ecuacién con F=0; asi que debemos darle mas libertad a las T, para
conseguir, al meter la serie en la ecuacién, una FZO0].

Suponiendo que la serie se puede derivar término a término:

S [T/(6) + kn2Ta()]sennx = F(x, t) = > Ba(t)sennx

n=1 n=1

con | Bup(t) = %ng(x, t)sennxdx | (desarrollo de F en senos para t fijo).

Entonces para cada n debe ser: T,’7 + kn?T, = Bp(t).

Y del dato inicial deducimos, desarrollando en serie:

u(x, 0)=i Th(0)sennx =f(x) = Th(0)=cn, con cn=%fgf(x)sen nx dx

Hallando la solucién Unica de esta familia de problemas con la EDO lineal para Ty :

{ T! + kn?Tp = Bn(t)
Th(0)=cn

(utilizando la férmula de las lineales de primer orden o, a veces, mejor por tanteo),
obtenemos la Tp(t) y, con ello, la solucién de [P3].

[Como siempre faltaria comprobar (justificando la convergencia) que esta serie es
solucion de verdad, que es realmente lo que sucede si f y F son decentes].

Otra posibilidad de resolver [P3] seria descomponerlo en dos subproblemas algo
mas sencillos [P1]1y [Pr], el primero con F=0 (ya resuelto) y el otro con f=0:

Ut—Kuxx =0 Ur — kuxx = F(x, t)
[P1] { u(x, 0) = f(x) [PF] { u(x, 0) = 0
u(o, t)=u(m, t)=0 u(o, t)=u(m, t)=0

La solucién ur de [Pg] se hallaria como arriba, simplemente sustituyendo los datos
iniciales T,(0)=cp por los homogénos T,(0)=0.

La solucién u de [P3] (gracias a la linealidad de la ecuacién y de las condiciones
iniciales y de contorno) seria la suma de esta ur y de la serie solucién de [P1] que
obtuvimos anteriormente.

[Normalmente descomponer en subproblemas es una pérdida de tiempo. Quizas sélo
pueda ser util si alguno de ellos estuviese ya resuelto, como es nuestro casol].
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Resolvemos ahora el problema homogéneo para la varilla con extremos aislados:

u(x, 0) =f(x)

ur—kuxx =0, x€(0,L), t>0
[P4]{
uX(o, t)=uX(L, t)=0

Separando variables (es la misma ecuacién) aparecen, claro, las mismas EDOs del
problema [P1]. Pero ahora cambian las condiciones de contorno de la X:

X"+ AX=0
{ n?  p=0,1,2,..., Xn={cos "=} [Xo={1}].

_n
X(0)=X'(L)=0 M=

Para estos valores de A se tienen las Tp,={e kn*m*t/L*} [To={1}].

, . C X 224712
Asi pues, probamos la serie: | u(x, t) = 7" + > cpe k" mUL cog ITX

Queremos que se satisfaga la condicién inicial: u(x, 0) = —+ Z CnCOS —/— ”"X =f(x).

Los ¢, desconocidos serdn los coeficientes de la serie de Fourier en cosenos de f:

Ch=71 fo f(x) cos "= dx, n=0,1,2,...

Observemos que de nuevo la solucién se puede interpretar como la suma de una
distribucién de temperaturas estacionaria [ co/2 ] y una distribucién transitoria que
tiende a 0 cuando t — co. Era esperable que toda la varilla (aislada) tendiese a la
misma temperatura y que esta fuese el valor medio de las temperaturas iniciales:

Toz Lfof(x)dx

Si los datos de contorno hubiesen sido ux(0, t)=Fo(t) , ux(L, t)=F.(t) (flujo dado
en los extremos), en general, no se puede encontrar una v(x, t) que sea una recta
y, al hacer w=u—v, la ecuacién en w que resulta es no homogénea.

Para resolver un problema no homogéneo con estas condiciones en la uy, proba-
riamos la serie con las autofunciones del homogéneo que hemos hallado:

u(x, t) =To(t) + Z Th(t)cos &

y resolveriamos las EDOs que surgirian, con los datos iniciales deducidas del dato
inicial de la EDP.

Ur—Uxx =0, xe€(0,1), t>0 | Tanteando con v=Ax2+Bx obtenemos que
Ej 2. { u(x,0)=0 v=x2 cumple las condiciones de contorno.
ux(0,t)=0, ux(1,t)=2 Y haciendo w=u—x2 se tiene el problema:

w(x, 0) = —x2 - w= To(t)+2 Th(t)cosnmx — T’+Z[T’+n n2T,] cosnmx=2

{ Wt — Wxx = 2
WX(OI t)=Wx(1, t):o n=1

[funcién que ya estd desarrollada en cosenos].

(o<} 00 1
To(0)+ > Tp(0) cos nmx=—x? =—% + > anpcosnmx, con ap=—2 [y x? cosnmxdx
n=1 n=1

= { T‘/’ =2 { T,’7+n2n2Tn=0 Resolviendo y deshaciendo el cambio se llega a
7 o Vi | |
To(0)=—2% " | Ta(0) = an g
u(x, t) = 2t+x2———izz e~ "™t cosnmx

[u— oo pues por el extremo derecho estamos constantemente metiendo
calor: su flujo va en sentido opuesto al gradiente de temperaturas].

57



Mas ejemplos de separacién de variables para el calor o EDPs similares. El primero es no
homogéneo. Y sus condiciones de contorno no nos han aparecido aqui todavia:

Ut—Uxx =t Senx, xe( g) Para saber que solucién probgr, necesitamos
Ej 3 0 0.t las autofunciones del homogéneo. Al separar
u(x, 0)=u(0, t)=ux(z, t)=0 variables en ut —uxx=0 vimos que aparecia:

X”"+AX=0 (ademdas de T’+AT=0 que ahora no nos importa). Esto, con las condiciones
X(0)=X’(5)=0 que salen de los datos de contorno nos da (problema conocido en 3.2)
dichas autofunciones: X,={sen(2n—1)x}, n=1,2,... Llevamos, pues, a la ecuacién:

u(x, t) = i Th(t)sen(2n—1)x — i [T/+(2n—1)?Tp]sen(2n—1)x = tsenx.
La F(x,t) de Inazlderecha ya esta desarrnglllada en esas autofunciones (no hay que integrar).
Hemos obtenido las ecuaciones ordinarias: T1+T1=t y T,’7+(2n—1)2Tn=0, n>1.
Del dato inicial deducimos: u(x, 0) = i Th(0)sen(2n—1)x=0 — T,(0)=0 Vn.
=1

T1+T1=

La Unica T, #0 saldra de: {T1(0)=0

— T1=Ce t+etfeftdt=Ce t+t-1
[0 més corto: Thp=At+B — A+At+B t].
Imponiendo T1(0)=0, hallamos T y la solucién Gnica: u(x,t)= (e t+t—1)senx .

[La ‘serie solucién’ sélo tiene un término y no hemos necesitado integrales para dar
los ¢n Yy Bn. Esto ocurrird silas f o F son autofunciones o sumas finitas de ellas].

El siguiente nos sirve para reflexionar sobre las v que hacen cero las condiciones de con-
torno (siempre necesario).

Ut—4uxx=0, xe(0, ), t>0 | Tenemos también probada (en 1.3) su unicidad.
Ej 4. { u(x,0)=1 Una v que cumple las condiciones de contorno
ux(0, t)=0, u(m, t)y=e=% salta a la vista: v(t)=e~4!. Haciendo w=u—v:

— = — — _ — Aa—4t
{Wt AWsox = [Ur— Al ] — [Ve—dvix] = 4€ [problema no homogéneo].

w(x, 0)=wx(0, t)=w(m, t)=0

Aqui las autofunciones las da X”’+AX=0 con X/(0)=X(m)=0, lo que nos lleva a:

w(x, t) =3 Tp(t) cos(znzl)x - Y [T/ +(2n—-1)%T,] cos@ =4e~4 -
n=1 n=1

» con B”=%fg4cos(2n21)x dx= 11?((2n1)n1+)1

{ T/ +(2n—1)?Tp=Bpe™ 4
Th(0)=0 (del dato inicial)
Resolvemos la EDO lineal utilizando coeficientes indeterminados: Tpp=Ae~4t —

_ —(2n—1)2t B, e—4t Tn(0)=0 _ 16(—1)'”'1 _at _(2n—1)2t
Tn=Ce (2010 4 @n-1)2—4 Th(t)= n(2n—3)(2n—1)(2n+1)[e —e~(2m-1) ]

¢Podrfamos encontrar una v mejor que no estropee la homogeneidad de la ecuacién?
Buscamos v(x, t) que también la cumpla. Al separar variables vimos que es solucién,
para todo A, el producto de soluciones de X””+AX=0 y de T’+4AT=0. En particular,
VA, B lo es: v=e*(Acosx+Bsenx). Imponiendo a esta v los datos de contorno:

[problema homogéneo v,

w(x, 0)=1+cosx por tanto, mds sencillo]

wx (0, t)=w(m, t)=0

v=—e"*#cosx —
u=v+w

{Wt—4Wxx =0

wx, t)=>cn e—(zn—l)ztcosw - w(x,0)=>cp cos@ =1+cosx —
n=1 n=1

_2m @n=1)x 4o _ 2(=1)T 1 12
=2 [ (L+cosx) cos-=5=% dx= == |:2n+1+2n—3 2n—1]

Evidentemente, deben coincidir las soluciones halladas por los dos caminos:

u=e"44+ 3 Th(t) cosw y u=—e"%cosx+> cp e—(2n-1)°t cosw ;

n=1 n=1

[Observemos que las soluciones tienden a 0 cuando t — oo. Esto era esperable, pues uno
de los extremos esté aislado y al otro le obligamos a tener una temperatura que tiende a 01.
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En este, la condicién de x=0 representa la radiacién libre hacia un medio a 0° (el flujo de
calor es proporcional a la temperatura: si es positiva el calor sale y entra si es negativa). En
x=1 fijamos el flujo de calor que sale de la varilla (al ser ux>0, es hacia la izquierda).

ut—uxx=0, x€(0,1),t>0 | Vimos en 1.3 que tiene solucion Unica. Lo primero,

Ej 5 u(x, 0) =x como siempre, es hacer homogéneas las condicio-

"] ux(0,t)—au(0,t)=0, a>0 | nes de contorno. Tanteando con rectas v=Mx+N,,
ux(l,t)=1 se llega a que las satisface:

Wi — Wxx =0
w(x, 0)=—1, wx(0, )—aw(0, t)=wx(1, t)=0
Separando variables se llega a T’+AT =0 y al problema de contorno:

{ X"+ AX=0

1

V=X+35, W=Uu—V — {

X'(0)—aX(0)=X"(1)=0 que sabemos que no tiene autovalores < 0.

Esta ecuacién transcendente nos da los infinitos
An =W:21 >0 (aproximables numéricamente).

. c;—ac1=0
Si A=0: X=C1+C2X_’{c§—0 1=¥ ., A=0 no autovalor.
. 1 1
Si A>0: X=cjcoswx+crsenwx, w=vVyA — ; ! i fanwi
cow—ac1=0 =90 : ! :
€2 COSW—C1senw=0 2=yl : i : :
a H ! 1 La/w
ci(acosw—wsenw)=0 — tanw=1;. A (-
0f W WZ: w; | wy
i i
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1

Las autofunciones son: {cos WnX + Wi sen wnx} ,
n

aunque quedan mas compactas escritas en la forma: X, = {cos wn(x—l)} .
Yendo a la ecuaciénen T: Tp={et} - w=> chpe X, (x).
n=1
Imponiendo el dato inicial se determinan los ¢, [serian aproximados al serlo los Ap ]:

S =_1 __ 1 '1 _ 4senwp
;Can(x) =Ta T T T X J-O aXn(x)ax =— a(2wn+sen2wp) ’

1
2 1 1 1
pues j [Xn()] dx = 3 + z3,-[ sen2wp(x—=1)]; . x+1
0
Si es calculable exactamente la distribucién estacionaria hacia la
que tienden las temperaturas en la varilla: ol

u(x,t)=w(x,t)+x+%—>x+% cuando t — oo

[La temperatura final de la varilla, como era esperable, es menor cuanto
mayor sea el a, es decir, cuanto mas fuertemente irradie su extremol. 0 1

En los dltimos ejemplos que tratamos vemos que se puede aplicar el método de separacién
de variables para otras ecuaciones separables (y no sélo para la del calor).

Ej 6 ut—4(1+2t)uxx=0, x€(0,m), t>0 | Problema homogéneo. Primero separamos

u(x,0)=1, u(0, t)=ux(m, t)=0 variables u=XT en la nueva ecuacién:
_ X' __ T _ X" +AX=0 —@n=12  _ @n=1)x
XT/—(4+8f)X”TI X = (4+8t)T__)\ — {X(O):X’(’II)=0 5 )\nl—2 7 , Xn—{sen 5 }
n=1,2,...

Y ademés: T/+4Ap(1+20)T=T'+(2n—1)2(1+26)T=0 — T,={e- @1t}

. = —(2r—1)2 2 =
Probamos entonces la solucién: u(x,t) =3 cpe= D&+ sen w

n=1
: ; e S (2n—1)x
Para determinar los ¢, imponemos el dato inicial: u(x, 0) = Z chsen=—-==1 —
n=1

_2(" (2n—1)x _ 4 (2n—1)><]7T _ 4
cn—ﬁfo sen ~=—== XdX_—n(Zn—l) CO0s = 0= TEA=D) -

2 = _(ONn_1)2 2 —
Por tanto, la solucién el problema es: u(x,t) = %Z an_l e~ (2n=1)*(t+t*) g w .
n=1

[Para ser serios habria que probar su unicidad siguiendo la demostracién del calor].
[Ya hemos dicho que la ecuacién del calor (y similares) admiten datos discontinuos].
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Ej 7 { Ut—uxx+3u=F(x),xe(0,m),t>0 | Hallemos: a) Su solucién si F(x)=4senx.

u(x, 0)=u(0, t)=u(m, t)=0 b) 2 términos de la serie solucién si F(x)=m.

[El término +3u representa una pérdida
de calor al medio a lo largo de la varilla].

Separando variables: u(x, t)=X()T(t) — XTN=TT'+3=—)\ [

X'"+AX =0
{X(O) —X(1) = 0—»)\,7_ 2 n=1,2,..., Xn={sennx}.

Busquemos las X, del homogéneo:

damos el 3 ]
mejorala T

[Y ademas T’+ (3+A)T=0, que aqui no se utiliza por ser problema no homogéneo].
Llevamos u(x,t)=> Tph(t)sennx a la EDPy al dato inicial para calcular los Tp:
n=1

> [T,’1+(n2+3)Tn]sen nx=F(x), a desarrollar en sennx para igualar las expresiones.

n=1

Ademaés: u(x, 0)= i Th(0)sennx =0 — Tp(0)=0Vn. Nos queda en cada caso:
n=1

T/ +4T1=4 , .,
a) Tl(O) 10 — T1=1—e"%, y los deméas Tp=0. La solucién es u=(1—e~4)senx.
1 —
—— n
b) El desarrollo es m=4senx + %sen 3x+:--, pues cn=%fgnsennxdx =21(Tl).

A la vista de este desarrollo, es no nulo T; [el de a)] y el siguiente no nulo lo da:
Ti+12T3=
T3(0)=0

[Se puede ver casi igual que para el calor que la solucién es Gnica; o bien, haciendo u=e=3tw
se obtiene un problema para el calor con esos datos, cuya unicidad ya demostramos].

4
3 5 T3=3(1-e12) - u=(1—e"*)senx+3(1—e 12)sen3x + -

Hasta ahora la EDO del problema de Sturm-Liouville siempre ha sido X”/+AX=0, y, por eso,
las series de Fourier eran todas con peso r(x)=1. Resolvamos un ejemplo para una EDP
parecida a la del calor en el que aparece otra ecuacion ordinaria para la que es necesario
utilizar la teorfa mas general del capitulo 3.

B { Ut—Uxx—4Ux—4u=0, xe(0, n), t>0 mas corto ahora aqui
J O©.

’ 1" ’ /
u(x, 0) = e=2, u(0, t)=u(m, t)=0 u=XT - T =22 4o )

X" +4X' +(4+A)X=0
X(0)=X(m) =0

Hay que resorver el problema de contorno (y debemos tratar los A<0). u=—2++—A\.
A<0: X=c1e2+PX 4 ce(2-PX S X = 0. A=0: X=(c1+c2x)e= XS X =0.

(en forma autoadjunta [e**X’] +4e®X+Ae**X=0) y T/+AT=0.

—2x =0

>0: =
A>0: X=(c1coswx+crsenwx)e ' Coe~2Msen wiw=0"

An=n?, X,={e"%Xsennx}
n=1,2,...

., © 2 L
Probamos pues la solucién: u(x, t) = Z cpe N“te=2Xsennx . Falta el dato inicial:

n=1

(o<}
u(x,0)=>cn e~2Xsennx=e~2X, Aunque hay atajos seguimos con la teoria general:
n=1

Para calcular los ¢, necesitamos hallar (X,7,X,7)=f(;T e e sen?nxdx =T

7 ’
m__ 1-(=1)"

y ademas: (e=2%, X,) f e e=2X e=2X gen nx dx = —l cos nx]0 -

2z (2m-1)t o
Por tanto, la solucién es: u(x, t) == Z S e Zsen(2m—1)x.

Veamos ahora los atajos. El primero es observar que la igualdad de u(x, 0) equivale a:

(o)

s 7 g
Z chsennx=1 (desarrollo de 1 en senos) —» Cp= %fo sennx dx (calculado arriba).
n=1

El segundo viene de recordar (1.2) que cambios u= ePt+3Xyw simplifican la ecuacién.
Podriamos tantear, pero en este caso todo pide hacer:
= e Xw - ur=e " 2Xwy, Ux= e X[ Wx—2W], Uxx= € X[ Wxx—4Wx+4w] —
{Wt— Wxx =0

w(x, 0)=1, w(0, )=w(r, )=0 ' problema cuya solucién ya calculamos (pag. 54).
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4.2. Separacion de variables para ondas

Resolvamos el problema para la cuerda vibrante con extremos fijos (en 1.4 lo
resolvimos extendiendo los datos y aplicando la férmula de D'Alembert):

u(x, 0)=£(x), ut(x, 0)=g(x)

urt — C2uxx =0, x€[0,L], teR
[Pl]{
u(o, t)=u(L,t)=0

Separando variables u=X(x)T(t) e imponiendo los datos de contorno obtenemos:

X' _ATV ] X7 +AX=0, X(0)=X(L)= 0—»)\,7_— X,,_{sen”""
T” +Ac2T =0 n=1,2,.

Las T, correspondientes son combinaciones lineales de sen 2 ”"Ct y cos ”’ZCt.

+ ChSen sen—r—, n=1,2,...

Asi, funciones de la forma: un(x, t) = [kn cos”"Ct ”"Ct] pax

satisfacen la EDP y las condiciones de contorno. Probamos, pues:

u(x, t) = Z [k,, cos ”"Ct + cpsen ”"Ct] sen =

n=1

con kn y cp constantes. Para que se cumplan las condiciones iniciales:

u(x, 0) = Z knsen ™ =f(x) — | kn=2 [; f(x) sen "X dx, n=1,2,...

n=1

y suponiendo que la serie se puede derivar término a término:

ut(x, 0) =Z Tfcpsen= =g(x) - | cp=

—= fo g(x) sen™ X dx, n=1,2,.

pues %cn son los coeficientes del desarrollo de g en senos.

Tenemos una solucién, formal en principio, aunque se prueba que las series convergen
y satisfacen realmente el problema si f y g cumplen las condiciones que pedimos en
1.4: si sus extensiones impares respectoa 0 y L son C2 y C1, respectivamente (si f
6 g no son tan regulares la serie solucién representard lo que llamamos una solucién
débil; en las ondas no desaparecen las discontinuidades).

Para algunas cuestiones (valores concretos, dibujos, ... ) serd mejor usar D'Alembert,
pero se ven mejor otras propiedades en la serie. Por ejemplo, como cada u, es 2L/c-
peridédica en t, tambien u tiene este periodo. Observemos ademds que la solucién
aparece como combinacién infinita de ‘modos naturales de vibracién’ [ sen(nmx/L)1]
cada uno de los cuales vibra con una frecuencia nnc/L (‘frecuencias naturales’ de la
cuerda). En términos acusticos u; da el tono fundamental (su frecuencia es nc/L) y
los demds son los ‘arménicos’ (de frecuencia multiplo de la anterior).

Como siempre, para empezar a resolver por separacién de variables, han de ser
las condiciones de contorno homogénes. Y para los problemas no homogéneos se
prueban series de autofunciones del homogénero.

uit—uxx =0, x€[0,1], teR

(Ejemplo 7 de 1.4 que podia
a 0<x<1/2 nx
Ej 1. u(x,0) = { }:E—x, 1X/ES/xsl representar la pulsacién de

ue(x, 0) = u(0, t) = u(L, t) = la cuerda de una guitarra).

Basta copiar de arriba: u(x, t) = Z kn cosnmt sennmx (2-periddica),
n=1

con kn=2f§/2xsennnxdx+2f11/2(1—x)sennnxdx:ﬁsen% (=0 si n par).

(Pulsando la cuerda en el centro desaparecen los armdnicos pares).
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Ej 2. u(x, 0)=x2, ut(x,0)=0 parando variables. En ambos casos, lo primero es

{ utt—Uxx=0, x€[0,2],teR | Hallemos u(l,2) y u(x, 1), con D'Alembert y se-
u(0,t)=0, u(2,t)=4 hacer las condiciones de contorno homogéneas.

La v(x, t)=[1—7]ho(t) + Th.(t) citada en 1.4 (y en la seccién anterior) es adecuada:

Wit—Wxx =0, x€[0, 2] L ——— ey
vV=2X, W=U—2X — { w(x, 0)=x2—2x, we(x, 0)=0 . / \\' '/ \‘
w(0, )=w(2,t)=0 4 — *

-2
Para D’Alembert ebemos extender f de forma impar
y 4-periddica a f* definida en R:

.., —X(x+2)en[—2,0], x(x—2)en[0,2], —(x—4)(x—2)en[2,4],

La solucién viene dada por w = %[f*(x+ t)+f*(x—t)]. Por tanto:
w(l,2) = 3[f*B)+f*(— 1)] [f (D+f*(— 1)] = r—f(1)=1 - u(l,2)=3.
Para hallar w(x, 1) aparecen dos casos (se podria ver con Ios dominios de dependencia):

_Lres (v 1v]_ [ OSXSL, -(x—1)(x+1) + (x+1)(x—1)] = 0
W, D=3 0 D)= {1505 20T De T e

[Es claro que llevando f* una unidad a izquierda y derecha y sumando todo se cancela].

— u(x, 1)=2x.

Para resolver el problema en w separando variables copiamos de la pdgina anterior:

2
w(x, t) = an cos Zsen 22X con kp=[; (x2~2x)sen" dx = —325[cos n—1]

_ 32 1 (2m—1)nt (2m—1)nx
- wxt)=-35 21 Gm_1y3 €0 > sen > .
m=

Para t=1 todos los cosenos se anulan, con lo que w(x, 1)=0 (como por D’Alembert).

Ademads w(l,2)= =% Z ((2;)m1+)13 [=1; deducimos que 1— 31—3 + 5—13 — 7—13 +-..= % ]

Uit — Uxx =X, X€[0, ], teR
Ej 3 { tt — Uxx [0, m]

Ux, 0)=e(x, 0)=u(0, t)=u(m, =0 | — U=, Talt) sennx

n=1

Esta serie ya se anula en x=0 y x=m. Ademas debe cumplirse:

2[_1]n+1 2[ 1]n+1
n n3

Tr’7’+n2Tn=%fgxsennxdx= — Tp=cjcosnt+cysennt+

u(x, 0)=u(x,0)=0 — T,,(O)=Tr’7(0)=0 - u(x, t)=2 Z % [1—cosnt] sennx .
n=1
De otra forma: podriamos conseguir un problema homogéneo hallando una solucién
de la ecuacién v(x) que cumpla las condiciones de contorno:
0)=v(m)=0
V=X = V=C1+Cax—gx3 R v=g(mx—x3).
Con w=u—v, acabamos en [P1], con f(x)=—Vv(x) y g(x)=0, con lo que:

B S~ [=117 1 (T 3_ o2 21
u=g(m?x—x3)+ 227 cosnt sennx, pues 3z [ (x3—m2x)sennxdx=="5-.
=

Aunque las series anteriores dan la solucién V(x, t), el problema es obtener (sin orde-
nador) informacién sobre ellas. Por ejemplo, iqué aspecto tendra:

_ < 4 _1(.2 3 o 2
ulx, m) = Zl Gmo1y sen(@m—1)x = z(m2x—x3)+ Z; 25 sennx?
m= n=

Esto es facil decirlo con D’Alembert en este caso. La solucién del problema en w es:
w(x, n)=%[f*(x+ m)+f*(x—m)], con f* extensi6n impar y 2m-periddica de —v
Por la periodicidad y mantener la expresién f* en [—m, 0] por ser v impar:

w(x, m) = f*(x—n)=—v(x—m), si x€[0, ] =

x(m+x)(m—x) _ (x— n)x(2n x)
6

u(x, m) =v(x)— v(x—m) = x(n Xx),

parabola invertida con su maximo en x=g facil de dibujar.
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Se pueden imponer otros tipos de condiciones de contorno (como las del calor) a la cuerda
vibrante, que también dan lugar a problemas resolubles separando variables. La condicién
ux =0 significa que el extremo de la cuerda se mueve con libertad verticalmente (se puede
imaginar una anilla engrasada al final de la cuerda rodeando una varilla vertical) y ux—au=0
6 ux+bu=0 indican que el extremo estd unido por un muelle al punto de anclaje.

Ya dijimos en 1.4 que las condiciones llevan a extensiones pares.

[Separando variables salen las autofunciones sen con condiciones u=0

L
y cos% si son ux=0: la periodicidad y paridades de las soluciones son las

mismas, faltaria mas, resolviendo el problema por uno y otro métodol.

urt—uUxx=0, x€[0, 2m], teR
. _ _f senx, xe[0,7] Hallemos u(x, 2m), por D’Alembert

Ej 4. U5 Y=, THES O)_{ 0, xe[m,2m] y separando variables.

ux(0, t)=ux(2m, t)=0

g*
{utt—uxx=0, x,teR | N\ | /V\_

o AT .
u(x, 0)=0, us(x, 0)=g* (x) con g* pary 4m-periodica. To- o T o 2T

X+2m

1
u(x,2m) = 5 xom

g* = %f_zgng* =fgsensds= 2
[la integral en un periodo de una funcién periédica no depende del intervalol.

Separando variables: X/ +AX=0, X’(0)=X’(2m)=0 — )\n=%, Xn={cos %}, n=0,1,...

{T”+)\nT=O To={t}

—a = nt nx
T)=0 Tp={senl}, n>1 = U D=73t+2 ansenz cos 5 ~

n=1
u(x, 2m) = apm. Basta hallar este coeficiente. ut(x, 0) =% + >} an5 cos T=g(x)
n=1

2 r2m

Z 2 g=%fgsenxdx=% — u(x,2m)=2.

—_ aoz

[Obsérvese que la solucién tiende a o cuando t — co. Como estd subiendo
inicialmente y los extremos estén libres, la cuerda asciende indefinidamente].

En el siguiente ejemplo, consideramos una ecuacién con un término mas afiadido
a la de ondas (que podria representar un rozamiento con el medio):

Como la ecuacién es nueva, debemos

Ej 5. :
comenzar separando variables:

u(x, 0) =sen2x

{ utt+4ut—uxx=0, x€[0, ], teR
ut(x, 0)=u(0, t)=u(m, t)=0

X""+AX =0
X(0)=X(m)=0

u=XT — X[T//+4T/]_X//T=O R T//_:L4T/=X7// — ) {

An=n?%,n=1,2,..., Xn={sennx} — T”+A4T'+n?T =0, r=—2+v4—n?2 -
Ti=c1e0C2+V3)t 4 50230t | T)—(c14cot)e 2t

Th>3 =e_2t(c1 cosvVn?2—4t+cysenvn?—4 t) .

Probamos, pues, u(x, t)=2 Th(t)sennx . Sélo faltan las condiciones iniciales:

n=1

u(x, O)=i Th(0)sennx=sen2x I ’
n=1 — . ecuacion homogenea
S T = Tall)=0, & =2 [con datos nulos |
ut(x, 0)=>" T/(0)sennx=0
n=1

T2(0)=c1=1

— = —2t
T£(0)=C2—2C1=0 i (1+2t)e sen2x.

Sélo es no nula T, para la que

[La cuerda con rozamiento tiende a pararsel.
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Para la ecuacién de ondas en el plano o el espacio y coordenadas no cartesianas
(y también para la del calor), aparecen ecuaciones que no son X”+AX=0 y se
debe (como en el ejemplo 7 de 4.1) manejar la teoria general del capitulo 3. Los
problemas en mas variables se veran en 4.4, pero podemos resolver ya alguno si
se reduce a uno de 2 variables.

Por ejemplo, la ecuacién de ondas ui—c?Au =0 en recintos esféricos lleva, en
general, a una EDP en 4 variables (el tiempo t y las variables esféricas r, 6, ¢),
cuyas soluciones quedarian determinadas (como en la recta) fijando unos datos de
contorno y un par de condiciones iniciales. Pero si buscamos sélo sus soluciones
independientes de los angulos aparece la ecuacion de ondas en el espacio con
simetria radial (en 2 variables y ya citada en 1.4). En concreto, vamos a resolver
el siguiente problema homogéneo (vibraciones entre dos superficies esféricas):

Uet—Urr—2ur=0, 1<r<2, teR

[P2] § u(r, 0)=f(r), ut(r,0)=g(r)
u(l, t)=u(2, t)=0

1, 2R’

’" rR”+2R’+ArR=0
Separando variables: u(r, t)=R(r)T(t) — T’ = TT =—)\ — {

T”+AT=0
Las condiciones de contorno imponen: R(1)=R(2)=0.

Vimos la ecuacién de R en 3.1 (alli asociada a un problema singular, aqui es regular
pues estamos en el intervalo [1, 2]). Se resolvia haciendo el cambio de variable:

S”+AS=0 r=s+1(S”+AS=0 An=n?m2, n=1,2,... sennmr
— Ry={zenom)

5(1)=5(2)=0 ~  15(0)=5(1)=0 ~ 5,={sennms}

Y para esos valores de A las soluciones para T son Tp={cosnmnt,sennmt}.

5=I’R—>{

sennmr

Probamos, pues: | u=>[kpcosnmt+ c,sennmt] -
n=1

Las condiciones iniciales imponen: > kp=*t =f(r) y 3 nmcy = =g(r) .
n=1

n=1
Para hallar los coeficientes del desarrollo de una funcién en las autofunciones Rp(r)
debemos utilizar el peso del problema de Sturm-Liouville: [r2R’]’ + Ar2R =0 .

Como (Rn, R fz 2sen’ mTrdr— 5 Y (f, Rn) flz r?f(r)>=="=dr, concluimos que:

kn=2f12 rf(rysennmnrdr| y cn=%f12rg(r)sennnrdr

Evidentemente se llegaria a lo mismo (aqui es mucho mas corto, pero otras veces
no podremos hacer estos atajos) observando que las condiciones deducidas de las
iniciales se podrian haber reescrito asi:

> knsennnr=rf(r) y > nmcpsennnr=rg(r).

n=1 n=1
De hecho, todo el problema se hubiera simplificado notablemente si hubiéramos
utilizado inicialmente el cambio de variable que hicimos en 1.4:

v

- v(r,0)=rf(r), vi(r, 0)=rg(r) , problema casi igual al de la pagina 57.

v(1l,t)=v(2,t)=0

Vee—Vrr=0
u=t -

[Las ondas en plano con simetria radial satisfacen utt—urr—%ur=0 y la ecuacién en
R es rR””+R’+ArR=0, que (lo vimos en 3.1) estd asociada a las funciones de Bessell].
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4.3. Separacion de variables para Laplace

Resolvamos utilizando el método de separacién de variables diversos problemas
para la ecuacién de Laplace en recintos especialmente simples. Comenzamos por
el problema de Dirichlet en un rectangulo, es decir:

f
Au=F(x,y), en (0,a)x (0, b) b HX)
[P1]1{ u(x, 0)=fo(x), u(x, b)=fp(x) 9 o)
u(0, y)=9go(y), u(a, y)=galy) 0|| —

Por ser lineales la ecuaciéon y las condiciones, basta resolver los 5 subproblemas
que se obtienen al hacer 4 de las 5 funciones que aparecen igual a 0 y sumar
las 5 soluciones (de hecho, conviene descomponer en menos o hacer cambios que
anulen alguno de los términos no homogéneos). Comencemos resolviendo, por
ejemplo, uno de los 4 problemas para la ecuacién homogénea:

Au=0, en (0,a)x (0, b) ulx, y)=Xx)Y(ly) = X"’Y+Xy”=0 —
{ u(x, 0)=fo(x) X"y A X"4+AX=0
u(x, b)=u(0, y)=u(a, y)=0 TX T Y TAT Iy AY =0

De u(0,y)=u(a,y)=0 se deduce que X(0)=X(a)=0, con lo que el problema de
contorno para la X tiene solucién no trivial si
272
)\n=% ) X,,={sen %} , n=1,2,....
Para esos Ap es Y,=c1e"™/A4c, e~ "MY/a |3 condicién homogénea aln no aplica-
da u(x, b)=0 impone Y(b)=0. Nos interesan las Y, que la cumplen:

lopy :_CleZnnb/a - Yn:Clenrrb/a(enrr[y—b]/a_enrr[b—y]/a) - Y,= {Sh nn[g—y]}

(o]
Probamos entonces: | u(x,y)= > cn sh% sen™2X

n=1

Para satisfacer la condicién de contorno no homogénea que falta:

[o o]
u(x,0) = Z Cn Sh% Sen% =fo(X)— | cn Sh% - %fgfo(x) Senngx dx
n=1

Andlogamente se resuelven los otros 3 subproblemas con F=0 de [P1]. En uno de
ellos volvemos a tener las X, de antes, y en los otros dos es Y (con condiciones
de contorno homogéneas) la que proporciona las autofunciones Y,,={sen %}

[Los papeles de X e Y son intercambiables. En calor y ondas el problema de contorno
siempre era para la X (las condiciones de T eran inciales). Para Laplace en polares,
aunque tanto R como © tendrén condiciones de contorno, la EDO de la © serd més
sencilla y la elegiremos siempre para obtener las autofunciones].

Para resolver el ultimo subproblema, el de la ecuacién no homogénea:

Au=F(x,y), en (0,a)x (0, b)
{ u(x, 0)=u(x, b)=u(0, y)=u(a, y)=0

como siempre se prueba una serie de autofunciones. Aqui hay dos posibilidades
[elegiremos la que dé un desarrollo mas facil para F]:

UGG y) =3 Yaly)sen g 6 u(x,y) =) Xn(x)sen 7
n=1 n=1

[No olvidemos que con un cambio w=u—V, o resolviendo menos subproblemas se
puede llegar antes la solucién; lo Unico necesario para empezar con separacién de
variables es que sea u=0en x=0,a 6en y=0,b].
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Siguiendo con Laplace en cartesianas, resolvemos un problema de Neumann.
Suponemos la ecuaciéon no homogénea, pero con condiciones de contorno homo-
géneas (si no lo fuesen, procederiamos de forma similar al problema anterior).

(P ]{AU=F(x,y), en (0, m)x (0, M)
g uy(x, 0)=uy(x, mM)=ux(0, y)=ux(m, y)=0

Separando variables en la ecuacién homogénea llegamos, desde luego, a las mis-
mas ecuaciones que en [P1]: X”+AX=0, Y”—AY=0. Las condiciones de contorno
obligan a que X’(0)=X’(m)=0, Y/(0)=Y’(n)=0. Para este problema tenemos,
pues, dos familias de autofunciones {cosnx} 6 {cosny}, n=0,1,... y podemos
elegir cualquiera de ella para nuestra serie. Por ejemplo:

ulx,y)=Xo(x) + i Xn(X)cosny | —

T

X6’+;[X”7’—n2Xn] cosny = BOT(X)+Z;Bn(x)cosny, Bn(x)=3ng(X, y)cosnydy
Debemos resolver los infinitos problemas de contorno para EDOs:
X¢=3Bo=3 [ F(x,y)dy ; X”/—n?Xp,=B,,n>1; con X’(0)=X/(m)=0.

Las X, con n>1 quedan determinadas de forma Unica (el problema homogéneo,
como sabemos desde 2.1, tiene sélo la solucién trivial).

Pero X{ =0, X{(0) = X;(m) =0 tiene soluciones no triviales ({1} ), con lo que,
seguln 3.3, para que haya solucién para Xp es necesario gue sea fg 1-Bo(x)dx=0.

Es decir, [P,] tiene solucién sélo si | [ F(x,y)dxdy =0

Y en ese caso tiene infinitas que difieren en una constante. Todo esto es coherente
con lo que sabiamos sobre Neumann desde 1.3.

Ej 1. Calculemos la solucién en el caso particular en que | F(x, y) =x—a

El problema sélo tiene solucién si ffD F=0, es decir,si a= %

Entonces nos queda X6’ =x—g (por suerte, la F ya estd desarrollada en {cosny} )

Por la misma razén los B, y por tanto los X, son nulossi n>1.

Integrando e imponiendo X{(0)=X{(m)=0 obtenemos | u(x,y) = %x3 —Ix2+C

[Si resolvemos probando u =)' Yp(y)cosnx hay que desarrollar en serie. Lo hacemos,
n=0
aungue aqui sea una pérdida de tiempo. Los coeficientes de F=x—72—T en cosnx son:
0, sin=0,2,4,...

_ 2 (m _
B"_Efo (x—g)cosnxdx—{_#’ sin=13,...

YU+ nZ:l[Yr’{—nzYn] cosnx = ) Bom—1c0s(2m—1)x —

m=1

Y’ =0 Y} ,—4m?Yom =0
{Y(,)O . o - Yo=C: { gm N ,2m _ - Yom=0;
0(0)=Yg(m)= Yom(0)=Y5,(M=0
{Yé’m_l—(Zm—l)zYzm—1=32m—1 s Yomq=—Bam
/ =Y’ = - a
Yom-1(0)=Y5,, ,(mM)=0 ey

(o]
cos(2m—1)x

- u=C+ % Gm_T) gue (salvo constante) es el desarrollo de la u de arriba].
m=
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Dos ejemplos mas en cartesianas. El primero para Laplace con condiciones mixtas (parte
Dirichlet, parte Neumann). Ya dijimos en 1.3 que todos ellos tienen solucién Unica.

B2 | { o yymt. (L. u=XC)Y(y) -

u(x, 0)=uy(x, M)=u(0,y)=0, u(1,y)=1 0 0

— )\n=(2n2_1)2 , Yn={Senw}.

Y”+AY=0, Y(0)=Y’(m)=0
X""—AX=0, X(0)=0

Para esos A es X=c1e(@n=1)x/2 05 e=(@2n=1)x/2 _, Xn={sh —(2"_1)X}.
X(0)=0 2

Probamos u(x, y) = Z cnXn(xX)Yn(y). Imponiendo el dato u(1, y)=1 que falta:

n=1

2n—1 _ 2 (m @n-1)y ,, _ 4 @2n-1)
cnsh=5= = 7 Jo sen =52 dy = gy [1-cos =55=E ] —

< 4 (2n—1)x (2n—1)y
u(x, y)= 21 P@rT) s Il sh ==X sen 0520
n=

Si nos gustan mds las condiciones de contorno para x podemos hacerlas homogéneas
con un cambio de variable:
Wxx + Wyy =0
V=X, W=u—Vv — {w(x, 0)=—x, wy(x, m)=0 —
w(0,y)=w(l,y)=0

— Ap=n?m?, Xp={sennnx}, Ypo={ch[nn(n—y)1}.

X" +AX=0,X(0)=X(1)=0
Y”—AY=0, Y/(1)=0

U=3 KnXn0OYn(y) = 3 knXn(0Yn(y) ==X — Kn=—grZory [ X sennmxdx

- u(x,y)=x+y, #ﬁ?ﬂz] ch[nn(n—y)] sen nmx
n=1

[que es otra expresién de la misma solucién Unical.

En todos los problemas que hemos resuelto en este capitulo (excepto los de Neumann) la
solucién era Unica (todos eran problemas ‘fisicos’). Pero no olvidemos que la unicidad en
EDPs es complicada, y que un problema nuevo del que no se ha demostrado la unicidad
podria no tenerla. Eso pasa en el siguiente ejemplo (para una ecuacién de ‘Helmholtz’ muy
asociada a los problemas de més de dos variables):

Au+u=0, (x,y)€(0,m)x(— 7, %) | Como es ecuacién nueva, separamos
Ej 3. uy(x,—%)=uy(x, %):O variables desde el principio:

u(0,y)=0, u(m, y)=sen2y u=XxXy — )(7"+1=—Y7"=)\ —

" _ s i 7 —
{Y gy )=Os y+4{Y Rl — Ap=4n?, Yn={c052n(y+%)},n=0,1,...

Y(-3)=Y1% Y’(0)=Y1(3)=0

X"+ (1-Ap)X =0, X(0)=0 —» Xo={senx} y Xp={sh(van=1x)} si n>1.

o Co indeterminado
u(x, y)=cosenx+ »_ cpsh(v/an=1x)cos(2ny+3F)| =sen2y - cish(v/3m)=1
n=1 x=r cn=0,n>1
sh(¥/3x)
sh(v/3m)

Tiene, por tanto, infinitas soluciones: u=Csenx+ sen2y.

Evidentemente no se podra demostrar la unicidad haciendo uso de la férmula de Green.
Operando como en 1.3, si ui y uz son soluciones del problema, su diferencia satisface:

Au+u=0
u=uiy—uz — {0:0:0 — ffD (UAU+U2) =ffD uz—ffD||Vu||2 =0 ??

e=e=0
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Para resolver los problemas en circulos nos interesa expresar el Laplaciano en
polares (x=rcos@, y=rseng). Como,
Ur=Ux COSO+Uy SENO ; Urr=Uxx COS2O0+2Uxy SN B COS B+ Uyy SEN?H

—

Uge = UxxI25en?0—2uUxyr?sen 8 cos 0+ Uy, r’cos?6—uxrcos 6—uyrsen 6

1 1
Au=upr+ = F Ur+ 5 Use

Resolvamos el problema de Dirichlet homogéneo en un circulo:
[P] Au=0, en r<R /
311 u(r, )=£(6), 6€[0,2m)

r2R”+rR’ _@_" A— { 0”+X0=0 K-/‘?(9)

2
u(r,0) =R(r)0(6) » —x— r’R"” +rR’—AR =0

Parece que no hay condiciones para la ©, pero esta claro que la solucién u(r, 6)
debe ser 2m-periddica en 0, es decir, debe ser 0(0)=0(2m), ©/(0)=0/(2mn).
Este problema de Sturm-Liouville periédico tiene por autovalores y autofunciones:

An=n?,n=0,1,2,..., 00(8)={1}, ©,(6)={cosne,sennéb} .
Las soluciones correspondientes de R son (ecuaciones de Euler):
Ro(N=ci+calnr y Ru(nN=cir"+car" si n>1.

Parece légico imponer por argumentos fisicos que la solucién debe permanecer
acotada cuando r — 0 (matematicamente la solucién también debe estarlo si
debe ser de clase 2), asi que debe ser c; =0 en ambos casos. Por tanto, probamos
soluciones de la forma:

u(r, 0) = —° i "[ancosnb + b,sennd]

Debe ser:  u(R,0) =%+ i R"[ancosnb + b,sennB]=f(0), 6€[0,2m) —

n=1

2n 2n
an=%fo £(6)cosn@do , n=0,1,... , bn=n—,§,,jo £(6)senn6d6 , n=1,2, ...

Sustituyendo estos coeficientes en la serie y operando formalmente:
1 2n 0
u(r,0) = 5 [ [1+2 3 frcosn(6—9)]f(9) do

Vamos a sumar la serie:

142 Z M cosnor — 14 Z( e“") " Z( e “’) -1+ rel® " re”@ _ R2—r2

R—rel@ ' R—re—i@ = R24r2_2JRrcosa

Por tanto, la solucién de [P3] se puede expresar:

2n
u(r,8) = Rz_rzf f(9)d¢ férmula integral de Poisson
0 —2Rrcos(8—¢) +r?

Haciendo aqui r=0 (o mirando la serie) deducimos que | u(0, 8) = 2—111 Oznf(d)) do

si Au=0, el valor de u en el centro de un circulo es el valor medio de u sobre su borde.

Habria que probar que la u de la serie (o la integral) es realmente solucién de [P3].
Se demuestra que si f es continua a trozos, la u tiene infinitas derivadas en r <R
(aunque f sea discontinua), que en ese abierto es Au=0 y que alcanza el valor de
contorno con continuidad en los 8 en que f es continua (y sigue habiendo unicidad,
cosa que vimos en 1.3 sélo si f era continua). [La situacién es totalmente andloga
para [P1], Dirchlet en rectdngulo].

[El problema exterior en r>R lo veremos en 4.4, para compararlo con el del espaciol.
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Vamos con el problema de Dirichlet no homogéneo en el circulo. En vez de
tratarlo en general, resolvemos un problema concreto.

r2

U+ 44400 =4 enr<il
[Pa]{ 00T T
u(l,8)=cos?26

Podriamos descomponerlo en dos (el de Au=0 lo acabamos de estudiar), pero lo
resolvemos directamente. Como en todo problema no homogéneo probamos una
serie con las autofunciones del problema homogéneo:

u(r, 8) = ao(r) + i [an(r)cosn6@+ bp(r)sennd] | —

n=1

ay + +aj + i ([a”+ 2a’ - ’r’—zzan]cos né+[b” + b’ — Z—Zan]sen ne)=4,
n=1

gue, por suerte, ya estd desarrollada en esta familia de autofunciones.

[Sien vez de un 4 tuviésemos una F(r, 8) cualquiera, la desarrollariamos en senos
y cosenos, mirando la r como constante e identificarfamos ambos miembros].

Habra, pues, que resolver las ecuaciones de Euler:
17 ’ 2 77 ! _ 2 — AN 1 _ 2 —
ra0+a0—4r , reaf+ra;—n an,=0, r bn+rbn n“b,=0.
La condicién u(1, 8)=cos 26 (también desarrollada ya) impone que:
bn(1)=0Vn; ax(1)=1; an(1)=0, n#£2.
La acotacién cuando r — 0 serd la otra condicién necesaria para determinar la

solucién de cada EDO de segundo orden. Para la de ag necesitamos una solucién
particular, que se puede hallar con la férmula de variacién de las constantes:

‘1 Inr 1 1-4dr _ rInr4dr

1/r 1/r

_1 _ _ 2
o yr|=7 + Gop=Inr =re.

o, mejor, tanteando, pues (porque la de coeficientes constantes asociada la tiene
de la forma Ae25) sabemos que tiene una agp=Ar? (— 2A+2A=4, A=1). Asi:

acotada ap(1)=0
ao=C1+Clnr+r2" =S c;=0 "5 c1=-1
Para a;:
_ 5 acotada az(1)=1
Ay =C1r2+cr2=S"¢c;=0"5 ¢c1=1

No necesitamos imponer los datos en la solucién del resto de ecuaciones homogé-
neas para asegurar ya que el resto de a, y las b, son cero (0 es solucién y no
hay mds por tener un problema de Dirichlet solucién Unica). La solucién de [P4] es:

u(r,0) =r2—1+r?cos26

[Se podria escribir en cartesianas: u= 2x2—11.

Como otras veces, un buen cambio simplifica el problema. Por ejemplo, podemos
en este caso buscar una solucién v(r) de la ecuacién no homogénea resolviendo
v+ %v’ =4 La solucién mas sencilla de esta ecuacién de Euler es v=r2.
Aw=0,enr<l1

w=u=v = {w(l,6)=c0526—1

De la serie de la pagina anterior obtenemos, sin mas que identificar coeficientes,
gue la solucién de este problema es:

w(r,0)=r?cos26—1
lo que nos lleva de forma mucho mas rapida a la solucién de antes.

Au=F, r<R

[Utilizando funciones de Green se dara en 4.5 una férmula integral para { u(R,0)=f

que generalizara la férmula de Poisson de la pagina anterior].
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Resolvamos ahora el problema de Neumann homogéneo en un circulo:

[P ]{Au=0, en r<R
5 —

ur(R, 0)=£(0), 6€[0, 21) /Sj
Como el problema de contorno y la ecuacién de Euler son las \Qx

mismas que en Dirichlet, la solucién que probamos es: 7(6)

u(r, 8) = % + i r"[ancosné + b, senné]
n=1

Pero ahora es diferente la condicién de contorno que falta:
ur(R, ) = i nR"~'[a,cosn6 + b,sennd]=£(6), 6€[0,2m) —

n=1

1
nmRM-1

1

an = nmR"-1

2n 2n
f(6) cosn6dd, b,= f(6) senn6d6, n=1,2,...
0 0

siempre que no tenga término independiente el desarrollo en senos y
cosenos de f(0); es decir, una condicién necesaria para que el problema se
pueda resolver por este método es que se cumpla:

OZ”f(e) d6 =0 | [confirma lo visto en 1.3: debia ser $spfds=[[pFdxdy=0].

Ademids, a, queda indeterminado [Neumann siempre tiene unicidad salvo constante].

3sen6 _sen36

ur(1,6) =3 n[a,cosnb+bpsennf]=sen3 = =302 T

Ej 4. {Au=0 enr<l

ur(1, 8)=sen36

No hay que hacer integrales: by =3, b3=—% y los demds 0, excepto ap sin condicidn.

1

Por tanto: u(r,8)=C+ %rsene—ﬁr3 sen 36, C cualquiera.

Y ahora resolvemos uno de Neumann no homogéneo en un semicirculo:

[Pe] Au=F(r,0), enr<l,0<6<m
611 ur(1, ©)=ug(r, 0)=ug(r, m)=0
No hemos resuelto el homogéneo. Debemos empezar hallando sus autofunciones.

Las dan la ecuacién en © que sale al separar variables y los datos de contorno:

0" +A0=0
0’(0)=0’(m)=0

— Ap=n?, ©,(8)={cosnb}, n=0,1,2,... —

_ > La serie con cosenos y senos del [P4] no cumple ]
u(r, 8) =Ro(r) + ; Rn(r)cosné [ los datos de contorno; aqui no hay periodicidad. -

e 2 o
R+ LR, + > [R”+ 2R — %Rn] cosn@ = F(r, 8) = Bo(r) + 3. Bn(r)cosne,
con Bo(r)= %ng(r, 0)do y Bp(r)= %ng(r, 6)cosnBdo .

Basta, pues, resolver: rR(’)’+R:)=[rR;:|'= rBo(r) y r?R/’+rR’—n?Rn=r?Bn(r),
ambas con los datos de contorno (singulares): R, acotadaen r=0y R;(1)=o.
Si n>1 el problema homogéno (y, por tanto, el no homogéneo) tiene solucién R,
Unica (aunque el problema sea singular, vale lo que vimos en 3.3). Pero si n>0:

R acotada

R’H;O Ron={1} —

rR;’+R:J=O — Ro=ci+colInr

infinitas soluciones
ninguna solucion

[Concuerda una vez mas con 1.3. Debia ser: folfg rF(r,0)dédr =0 ]

Existen R, del no homogéno segun sea fol rBo(r)dr;8 .
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Resolvemos para acabar con Laplace en polares tres problemas con condiciones mixtas
(y, por tanto, con solucién Unica). Este primero va a ser homogéneo.

Ej 5. 1,0)=1
U ur(1,6) r2R” +rR’—AR=0

{Au=o,r<1,9€(0,g) {e”+)\®=0,@/(0)=e(%)=0
us(r, 0)=u(r, §)=0

Autovalores y autofunciones conocidos: Ap=(2n—1)2, On={cos(2n—1)6}, n=1,2,... .

Resolviendo para esos A, la ecuacién en R y exigiendo que esté acotada en r=0:

u(r, 0) = i cnr?"lcos(2n—1)0 — ur(1,0) = i (2n—1)chcos(2n—1)6=1
n=1 n=1

/2

2n—
— Cp= ﬁfo cos(2n—1)6 d6 = @n-L)m

37 Sen ~=

4
n(2n—1

[1 no era autofuncién para los coseno impares y habia que integrar para hallar los ¢ 1.

Por tanto, la solucién es: | u(r, 8) = % > ((2—’71_)"1;12 r2n—1cos(2n—1)6
n=1

Los recintos siguientes no incluyen el origen. La condicién implicita de estar acotada en ese
punto es sustituida por un dato explicito en r=1. El primero es homogéneo:

- Au=0,1<r<?2 Sabemos que: {8;)‘920—»)\,,:”2,
€5 6. | { u(t, 60, ur (2, 6)= 1+5en6 Toher
u(l,6)=0,ur(2,6)= ©n={cosn6,sennb}, n=0,1,2,...

R(1)=0
n2R=0 — Ro=c1+cz2Inr == "Ro={Inr}

Rh=cir"+cor"— Rp={r"—r—"}

Para esos A: r2R”+rR’—

u(r,@)=aplnr+ i(r”—r‘”)[an cosn@+bpsennd]
n=1

ur(2,8)=ap27 1+ i n(2"~1+2=""Y)[a,cosnb+bnsennd] =1+send —
n=1

ao=2, 2b1=1y los demas cero — | u(r,8) = 2Inr+ 2(r—r~1)sen6

En el Ultimo ejemplo (no homogéneo) no hay datos implicitos. Todos estén a la vista:

Ej 7 {Au=cose, 1<r<2, 0<6<m 0
“| Lu(l, 8) = u(2, 8) = ug(r, 0) = ug(r, M) = 0 ﬁ\
5 '\

Las autofunciones del homogéno las son las de [Ps].

Probamos entonces la serie: | u(r, ) =Ro(r)+ > Ra(r)cosné | —
n=1

Ro + %Rg +;[R;” + %R;7 — 'r’—zan]cos né = cos @ [ya desarrollado].
Las condiciones para las R, salen de las otras condiciones de contorno:
ZRn(l)en(e) = ZRn(Z)Gn(G) =0 = Rp(1)=Rp(2)=0Vn.
n=0 n=0

Por la unicidad de los problemas mixtos sélo tendra solucién no nula:

rZR’l’ + rR’1 —R1 =r? con los datos de contorno nulos de arriba.

(o]

CCn
R1p=Ar? [A=2 no autovalor] » A=3 — Ri=cir+cor +3ir2 <5 c1=—1, 3=

La solucién es, pues: | u(r, 0) = (3r2—gr+gr 1)cosé
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Hagamos varias reflexiones sobre el método de separacién de variables que generalicen las
ideas que hemos venido utilizando en este capitulo.

Todos los problemas que hemos visto estaban formados por una EDP lineal L[u]=F, con L
lineal (es decir, L[aui+buz]=alL[u1]+bL[uz]) y unas condiciones adicionales lineales.

Para los resueltos por separacién de variables las EDPs eran ‘separables’ (no todas lo son)
y los recintos que aparecieron eran ‘simples’ (limitados por ‘variable=cte’).

Los problemas resueltos por este camino siempre tenian dos condiciones de contorno
Ck[u]l=hg y ademds una o dos condiciones iniciales o de contorno. Para Laplace en polares
vimos que a veces las condiciones de contorno estaban implicitas (por ejemplo, en un circulo
se exigia periodicidad y, cuando el recinto incluia el origen, aparecia la acotacién).

Nos hemos ocupado primero de conseguir que fuesen cero las condiciones de contorno.

En todos los problemas homogéneos hemos buscado soluciones de la EDP que eran pro-
ductos, por ejemplo u=XT, y ello nos condujo a unas X, autofunciones de un problema
de contorno y unas T, soluciones de otra EDO homogénea (igual si era u=XY, u=R0O...).
Gracias a la linealidad pudimos construir la serie u(x, t) = >.cnXn(X)Th(t) y para hallar la
solucidn sélo falté calcular los c, imponiendo la condicién inicial (o condiciones, o las otras
de contorno) y haciendo desarrollos de Fourier.

Para los problemas no homogéneos, buscando también una serie solucién, llevamos a la
EDP (con F desarrollada) una serie cuyos términos eran productos de las autofunciones
del problema homogéneo por funciones a determinar de la otra variable. Si el ho-
mogéneo no se habia visto previamente, primero se debian precisar esas autofunciones (los
pasos iniciales en ambos tipos de problemas son los mismos). Resolviendo la familia resul-
tante de EDOs lineales no homogéneas con las condiciones que se deducen del desarrollo
de las condiciones iniciales (o de las otras de contorno), obtuvimos la solucién.

Pensemos también en general sobre la descomposicién en subproblemas y los cambios de
variable (aqui y en otros capitulos). Supongamos, por ejemplo, que son 3 las condiciones
adicionales (como para el calor en la varilla finita) y que nuestro problema es de la forma:

L[u]l]=F
[P) { Ml =f
Cilul=h1, C2[ul=h2

El problema de resolver [P] puede ser reducido a resolver otros subproblemas mas sencillos.
Por ejemplo, si u1, uz, us y ug son soluciones de

L[ul=F L[u]l]=0 L[u]=0 L[u]=0

M[u]l=0 M[ul=f M[u]=0 M[u]=0
Pl cfui=0 P21 crup=0 P31 cyrag=ny P41 cyrag=o

Ca[u]l=0 Co[u]l=0 Ca[u]l=0 Co[ul=h;

esta claro, por la linealidad, que u=ui+uz+us+us4 es solucién de [P], pero, como ya hemos
observado, bastantes veces nos convendra descomponer [P] en menos subproblemas.

Muy a menudo necesitamos hacer homogéneas las condiciones de contorno (la separacién
de variables y otros métodos lo exigen). Si somos capaces de hallar una v que cumpla
Ci[v]l=h1 y C2[v]=h3, el cambio w=u—vV lleva [P] a:

Mlw] =f—-M[Vv]

{ Llw]=F—L[V]
Ci[w]=C2[w]=0

Otras veces interesa hacer la ecuacién homogénea (por ejemplo, cuando no hay datos de
contorno, como en algunos problemas del capitulo 1). Asi, si lo que tenemos es una solucién
particular v de la ecuacién (L[ v]=F), haciendo como siempre, w=u—Vv acabariamos en:
Llw]=L[u]l-L[v]=0
{ Miwy =7 =)
Cilw]l=h1—Ci[V], Co[w]l=h2—C3[V]

Lo que ya es un lujo (pero se puede intentar buscar por el premio que nos da) es tener una
v que cumpla la ecuacién y ademas las dos condiciones de contorno (en algunos ejemplos
lo hicimos). Los problemas homogéneos siempre son mas sencillos que los no homogéneos
(separando variables, por ejemplo, los primeros exigen resolver sélo EDOs homogéneas,
mas corto que resolver las EDOs no homogéneas de los segundos).

Como vemos, hay mucha variedad en los posibles cambios. En cada caso habrd que ver
cuales nos llevan a problemas mas asequibles. Si inicialmente hay condiciones homogéneas
intentaremos que los cambios no las estropeen, aungque a veces no habrd méas remedio.
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4.4. Algunos problemas en tres variables

Comenzamos estudiando las series de Fourier dobles, de teoria inmediata a par-
tir de las de una variable (las triples, que aparecerian en problemas con 4 variables,
son también similares).

Sean Xm(x), x€[a,b] e Yn(y), y€lc, d] las autofunciones de dos problemas de
Sturm-Liouville de pesos respectivos r(x) y s(y),y sea f(x, y)eC([a, blx[c, d]).
Entonces, para cada (x, y)€(a, b)x(c, d) se puede escribir f como la serie:

o (o) ]_
X, ChomXnYm con Cpm= X, Y)XmYnrsdydx
fx,y)= Z: Z: nmAnTm nm X Xn) (Ym,Ym J f FX Y)Y XmYn y

[ (u, v) designa, desde luego, ffuvrdx 6 fcduvsdy ]

- o (f(xl.y)er)
pues para x fijo se puede poner f(x,y)=>Cm(X)Ym, C;m(X) = —~———,
m=1 (le Ym)
g (Cm(x), Xn) . .z .
ycon Cm(x)=>.chnXn, Chrm= W se tiene la expresién de arriba.
n=1 n:\n

[Se llega a lo mismo, desde luego, desarrollando primero en X, y luegoen Y 1.

Un caso particular de las series anteriores son los desarrollos en series trigono-
métricas dobles de una funcién feC([0,L]x[0, M]):

f(x,y) =Z Z bnmsen T sen T7X con bnm——JJ fx.y)sen™ senT¥ dy dx

nnx mny

[oe] oo
fX,y)=3a00+ 3 Z Ano cos % + 23" aom cos T + Z nm €0s X cog MY

n=1 m=1

||M8

con anm_—jj f(x, y)cosﬂcosTydydx

[O los desarrollos parecidos en > sencos 6 >.cossen, 0 CON series en senos y cosenos].
[Los factores % y % son, como siempre, para que la férmula valga también sin=04é m=01.

[Se podria pedir que f fuese sélo C! a trozos, pero aqui suponemos que es méas suavel.

Ej 1. Desarrollemos ’ fx,y)= ,en [0, m]x[0, ] de dos formas:

© © 4 T
xcosy=> > bpmsennxsenmy con bpm= —zf f XCcosy sennxsenmy dy dx
0JO

n=1 m=1

(o] (o]
__6 ]nl
— XCOSy = = Z Z T sennxsen2my

n[4m2—1]
4 [T M 0 si m#1
anm = —zj J xcosycosnxcosmydydx={ m si m=1,n=0 —
n° Jo Jo 2[(=1)"—1]/(mn?) si m=1,n>0

XCcosy = gcosy—% Z (2n 7 cos[2n—1]x cosy [ya estaba desarrollada en y 1.

[La igualdad entre f y su serie se da en los puntos de continuidad de la f extendida,
de forma impar en el primer caso y par en el segundo, en cada variable hasta [—m, ]
y luego de forma 2m-periddica; asi, la serie en senos converge hacia xcosy en el lado
x=0 del cuadrado [0, m]x[0, ], pero no lo hace en los otros lados; la serie en cosenos,
en cambio, converge (uniformemente) en todo el cuadrado, incluido el borde].

[Como deciamos en 3.2, aunque una f(x, y) se puede desarrollar en cualquier par de
familias de autofunciones, sera el problema el que nos diga en cuales].
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Resolvamos separando variables varios problemas (homogéneos) en 3 variables.
Primero, la ecuacidén del calor en un cuadrado: estudiamos la evoluciéon de las
temperaturas de una placa (dadas las iniciales) si el borde se mantiene a 0°:

0

g

ut—kluxx+uyy] =0, (x,y)e(0,m)x(0,m), t>0

u(x, y, 0) =f(x,y) 0 0
ulx,0,t)=ulx,mt)=u(0,y,t)=u(my t)=0

0 0 =
Buscamos soluciones: u(x,y, t) =X(X)Y(Y)T(t) = XYT' —k[X"Y+XY"”]T =0
X"+AX=0
F=tF - = {10
vy =ATRTETH T/ + k[A+u]T =0

[Como en 2 variables, dejamos para la T la expresién méas complicadal.
Las condiciones de contorno exigen: X(0)=X(m)=Y(0)=Y(m)=0 . Asi pues:
A=n?, Xm={sennx}, n=1,2,... —(n2+m?)kt
{u:mz, Y,={senmy}, m=1,2,... Tnm—{e }

. —(n2+m? . L
Cualquier upm(x,y, t) = {e (n?+m )ktsen nxsen my} satisface la ecuacién y todas
las condiciones de contorno, asi como lo hace cualquier combinacién lineal de ellas.
Esto nos lleva a probar la serie:

ulx, y,t)=>>" bnm e~ (n+m?)kt o px sen my
1

n=1lm=

que debe satisfacer ademas: u(x,y,0)=>' > bpmsennxsenmy =f(x,y) —
n=1m=1

b”’”:%fj f(x,y)sennxsenmydxdy |, n,m>1.
0Jo

[Como en la varilla, aqui también u— 0 cuando t — oo].

Ahora, Laplace en un cubo con condiciones de contorno mixtas (cuya solucién
sera Unica como los similares del plano):

Au=0 en (0, m)x (0, m)x (0, M) /
u(x,y, 0) =f(x,y)
u=0 en x=0, x=m, z=m

uy,=0 en y=0, y=m /

C o " . X" +2AX=0, X(0)=X(m)=0
u=XYZ > D+ =X A5 S A=—L=p - { v7+uy=0, Y/(0)=Y'(m)=0
Z"—[A+u]Z=0, Z(m)=0

— 2 _ _
. {)\_n , Xn={sennx}, n=1,2,... N Zmnz{sh(\/m[n—z])} .

u=m?2, Ym={cosmy}, m=0,1,...

ulx,y, z) = % i cnosh(n[m—z])sennx
n=1 ©

(o]
+ > cpmsh(vVnZ+m? [m—z]) sennx cos my
m=1 n=1

Como u(x,y, 0)=f(x,y), los chm son:

_ 4 R n=1,2,...
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Resolvamos el problema de Dirichlet en una esfera. En los libros de calculo en
varias variables se encuentra la expresién del laplaciano en esféricas:

X=rsenfcos¢ 2u, Ups COSOUg Ugo
y=rsenfsen¢ Au= urr+—+ >+ >+ —— 9
Z=rcos@ r senfr sen4or

Veamos primero el caso con datos independientes de ¢:

sené@

urr+%ur+ [u99+coseug] 0, r<R
u(R, 8)=f(0), 6€[0, 1]

que, de hecho, es un problema con dos variables. Podemos buscar entonces so-
luciones que tampoco dependan de ¢ . Separando variables:
r’R” +2rR’—AR=0

u=R(r)e(e) - {e// cos 6 e/+Ae O

seno
El cambio s=cosé [0’ =—seng%2, 6”—sen26d—e—cosede] lleva la segunda
ecuacion a:
[1- sz] —2522+20=0, ecuacién de Legendre.

Imponemos que O esté acotada en s=+1 [6=0,n polos de la esferal. Los
autovalores de este problema singular (citado en 3.1) son Ap,=n(n+1),n=0,1,...
y sus autofunciones son los polinomios de Legendre:

{Pn(s)}={Pn(cos6)} [Po=1 , P1=s, P2=3s2-1 p3=3s3-3s5, ... ]
Para estos valores de A:

r’R”+2rR’—n(n+1)R=0 — p?+pu—n(n+1)=0 —» p=n,—(n+1)

—(n+1) R acotada

— Rp=cir"+cor Rh={r"}, n=0,1,.

Probamos entonces:

u(r, ) = i anr"Pn(cos8)| — u(R, 9)=i anR"Pnh(cos B)=f(6)

2n+1
2RN

— | ap =

ff(e)Pn(cose)senede , n=0,1,...,

pues el peso es r(6)=sen?b [(sen@@’)’+)\sen9@=0] y de los P, se sabe que:

Jo [Pn(cos 0)]° senodo >~ Cosef [Pn(s)] ds =

2n+1

Ej 2. Si ’ R=1y f(6)=cos?6 ‘ se tiene: ap = 2”2+1f_11 s2Pn(s)ds.

) 1 1 .
Asipues: ao=73 [ ,s?ds=1, ax=3 [ [3s*—3s?]ds=5, y los demas a,=0

(ya que P1 esimpar (= a1=0), y para desarrollar s2 bastan Pg, P1 y P2 ).
.z 1 1

La solucién es, por tanto, u(r, 6) = 5 — 3r% + r2cos?6 [=31(1-x2—y?+22%)].

Para un dato como este se podrian determinar los coeficientes tanteando:

26— 2(3 cos2g_1) 4 1 _2 g1
cos?6 = 5(5cos?6—3)+ 35— a2=%, ao =3, como antes.

[Para resolver problemas con términos no homogéneos F(r, 8) en la ecuacion,

se probaria como siempre una serie de autofunciones: u= Z an(r)Pn(cos 6) ]
n=0
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Pasemos ahora a resolver, con menos detalles, el problema general en 3 variables:

{urr+ ur+rz[u99+§grs12u9+sen29u¢¢] 0, r<R
u(R, 6,¢9)=f(6,9¢), 6€[0,m], ¢p€[0,2mn)

Vamos en este caso a separar primero la parte radial y la que depende de los dos angulos:

r’R"” +2rR"=AR =0

u=R(NY(B, ¢) — {Y¢¢+sene(sen9Y9)9+)\S€r129Y=0

"+ ud®=0
Separando ahora la parte angular: Y(6, ¢)= 0(6) ®(¢) — (sen e@,) ()\ sen 6

en6)®=0
La solucién ha de ser 2m-periddica en ¢: pum=m?, &m(¢)={cosm¢, senm¢}, m=0,1,...

Llevando estos umy a la otra ecuacién y haciendo como antes s=cos 8 se tiene:
%[(1—52)(2—?]+[)\ - 52]@ 0, O acotadaen s==1.

La EDO, nueva para nosotros, se llama ecuacién asociada de Legendre. Si m=0 es la
de Legendre y las autofunciones eran los P, . Se prueba que los autovalores del problema
singular son también A,=n(n+1), y sus autofunciones estan relacionadas con ellos:

/2
P™(s) = (1—s2)™* L5 Pn(s) |, con m<n

[P2=Pn, P%=sen9, P%=3senecose, P§=3sen26,...]

— Y,’7”(9,¢)={cosm¢Pf7"(cose),senm¢>Pg"(cose)} , n=0,1,..., m=0...n.

[YS={1}, Y9={cos6}, Y} ={senocosg,senbseng}, YJ={3cos?6—3},
Y>={3sen6cos6cos¢, 3senbcosOsend}, Ys={3sen?6cos2¢, 3sen?6sen2¢}, ]

Las soluciones acotadas en r=0 para esos A, son como antes R,={r"}.

Los arménicos esféricos son las soluciones de la ecuacion de Laplace |u)' =r"Y"(6, ¢) |.

[Hay libros que llaman arménicos esféricos a los Y™, otros a mdltiplos concretos de los Y™ ... ].
Con ellos formamos la serie:

u(r, 8, ¢) = i r”[ anoPn(cos6) + i (anm cosme + bpm senmg) P™(cos 9)]

n=0

ano = 2241 [2"[7 £(6, $) Pn(cos 6) sen 0d6d¢ ,

Qnm = % 5.f(6, ¢) cosm@ P™(cos 6) sen 6 dOd¢ .
, m>
bam = GO 277 (6, ¢) senme P (cos 6) sen 6 dOd¢

puesto que se cumple [, [an(t)] dt = 52+ E;’i%: :

Ej 3. Para | R=1 y f(6, p)=sen?6sen?¢ ‘ . Buscamos identificar como en el ejemplo 2.

. 1 1 2 1 1 2 1 2
Debe ser: f(6,¢) = 5sen nZe— >5en<0cos2¢ =5 — 5cos“6— 5sen<fcos2d
21— 3[3cos?6—1]—3sen?6cos28=2Y)—3Y9—3v2.

Por tanto, aoo=%, ar

0=—3, a2 =—7 y los otros son cero. La solucién es, pues:
_1_12r3 2p_17_1,2 2
u=3—3r’[5cos?6—5]—3r2sen?6cos2% .

1_1 1_1

; ; = 12,112,020 527 11y2_ 27— 1,222 1.2
Escrita en cartesianas: u=3—3522+3[x?+y?+22]—-3[x?—y?]= 3—3x2+ 5y?—322,

funcién que cumple Au=0 y que cuando x?>+y?+z?=1 vale y? [=f(6,9) si r=1].
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Veamos ahora el problema exterior de Dirichlet para Laplace en el circuloy en la
esfera con simetria (con datos independientes de ¢ ). Para que haya unicidad, las
condiciones en el infinito han de ser distintas:

plano: espacio:
Au=0, sir>R Au=0, sir>R
{u(R,6)=f(6), 0<6<2m {u(R,6)=f(6), 0<é<m
u acotada cuando r— o u— 0 cuando r—oo

Separando variables se llega a las mismas ©, que en los problemas interiores:

{©,}={cosnb,sennb}, n=0,1,... {®,}={Pn(cos6)}, n=0,1,...
Pero hay que elegir diferentes R, , para las nuevas condiciones en el infinito:
n=0, ci+cz2Inr - Ro={1} n=0, ci+car ! > Ro={r"1}

n>0, cir"+cor"—=Ry={r—"} n>0, c1r"+cor—(n+1) - Rn={r—(”+1)}

[En el plano ninglin Rg— 0, y en el espacio estdn acotadas tanto 1
como r~1; tender a 0 nos dejaria sin soluciones en el plano y pedir
acotacién darfa infinitas en el espacio].

Probando las series correspondientes e imponiendo u(R, 8)=f(8), se obtiene que
las soluciones respectivas son estas series con los coeficientes indicados:

u(r, )=+ rr"[apcosnb+bysennd]  u(r,0)=2L+>" apr~"*DP,(cos o)
n=1

n=1
— R (2m = n
anp = T Jo f(@)cosn@d@, n=0,1,... anzw'{g'f{e)Pn(cose)senede
bn =" [2"f(6)senn6de, n=1,2,... n=0,1,...

Ej 4. Hallemos la solucién en ambos casos cuando | f(8) = a | constante.

Basta mirar las series para deducir las soluciones en ambos casos:

u=a | en el plano. u= @ en el espacio.

[Interpretemos estos resultados mirandolos como soluciones estacionarias de la ecuacién del
calor. Si mantenemos la superficie de una bola de radio R constantemente a a°, la temperatura
que tenderian a tener todos los puntos del espacio seria aR/r, disminuyendo con la distancia a
la bola. Para el primer caso, en vez de imaginarnos en un mundo bidimensional, situémonos en
el espacio con datos y soluciones independientes de la variable z: si toda la superficie de un
cilindro infinito de radio R se mantiene a a®, todo el espacio tenderd a tener esa temperatural.

[Si nos plantedsemos el problema en el interior r <R, es inmediato ver que la solucién, tanto
en el plano como en infinito, es u=al.

Ej 5. Sea |[R=1 y f(6)= cos?6 ‘ . Resolvamos y comparemos con las soluciones en r<1.

En el plano, la serie del interior y exterior Ilevan a la misma condicidn:

_ Q< _1.,1
u(1,9)—7°+Z;[ancosne+bnsenn6]—§+7c0529 — f\1
_1,1.2 NP _1, 1 :

u=s5+ 5r<cos2f (interior), u= 5+ 5z Cos 20 (exterior).
[En cartesianas u = 2X2=¥? y u= 1y X respectivamente]
2 2 2(x2+y2)2

Para el espacio, el interior ya se ha resuelto en el ejemplo 2. Y en el exterior la condicién
que aparece al hacer r=1 vuelve a coincidir con la del interior.
Las soluciones respectivas son, pues:

u= %— %rz + r2 cos?0 (interior), u= 3i

1 1 2 :
:— 3,5 T 75056 (exterior).
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Si los problemas ‘esféricos’ llevan a Legendre, los ‘cilindricos’

(Laplace en polares mas otra coordenada, t en calor y ondas,

z en Laplace) llevan a Bessel, como sucede en los problemas ' v ' ‘
de vibracion de una membrana circular (de un tambor). A
Como hicimos con Laplace en la esfera, para empezar trata-

mos el caso mas sencillo con 2 variables en el que la vibracién no depende de 6.
Y para simplificar aln mas suponemos que inicialmente es u;=0:

1 _
Utt [u” + Fuf] =0,r<1 teR [Las vibraciones con simetria

u(r,0)=f(r), us(r,0)=0 radial en el espacio, como se
vio en 4.2, son mas sencillas].
u(l,t)=0

v RIAE [rR’] + ArR=0, R acotada en 0, R(1)=0
U=RT> - ="2T =)
T”+AT =0, T/(0)=0 — {cos(v+A t)}

El problema de contorno singular para la R fue visto al final de 3.1. Recordemos
que con s=r¥A desaparecia A y la ecuacién pasaba a ser una de Bessel:

SR”(s)+R’(5)+5R(s)=0 — R=c1Jo(s)+c2Ko(s) = c1Jo(wr)+ca2Ko(wr), w=+X
Imponiendo los datos se tenian los autovalores )\n=w,27 tales que Jo(wp)=0,
y las autofunciones asociadas Rn={jo(wnr)}.

Nos falta imponer la condicién inicial aun no utilizada a la serie:

u(r,t) = i cncos(wnt) Jo(wnr)| — u(r,0) = i cnJo(wnr) =f£(r)

n=1

Este desarrollo ya lo discutimos en el Ultimo ejemplo de 3.2. Alli vimos que era:

2 1
&= j rF(r) Jo(War)dr

Ej 6. Hallemos si | f(r)=1—r2 | la integral f(}(r—r3)jo(wnr)dr, Wn=+/An , que define cp,.

L slo(s)ds — & 4" s3Jo(s)ds .

Haciendo s=wpr: f(} =
La primera primitiva es inmediata, pues [sjl]'zsjo. La segunda, por partes:
[s2sjods=53)1—2[s?)1ds=53J1—252 ), = (s3—4s)J1 + 25?0 ,

ya que [szjz]'= S2J1 Y Jns1 = 2?”1,7 —Jn—1.Y como Jo(wn)=0 concluimos:

1 o 8
fo = Wigfl(wn) = u(rt) =n; ey cos(wnt) Jo(wnr) .

Pese a su aspecto complicado, esté solucién no lo es mucho més que la > k, cos(nmt) sen(nmx)
gue se obtendria para la cuerda vibrante con datos similares (que resolvimos en 4.2).

En muchos libros (o en programas tipo Maple o Sage) se pueden encontrar los ceros w, de Jo:
{wn} ~ 2.4048256, 5.5200781, 8.6537279, 11.791534, 14.930918, ...
y los valores de Ji1(wp): 0.519147, -0.340265, 0.271452, -0.232461, 0.206547, ...

Necesitamos sélo un programa que reconozca la Jo para dar valores o hacer dibujos aproximados
de la solucién. Por ejemplo, utilizando los 5 primeros términos de la serie, podemos (con Maple
en este caso) aproximar y dibujar u(0, t):
u(0,t) ~ 1.108 cos(2.405t) — 0.1398 cos(5.520t)
+ 0.04548 cos(8.654t) - 0.02099 cos(11.79t)
+ 0.01164 cos(14.93t)
Las vibraciones de un tambor, a diferencia de lo que pasa
en una cuerda, no son periédicas (los w, no son multiplos
exactos unos de otros).
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Para acabar esta seccién, tratemos el problema mds general y complicado en 3 variables:

tht—Czl:Urr+ %Ur‘l‘ rlzuee] =0, r<1, teR
u(r,6,0)=f(r,0), ut(r,6,0)=0

u(l,6,t)=0
™ _RAE 1 o r2R”+rR’ 2_ 9"
u= RGT—>—— R +r—2?——)\—>T+)\r —F——[J—)

0" +u0=0, O 2n-peridédica —» um=m?, m=0,1..., O ={cosm6,senmb}, Og={1}
T + Ac?T =0, T/(0)=0 — { cos[ VA ct]}
r’R” + rR’ + [Ar’®—u]R =0, R acotada en 0
Para u=m?2 consideramos el problema de contorno singular para R:
r’R”+rR’+ [Ar?’—m?]R=0
R acotada en 0, R(1)=0
Haciendo s=rvA desaparece como siempre A y la ecuacién se convierte en Bessel:
S2R”(5)+SR’(5)+[s2—m2]R(s)=0 —
R = c1Jm(S)+C2Km(S) = c1/m(Wr)+c2Km(wr), w= /X

R acotada = c2=0. Los autovalores seran los A=w?2 que hagan Jm(wr)=0, que son
una sucesioén infinita para cada m: wm,,..., Wm,, ...

Y las autofunciones son Rmk={jm(wmkr)} . Asi que probamos:

u(r,e,t)= % Z cok cos (cwo,t) Jo(wo, r)

+3)

m=

[ Cmk cO0SNO+dmk sennB1cos(cWm,t) Jm(Wm,r)

Mg

,_.
~
]

i}

- 2 Z cokJo(wo,r)+ D > [Cmk cOSNO+dnk sennb] Jm(Wm,r)=f(r, 6)

m=
Para r fijo, f(r,0)= %Ao(r) + > [Am(r)cosmé+Bm(r)senmé], con

m

Am(r)=1% [Z"f(r.6)cosmBde, m=0,1,... ,
1
1o

Bm(r)= f(r 0)senmOd6, m=1,2,.

Desarrollando:

Am(r) = Z ka]m(kar) , Bm(r)= Z dmkfm(kar)

k=1 k=1

Teniendo en cuenta (se puede probar) que: fo )2 (Wmer)dr=32  (Wm,)

se llega a la expresién para los coeficientes de la serie doble de arriba:

2 1,2m
Cmk :2—f j rf(r,8)cosn® Jm(wm,r)drde
M1 (Wmi) Jo Jo

2 1,21
dmp= —— , 0 C] drdé
mk " 1(ka)fjo rf(r,8)senné jm(wm,r)dr
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4.5. Funciones de Green.

Comencemos tratando las funciones de Green para problemas de contorno no homo-
géneos para EDOs. Veamos una féormula que para cualquier f(x) nos da en términos de
integrales la solucién (en el caso de que sea Unica) de:

. { [Py’ ] + g0y = f(x)
ay(a)—a’y’(a)=By(b)+B’y’(b)=0

conocidas las soluciones de la ecuacién homogénea (algo parecido a la férmula de variacién
de las constantes para problemas de valores iniciales):

, peCl, g feC, p>0 enla,b].

Supongamos que (Ph) tiene sélo la solucién y=0 y sean y1 e y2 soluciones
no triviales de la homogénea [py’]’+gy = 0 que cumplen, respectivamente,
oryl(a)—or’y’l(a)=0 y Byz(b)+[3”yg(b)=0. Entonces la solucién Unica de (Ps) es:
? Aeys
y(x) =j G(x,5)f(s)ds , con G(x,s) ={p Y1.y2 .
Y1(x) y2(s)
a pPIWI(y1,y2)’ xss<b

Ala G(x,s) se le llama funcion de Green del problema.

Teor 1 ass<Xx

[Observemos que el denominador que aparece en la G es constante:
[P(y1ysy = y2y?)1 = yalp(y)) — y2lp(v))) = —gy1y2 + gy2y1 =0 ].
Comprobemos que la y(x) de arriba cumple (Ps). Desarrollando la integral:

_ b ya(s) f(5) X y1(s) £(s) X y2(5) £(5) yg —
Y =y109 o w1y p3y 95+ Y200 o wicsy psy A5—Y2100 o iics) sy 9= €Y1+ Y
i

Por tanto, y(x) es solucién de la no homogénea y” + Ey’ + Ey =5
2 — by, f Xy f X y2 f ; .
Ademas como y’'(x) =y, [, wiptYs i wip—Yi i wp Setiene que:
b b
y(@)=cy1(a), y'(@)=cy}(a), y(b)=kya(b), y'(b)=ky(b), c=[; L k=] L
Como y1, y2 cumplen cada condicién de contorno, también lo hace la y.

Una vez hallada la G, dada cualquier f, basta hacer un par de integraciones para
encontrar la solucién del problema no homogéneo (Ps).

[Que quede claro que cada yi satisface solamente una condicién (o en a o en b; ambas
condiciones sélo las cumple la trivial). La f y la p del teorema son, como siempre, las de
la ecuacién escrita en la forma [py’]’+gy = f; en muchos casos serd p=1 (como en el
ejemplo siguiente), pero en otros deberemos reescribir la ecuacién].

. =f(x) {y” =0 . : -
Ej 1.| (P1) solo lo satisface y =0.
i) e (Yo 5=o | {Vormyar=o y
Por tanto, (P7) tiene solucidon Unica. Hallemos su funcién de Green:
La solucidén general de la ecuacién homogénea es y =c1 + c2x.
De la primera condicién de contorno y(0)=c1=0. Podemos tomar y;=x.
De la segunda, y(1) =c1+c2 =0. Elegimos y>=x—1. Entonces:

0 | 1

s(x—1), 0<s<x

IWICO= =1,px)=1,G(x,5)= {x(s_l),xgsél

xxl‘

x(x-1)
G(x,9), x fijo

Si, por ejemplo, f(x)=1, la solucién de (P1) viene dada por:
y(x) = [; G(x,5)1ds = (t—1) [} sds+x [y (s—1)ds = 3[x?—x]

Para resolver un problema con una f dada, calcular la G puede ser un rodeo in(til.
Por ejemplo, la dltima solucién se podria obtener:
y(0)=c1=0

=1ry2_
Y(1)=C1+Cz+%=0 = Y= 2[X x] como antes.

y’"=1- y=C1+C2X+%X2 - {

Pero para cada nueva f habria que volver a hallar la yp e imponer y(0)=y(1)=0.
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Las funciones de Green estdn muy ligadas a la ‘funcién’ §. Observemos que la G(x,s) del
ejemplo 1 para x fijo (o para s fijo, pues G es simétrica) es continua pero no derivable en
s=Xx y su ‘derivada’ segunda es §(s—x). De hecho, esto es lo que sucede en general:

[p(5)G’] + 9(5)G = 6(s—x)

Teor 2 | G(x, s) es la solucién para xe€(a, b) fijo de {orG(a)—or’G’(a)=BG(b)+B’G’(b)=O

[La prueba es trivial: ff G(s, W) 6(u—x)du = G(s,x) = G(x,s) .

Hallamos la G del (P1) por este camino mas largo, pero que es el que se generaliza a las EDPs.
{ G”'(s) = 6(5s—x) G"'=0, s#x G(s)={ c1+¢c2s, y(0)=0 - G=c35, s<x
G(0)=G(1)=0 ki+kzs, y(1)=0— G =ky[s—1], s=>x
Y como G””=§, ha de ser continua G y su derivada tener un salto en x de magnitud unidad:
{G(X‘)=CzX=kz[x—1]=G(x+) . {C2=X—1
G'(x*)=G'(x")=kz—c2=1 ka=x

La idea de la funcién de Green se utiliza en diversos problemas de EDOs y EDPs. Aqui nos
limitaremos a hablar de las funciones de Green para la ecuacion de Laplace.

[En lo que sigue operaremos formalmente con la § en dos variables, utilizando sélo:
i. 8(E—x,n—y)=0 para (& n)#(x,y)
ii. [[,F(& n)8(E—x,n—y)dEdn =F(x,y) si F continuaen DcR? y (x,y)eD ].

Consideremos el problema de (Pp) Au=F(x,y) enD
Dirichlet no homogéneo: PPl u=f enaD

Nuestro objetivo es (como en lo anterior) expresar su solucién Unica en funcién de integrales
en las que sélo aparezcan una funcién de Green G y los datos F y f:

AG=6(E—x,n—y) enD
G=0 enodD

Teor 3| vista como funcién de (&, n), se le llama funciéon de Green de (Pp). Entonces:
u(x,y)=|[ G(x,y: & M) F(E ) dEAN + § Gnlx, y;E, MF(E n)ds, es solucién de (Po)
D aD

A la solucién G(x,y; &, n) de (Pg) { , para cada (x,y)eD,

[Gn es, como siempre, la derivada de G en la direccién de n, vector unitario exteriora D].
Del teorema de la divergencia es facil deducir la lamada segunda identidad de Green:
Si uy G son C?(D) setiene [[,[GAu—uAGldEdn = ¢, [Gun—uGnlds

Si u es la solucién de (Pp) y G la de (Pg), y admitimos que la identidad anterior es vélida
para nuestra G (que claramente no es C2, pero se justifica con ‘distribuciones’) tenemos:

J[oLGF—u81dgdn = §,,[—fGnlds — u= [[,GFdEdn + §,,Gnfds

¢Coémo resolver (Pg)? Comencemos buscando una v(x, y; &, n) que, como funcién de (§,n),
satisfaga Av=46, aunque no cumpla la condicién de contorno. éPara qué funciones es Av=0
y pueden originar una 6 ? Las soluciones de Laplace en polares dependiendo de r son:

vrr+%vr=0—»v=c1+czlnr

Asi que algin multiplo del discontinuo logaritmo de la distancia r =PQ del punto P=(§, n)
al Q=(x,y) es buen candidato a v:

v=%z In[(E—x)2+(n—y)2]=%T InPQ satisface Av=6(§—x, n—y) para (x,y) fijo.

Teor 4
A v se le llama solucion fundamental para el punto (x, y).

Volvemos a hacer ‘trampa’ con la 6. Ya vimos que Av=0 si r#0, osea, si (§ nN)#(x,y).
Ademds, el ‘teorema’ de la divergencia en un circulo de centro Q y radio R nos da:

/<R AVdEN = §,_pvnds=§,_pvrds= [Z" 2zRdO=1— AV =5

Si w satisface Aw=0 en D, la funcién v+w seguird satisfaciendo A[v+w] =§ para cada
(x, y)eD fijo. Por tanto, para encontrar G [y tener resuelto (Pp)] basta encontrar la w
armodnica en D tal que v+w =G se anule en la frontera dD.
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La forma practica de hallar la w (en recintos D limitados por rectas y circunferencias) es el
método de las imagenes. Viendo la geometria de D se tratard de escribir G como suma
de la solucién fundamental v y de funciones arménicas w del mismo tipo, logaritmos de
distancias a puntos Q’ exteriores a D (‘imagenes’ de Q respecto de la 8D ), elegidos de
forma que sea G=0 en la frontera de D. En un primer ejemplo, D estd limitado por rectas:

Ej 2.| (Py) { Au=0en D={x>0}x{y>0} | Sean Q=(xy)€D fijo,
u(x, 0)=f(x), u(0, y)=0, u acotada P=(& n), v=5zInPQ.
Si Q’=(—x, y), es claro que w’=—2—1n InPQ’ es una funcién de 1
P que es arménica en D (lo es en RZ2—{Q’})y que v+w =0 ’
si P pertenece al eje y, pues entonces PQ = PQ’. Anéloga- Q (_X’z):: ______ :‘_~9_|(_X’y)
mente W =—% INPQ+« , con Q« =(x,—y), es armdnica en D N D
y v+w4 =0 si P esta en el eje x. Para que G sea cero en am- 1. S
bos ejes a la vez hay que sumar una nueva w’, =—%T Inﬁ, 6 P(gn)

funciéon de Green buscada, ya que AG =6 [pues Av=4§y
AW +wx+w/,)=0]y G=0 si P€aD [si P esta en el eje y

es PQ=PQ’ y PQ«=PQ’, ; y similar en el eje x]. QX _'};)" o )
Escribiendo las distancias analiticamente tenemos: "
G(x, y: & n) = 2= In[(E=x)% + (1—¥)?]— 25 In[(E+x)? + (n—y)?]
— 7= In[(8=x)? + (n+y)?]+ 75 In[(E+X)? + (n+¥)?]
Y como n=—j en el eje x, la solucién de nuestro problema (P2) sera:

U6, ) = §op G ds = [0° =Gl o f(E)AE =+ =| & [*| 77 — Erray? S (E) dE

Q’, = (—x,—y). Entonces G(P.Q) = v+ W + W, + W/, es la ! g

Resolvamos ahora el problema no homogéneo de Dirichlet en el circulo:

Au=F(r,0) en r <R Q=(r, 8)eD fijo, Q')

(P3) { u(R, 0)=f(8), 0€[0,21] | P=(a, @) variable.
La solucién fundamental v en estas coordenadas queda: P(c,9) )
v=2—1nln@=4—1nln|:02+r2_2rocos(9—¢)] \J
D

¢Doénde situar el punto imagen Q’? Las cosas no son tan
claras como en el ejemplo anterior. Es claro que su 6 ha
de ser igual, pero {a qué distancia del origen O colocarlo?
Podriamos llegar al resultado tanteando, pero nos limitamos a comprobar que la G es:

G(P.Q)= 5[ INPQ—InPQ’ +In 2], 0’ = (B2, 0)|, es decir,

G(r, 6;0, $) = 7= In[02 + r2 — 2ra cos(6—$)]— 2 In[R2 + 23" — 2ro cos(6—¢)]

En efecto: G=v+V/+cte = AG=0 [ v/ arménica en R?—{Q’} y Q’¢D ]
y ademdas G=0 si P€aD, osea, si 0=R.
Ademas, Gn=Go|0=R y ds=Rd¢, por lo que la solucién de (P3) es:

R (2 22 (2 d
u(r, 6) = [} "o G(r,6;0,¢)F(o, $)dpdo + B 5 Jo nRZ—zR];(c(pczs(g—@HZ

[Expresidén méas compacta que las series de Fourier, aunque estas integrales, en general, no son
calculables (y hay que aproximarlas, pero son aproximaciones también las sumas parciales)].

Las cuentas en tres dimensiones son similares a los de dos. Si G es solucion de (Pg):

u(x,y, z) = [[[p GFd&dndy + §,,GnfdS| (3D es ahora una superficie)

La solucién fundamental en el espacio es v =—ﬁ [Vir+2vi=0 > v=c1+2]

Los puntos imagenes respecto a planos son igual de sencillos y para la esfera
de radio R vuelve a situarse el punto Q’ a una distancia R2/r del origen.
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Apéndice

Repaso de EDOs

Algunas EDOs de primer orden Z—§=f(x, y) | resolubles

. , PR y' =f(xy)
[f, fy continuas en un entorno de (x,, yo) = existe solucion Unica de {y(xo)=yo ]
Separables: %=% - [q)dy = [p(x)dx+C.

Se convierten en separables: g—i:ﬂ%) con z=§ . %:f(ax+by) con z=ax+by .

Lineales: & =a(x)y+f(x) — y = Cela0Idx 4 o[abdx [o= [a0IdX £(x) dx .
[solucién general de la homogénea + solucién yp de la no homogéneal.

M=Ux

N=U, U(x, y)=C solucion.

Exactas: M(x,y)+N(x,y)% =0 con My=Nx —

Ej. %:ﬁ (con solucién Unica si y#x) se puede resolver por tres caminos diferentes:

— 2
z=L o xZ+z=2 - [BFDE__H (&, 22—22=§—2—2¥=%.

X z-1 222z X x
Ux=y — U=xy+p(y)
dy _ =N.— x 2 —
+(x—y)==0, My=Nyx=1 , yc—2xy=C.
y+(x=y)gx y=Tx=2= Uy=x—y = U=xy—2y?+q(x) v v
dx _y—x _ _X i ién uni i —-C,1 —CL,Y
= = y+1 lineal (solucidén Unica si y#0). x = y+yfydy— vtz
[Pasa una Unica curva integral (solucién de & =--- o de &=-..)

salvo por el origen (0, 0) ].

EDOs lineales de orden 2

yi y2
/ 7"
1 72

[n] | y”+a(x)y’+b(xX)y=f(x) |, a, b, f continuasen I. |W|(X)=

Si xo €I, tiene una sola solucién (definida en todo I') con y(xo)=Yo., y’(xo)=y(’3.

Si y1, ¥2 son soluciones de la homogénea (f=0) con wronskiano |W|(s)#0 para
algun sel, la solucién general de la homogénea es: y=ci1y1+Cay>.

Si yp es una solucién de [n], la solucién general de [n] es: y=ciy1+Coy2+Yyp.

Una solucion particular de [n]es: yp,=y2 [ f'—vl,};dx—ylf f’—;fldx [fvc].

Si b(x)=0, y’=v lleva [n] a lineal de primer orden en v.

—[adx

y1 solucién de la homogénea = y» =y1fe y;zdx solucién de la homogénea.

- =v
Ej. xy”—2y' =x’= v'=241 v=Cx24x2 [ =Cx—x » y =K+ 0 —3x2.

[También se podra ver como una ecuacién de Euler: x2y”’—2xy’=x?, estudiadas en la seccién 2.2].

Ej. x3y” —xy’+y =0.Es claro que y1=x es solucién de esta homogénea.
e—f—xfzdx

dx =xe /x,

Como a(x):—)% otra solucién es: y; = XJ 2

Por tanto, la solucién general de la ecuacién es: y =ci1x+ coxe~ VX,

[Las rectas y= x+b son soluciones de la homogénea que saltan a la vista,
pues el término con la y”’ no aparece y basta mirar los otros dos].
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Lineales de orden 2 con coeficientes constantes

[h1| y”+ay’+by =0 |, u2+au+b=0 (sus raices: autovalores de [h]).

Si uy #Uo reales — y = c1 eH1X+ ¢y eH2X
La solucién general de [h] (a,beR) es:| Si u doble (real) — y = (c1+c2x)eHX
Si u=p=xiqg — y =(c1cosgx+cysengx)ePX

[Si a,beC serd y=ci1eH X+ cret2X § y=(c1+cx) el  con pi, h2, 4, €1, c2€C].

Ej. v/ +4y’+3y =0, u2+4u+3=0 - uy=—1,-3 - y=cre X+ cre 3,
y’'+4y’+4y =0, p?+4u+4=0 — pu=—2 doble — y = (c1+cax)e %X,
y” +4y’ +5y =0, u2+4u+5=0 » uy=—2=%i — y=(c1Cosx+cysenx)e2x,

y” —4iy’ =3y =0, u?—4iu—3=0 — u=i,3i - y=cr1elX+ce3x, c;,c€C.

Método de coeficientes indeterminados para [c]| y” + ay’ + by = f(x) ‘ :

Si f(x)=e**pm(x), con pm polinomio de grado m, y u no es autovalor, tiene
[c] solucién particular de la forma yp=e**Pmy(x), con Ppy del mismo grado. Si
u es autovalor de multiplicidad r, hay yp=x"e**Pmn(x).

Si f(x)=e“"[pj(x)cosqx+qk(x)senqx] , Pj, gk de grados j, k,y p£ig no
es autovalor, hay yp=ePX[Pm(x) cosgx+Qm(x)sen qx] con Pmy QOm de grado
m=max{j, k}.Si p+iq es autovalor hay yp,=xePX[Pm(x)cos gx+Qm(x)sengx].

7 — AaX
. —y=e L P
Ej. {y y . u==1. La solucién general de la homogénea es: y=cieX+ ce ™.

y(0)=y’(0)=0

Yp=AxeX - A(x+2)—-Ax=1 — ypz%xex. O maés largo con la [fvc]:
efX
—eX

eXeX

[W|(x)= =-2, yp=eX[E5 dx—e’ﬁ%dx:—%e’%%xex.

eX
eX

La solucién general de la no homogénea serd: y=cieX+ce ™+ %xe" .

c1+c; =0

—lox_laxy lyax
—co+i=0 T YT 2® Tzt pxen

Imponiendo los datos iniciales:
Ej. Hallemos una y, de y” +y =f(x) para diferentes f(x).

[Su solucién general es y = c1cosx+ casenx+ yp 1.

Si f(x)=x3, hay y,=Ax3+Bx?+Cx+D ( P5 arbitrario pues A=0 no es autovalor)
— 6AX+2B+AX3+Bx2+Cx +D=x3 - yp=x3—6x.

Si f(x)=2xeX, existe yp=e*(Ax+B), y;=eX(Ax+B+A), yl’)’zeX(Ax+B+2A)

— eX[(Ax+B +2A)+(Ax+B)]=2xeX* - A=1, B=—1 — yp=eX(x—1).
Si f(x)=eXcosx, hay yp=eX(Acosx+Bsenx) —

(A+2B)cosx+(B—2A)senx=cosx — AiZBfl — yp=e* L cosx+isenx).
B—2A=0 P 5 5

Si f(x)=senx, como %i es autovalor simple, yp=x(Acosx+Bsenx)
— 2Bcosx—2Asenx=senx — y,=—3 COSX.

Si f(x)=cos?x, parece que no podemos usar coeficientes indeterminados, pero
cos2x=3(1+cos2x) — hay y,=A+Bcos2x+Csen2x — y,=1—1 cos2x.

Si f(x)=(cosx)™1, hay que acudir a la férmula de variacién de las constantes:

COS X
CosX

[W|(X)=1 — yp = senxf ax— cosxfﬂdx =xsenx+cosxIn(cosx).

Cos X

Si[n] no es de coeficientes constantes, ni de Euler x2y”+axy’+by =0,
ni tiene b(x) =0, ni se puede encontrar una y; de la homogénea,
hay que resolverla utilizando series de potencias [capitulo 2].
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Repaso de calculo en varias variables

Sean a,x€R”, ACR". Entorno B.(a)={x: [[x—a|<r}. a interior a A si existe B.(a)CA.
A abierto si A=intA={x interiores a A}. A acotado si hay MR tal que ||al|<M Va€A.
Frontera de A es dA={x: Vr, B/(x) tiene puntos de Ay de R"—A}. A=intAUJA.

La derivada segun el vector v de un campo escalar f: R2 - R en un punto a es:

Dy f(a) = fu(a) = mwsizcyﬂm-v, siendo Vf= (fx, fy)

fr=fxxr+fyyr
fs=fxxs+fyys

afl/axl “ee afl/axn

Si f(x(r,s),y(r,s)), con f,x,yeCl, laregla de la cadena dice

--------------- , el determinante jacobiano es
Yn=fn(X1,.., Xn)

3fn/9X1 ++ - fn/3Xn

X=rcosf a(x,y) X=rsenocos¢ a(x,y,z) 2
Polares: y=rsen9} = 3.0 =r. Esféricas: )zlzﬁzggeesenqﬁ} - 3(7.6,) =r<senéf.

Integrales dobles:

Si f continua en D={(x,y): a<x<b,c(x)<y<d(x)},
c(x)<d(x) continuas en [a, b] = ffo=f:f§(;))f(X,)/)dde-
Si f continua en D={(x,y): c<y<b,a(y)<x<b(y)},

a(y)<b(y) continuas en [c,d] = [[,f =ffff(%)f(x, y)dxdy.

Cambios de variable en integrales dobles:

Sea g:(u, v) = (x(u, v), y(u, v)) de C!, inyectiva en D*, g(D*)=D vy f integrable.
Entonces: ([, f(x, y)dxdy = [[,. f(x(u, v), y(u, v)) gg{ﬂ dudv .
En particular: [, f(x,y)dxdy = [[p. rf(rcose,rsen@)drde.

Integrales de linea de campos escalares:

Sea C la curva C! descrita por una funcién vectorial ¢(t): [a, b] — R?2 y sea f un
campo escalar tal que f(c(t)) es continua. Entonces: | fds Ef:f(c(t)) I’ (D)l dt .

[No depende de la c(t) elegida. Si C es C! a trozos, se divide [a, b] y se suman las integrales].

Teorema de la divergencia [en el plano; divf=fx+g, si f=(f,9) |:

Sea DcR? limitado por aD curva cerrada simple, f: D — R? campo vectorial C!
y n vector normal unitario exterior a D . Entonces [[, divfdxdy =§,,f-nds.

[Si aD viene descrita por c(t)=(x(t), y(t)) un normal unitario es n=(y’(t),—x’(0))/llc’(OIl ].

Ej. Comprobemos el teorema para f(x, y)=(7,y?>—1) en el semicirculo r<3,0<6<m:

+9— 2
En cartesianas: [, 2ydxdy=f_33f0 9> 2y dy dx = 36. C,
1/ 9—y2
O cambiando el orden: = fjf ;gyﬁ 2ydxdy =36.
/9y
En polares: = fgf; 2r2sen6drd6 =36. + e

$op=Jc,+ Jc, - Para C1,si c()=(x,0), xe[-3,3] — fcl(l_yz)d5=f_33 dx=6.
Para Cy, si c(t)=(3cost, 3sent), te[0,m] — ||c’(t)||=3. Como n=(cost, sent),
Je, F-nds=3[ (7 cost+9sen3t—sent)dt=30.
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Repaso de convergencia uniforme

Sea la sucesion de funciones definidas en AcR: {fn(X)} =f1(x), f2(xX), ..., fn(X), ....

{fn} converge puntualmente f en A si para cada x€A es ,!L”Qof”(x) =f(x).

{fn} converge uniformemente hacia su limite puntal f en A si
Ve>0 existe N tal que si n>N entonces |f(x)—fn(X)|<e Vx€A.

Graficamente, si {fn} — f uniformemente, a partir de un N todas las
gréficas de las f, quedan dentro de toda banda de altura 2¢ alrede-
dor de la de f. Si la convergencia es sélo puntual, para cada x el N
es distinto y no se puede dar uno valido para todos los puntos de A.

. 0 si x=0
Ej. fn(x)=xY"— { 1 :: ie(o, ) (puntualmente).

La convergencia es uniforme en [1, 2], peronoen [0, 1].

Para cada x€[0, 1] existe N tal que si n>N el punto (x, x/")
esta dentro de la banda, pero hace falta elegir N mayores segln
nos acercamos a 0. En [1, 2] la convergencia es uniforme, pues

el N que vale para x=2 claramente vale también para el resto /’|° - =
de los x del intervalo.

fn continuas en un intervalo I y {fp} —f uniformemente en I = f continuaen I.
fn integrables en [a, b] y {fn} —f uniformemente en [a, b] = fff: lim f:fn )

n— oo

Si las fp son derivables, que f, — f uniformemente
no basta para que f sea derivable, o puede existir
f’ y no ser el limite de las f; (como en los ejemplos
de la derecha); para que pasen ambas cosas, deben
también converger las f; uniformemente.

Las series de funciones son un caso particular

> fn converge puntualmente o uniformemente en A hacia f si
=1 P -
5 lo hace la sucesion de sus sumas parciales S, =f1+:--+fp.

Criterio de Weierstrass

Sean {fn} definidas en A y {Mp,} una sucesién de nimeros tal que |fn(x)|SM,,
Vx€A y tal que >.M, converge. Entonces ) f, converge uniformemente en A.

Ej. Zse:—z”x converge uniformemente en todo R pues |‘<’e:#|sni2 y Zniz converge.

[Se tiene entonces, por ejemplo, que la suma f(x) de esta serie es continua en todo R].

La serie obtenida derivando término a término: >, <™ diverge, por ejemplo, si x=0.

[Para otros x, como x=m, converge por Leibniz, y para casi todos es dificil decirlo].

En general, no se pueden derivar (ni integrar) término a término las sumas infinitas
como las finitas. Aunque esto si se puede hacer siempre con las series de potencias
en cualquier intervalo cerrado contenido en el intervalo de convergencia |x| <R, pues

en ellos convergen uniformemente la serie y sus derivadas.

) 2 3 4 .
Ej. x—% +% —% +... con R=1, converge puntualmente si |x|<1

[hacia log(1+x), y lo sigue haciendo cuando x = 1] y converge . . ,

I\

uniformemente en cualquier intervalo [a, 1], a>—1, aunque no i
lo hace en todo (—1, 1], pues las sumas parciales estan acotadas i s,
en ese intervalo y el log(1+x) no. :

La serie obenida derivandola término a término 1—x+x2+ --- s i

converge en (—1,1) [hacia ﬁ esta no converge en |x|<1 ]

En cualquier [a, b]c(—1, 1) la convergencia es uniforme. s [1o901+)
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problemas de Métodos Il (C) 2016-17

problemas 1

1.

a)

Resolver los siguientes problemas de Cauchy:
3x%uy—ux=4yu
u(l,y)=1

yuy+(2y—Xx)ux=x
u(x,1)=0

(Qy—x)uy+xux=2y

uy+3y2ux=2y—“+6y4x
u(l,y)=0

u(x, 1)=x2

b) c) d)

2. Resolver los siguientes problemas de Cauchy y precisar si la solucién es Unica:

a) u(x,—2)=x

10.

11.

12. S

13. S

14. S

15. S

Uy+Ux =U—X—Y Uy — 2yux = 4xy

2yuy—Xxux=u—x2y d) (2x—y)uy+xux=yu
u(x,—1)=2x+1

b) u(2,y)=0 U=1,y)=1

)

Resolver (3y+3)uy—xux = 2xy con el dato u(x,0)=0. ¢Con u(0,y)=0 habria solucién tnica?

Sea yuy—xXux = u+2x y los datos iniciales: i) u(x,0)=—x, ii) u(x,2)=7x. Hallar la Unica
solucién que satisface uno de ellos y dos soluciones distintas que cumplan el otro.

_ i)u(x,1)=1 . - .
Resolver uy+2yux=3xu con i) u(0, y)=0 estudiando la unicidad de la solucion.

Reducir a forma candnica, si es necesario, y, si es posible, encontrar la solucién general:
a) Uyy+4qu+ SUXx+Uy+ 2uX =X b) Uyy+6ny+ 9uXx+9u=9
C) Uxx+4uUxy—>5uyy+6uUx+3uy,=9u d) Uxx—3yux+2ylu=y

Escribir (E) utt+2uxt =2 en forma candnica y hallar su solucién general. De los datos de
Cauchy: i) u(x, 0) = ut(x,0) =0, ii) u(0,t) =0, ux(0,t)=t, hay unos que determinan una
Unica solucién de (E). Hallarla en ese caso.

Sea Ut + 4Uix + dUxx + Ut + 2ux = 0. Escribirla en forma candnica y hallar su solucién general.
Hallar la solucién que cumple los datos u(x, 0)=1—x, u¢(x, 0)=1 y comprobar esta solucién.

Sea (E) Auyy +Buxy + Cuxx + Duy + Eux+ Hu = F(x, y) . Probar que un cambio de la forma
u=ePYe%w, con p y q adecuadas, lleva (E), si no es parabélica, a una (E*) sin derivadas de
primer orden. éPara qué relacién entre las constantes A, ..., H no tiene (E*) término en w?
Aplicar lo anterior para resolver uxy+2uy+3ux+6u=1. Probar que toda ecuacion parabdlica
o0 es resoluble o se puede poner con cambios de variable en la forma wg+Kwpn=G(§, n).

Resolver utilizando diferentes caminos (intentando encontrar atajos):

){utt—4uxx=e‘t,x,teR b){utt—4uxx=16,x,teR ){utt—4uxx=2
u(x, 0) = x2, us(x, 0)=—1 u(0, t)=t, ux(0, t)=0 u(x, x)=x2, ut(x, x)=x

ust—4uxx=0, x>0, teR o »
cosx—1, xe[2m, 47] Dibujar la extensién f*. Hallar u(3m,3m).

Sea ¢ u(x,0)= .
(. 0) {Or x€l0,2m]ul4m ) * pihyjar u(x,3m). Hallar u(2m,t) para t>3m.
ut(x, 0)=u(0, t)=0

utt—uxx=0, x=0,teR a] Dibujar g* y dar su expresion.

—x2
u(x, 0)=u(0, )=0, ur(x, 0)={ X et bl Hallar: i) u(3,2), i) u(L,2).

utx, 0)= 0 x€[0,1]u[4,0) " c] Hallar u(x, 3) para x€[0,1].
ug(x, 0)=u(0, t)=0

Urt—uxx=0, x>0, teR a] Hallar u(3,2m). b] Hallar u(x,m) para x>m.

ea u(x, 0)=1, ut(x, 0)=0, u(0, t)=cost ' [ v=costcosx cumple dato de contorno y ecuacién].
urt—9uxx=0, x€[0,4],teR
u(x, 0)={ 5 202 X2 ui(x,0)=0 . alHallar u(3,%). bl Dibujar u(x, 1).

Ust—Uxx=0, x=0,teR o
(x 1)(x—4), xe[1,4] al Hallar u(1,3). b] Dibujar u(x, 3).
{u(O H=u(4,t)=0



urt—uxx=0, x€[0,2],teR 3
16. Sea {u(x’ 010, e 0 e 1y?, w0, B2, ty—t - Hallar u(3,1).
urr—4uxx=0, x€[0,2],teR
17. Sea {u(x, 0)=4x—x3, ut(x,0)=0 . Hallar u(% %) Dibujar u(x, 2). Hallar u(x, 1).
u(0,t)=u(2,t)=0
Utt—Uxx=6Xx, X =0, teR
18. Sea { u(x, 0)=ur(x, 0)=ux (0, )=0 ° Calcular u(0, t) para todo t.
19. Sea {utt—(urr+%ur)= 0, r=0,teR  a] Hallar u(1,2).
' u(r,0)=r, u(r,0)==2 " b] Hallar u(1,t) paratodo t>0.
20. Resolver, a partir de las caracteristicas y utilizando transformadas de Fourier, los problemas:
| 22Ut + Uy = tu b] tur—ux =u - us+ etuy+2tu=0
u(x, 0)=e=x’ u(x,1)=£(x) u(x, 0)=£(x)
21. Sea Ur—us =t a] Hallar la solucién con u(x, 1)=x a partir de las caracteristicas.
' Ur—the = . b] Resolver con u(x, 1)=f(x) utilizando la transformada de Fourier.
22. a] Hallar la solucién de 3ut—ux=2, que cumple el dato inicial u(x, 0)=x.

23.

24,

25,

26.

27.

28.

29,

30.

Sut—ux=g(x) i) utilizando las caracteristicas,

b] Resolver { u(x, 0)=f(x) ' ii) con transformadas de Fourier,

y comprobar al.

ut+ (cost)ux =u, xeR, t=>0
u(x, 0) =f(x) '

describir u(x, t) para t>0.

a] Resolver por Fourier y por las caracteristicas: {

. _ (cos?x, xe[—mn/2, /2]
bl Si f(x) = {0 en el resto

2 . . .
ut—ux=2xe i) con las caracteristicas,  [EIl término no homogéneo es derivada

Resolver { u(x,2) =0 ii) utilizando la F. de funcién de transformada conocidal.

Resolver { Utt — 6Utx + YUxx = 0 a] A partir de las caracteristicas.
u(x, 0)=£(x), ut(x,0)=0 " b] Utilizando la transformada de Fourier.
2Utt + SUtx + 2Uxx =0

- L, o
u(x, 0)=f(x), ur(x, 0)=0 ° b] Escribir la solucién para f(x)=x<.

a] Utilizando la F resolver {

Obtener la formula de D’Alembert utilizando transformadas de Fourier.

ut—uxxz(xz—l)e_"z/2 , XeER, t>0 [el término no homogéneo es la ] .
u(x,0)=0, uacotada derivada segunda de e—x*/2

a] Aplicando F directamente. b] Con un cambio que haga la ecuacién homogénea y evaluan-
do la integral de los apuntes mediante un cambio de variable. Hallar el tll’rg u(x, t).

Hallar la solucién de {

Comprobar, paso a paso y utilizando la F, que la solucién de:
Ut—Uxx=e"%/4, xeR,t>0
u(x,0)=0, uacotada

Deducir el valor de u(0, t) integrando por partes y utilizando que f_°°°o e_“-“zds:% .

. ® k2 _ A—k2(t+1) .
viene dada por: u(x, t) =%J el e P etkxgk .

Hallar, utilizando la F, su solucién sin que aparezcan integrales:
{ur-%uxx+ux=0,xeR,t>0 ){Ut—t_zuxx=orX€th>1
u(x,0)= e~*, u acotada ulx,1)= e~*, uacotada
){u“—4uxx=0,xeR, teR OI){ut—Ztu,<x=0,xeR,t“>O
u(x, 0)=2e*/2, uy(x, 0)=0 u(x, 0)=5(x), u acotada
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problemas 2

1.

10.

11.

12.

13.

14

15.

16

17.

18.

19.

20.

Resolver por series en tornoa x=0:
a) y"+xy=0 b) (L+x2)y” —2y=0 c) cosxy” +(2—senx)y’ =0

Sea y”’+2xy’+2y=0. Calcular 3 términos no nulos del desarrollo en serie de la solucién con
y(0)=1, y’(0)=0. Hallar su término general e identificarla con una funcién elemental.

Sea y”+(2—2x)y’+(1—2x)y = 0. Hallar el desarrollo hasta x* de la solucién que cumple
y(0)=0, y’/(0)=1. Comprobarlo sabiendo que y=e~X es otra solucién.

Sea 24/xy”’—y’ =0. Precisar si x=0 es punto singular regular. Calcular, hasta tercer orden,
el desarrollo en serie en torno a x=1 de la solucién que cumple y(1)=y’(1)=1.

Hallar el desarrollo de la solucion de (1—x)(1-2x)y’’+2xy’—2y=0 con y(0)=y’(0)=1. ¢Dénde
converge la serie? Hallar las raices del polinomio indicial en cada punto singular regular.

Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones de Euler:
a) xy”’+2y’=x b) x2y”’—3xy’+3y=9Inx c) X2y +4xy’ +2y = eX
Sean a) y”’+xy’+y =0, b) 3xy”+y’+xy=0, c) xy”’—2y’+ 4eXy = 0. Hallar los 3 primeros

términos no nulos del desarrollo en serie de una solucién que se anule en x=0, encontrando
la regla de recurrencia cuando se pueda. ¢Estdn acotadas en x=0 todas las soluciones?

Sea 3xy” +(2—6x)y’+2y =0. Hallar una solucién que no sea analitica en x=0. Hallar 4
términos del desarrollo de una solucién no trivial que sea analitica en x=0.

Dar 2 términos no nulos del desarrollo de una solucién de 3xy”’—y’—3x2y=0 que se anule en
x=0 y la regla de recurrencia. ¢En x=0 son todas las soluciones analiticas? ¢Son derivables?

Hallar el desarrollo de una solucién no trivial analitica en x=0 de 4xy”’+2y’+y=0,x>0,y
la solucién general en términos de funciones elementales. Comprobar haciendo s=x12.

Sea 3xy’’+2y’+4y=0. Hallar los 4 primeros términos no nulos del desarrollo de una solucién
que se anule en x=0 dando la regla de recurrencia. {Para qué x converge la serie?

Sea x2y”’—x(x+5)y’+9y=0. Dar 3 términos no nulos del desarrollo de una solucién analitica
en x=0. Hallar la regla de recurrencia. {Tienden a 0 todas las soluciones cuando x—07?

Sea x2(1+x2)y”’—6y=0. Hallar 3 términos no nulos del desarrollo de una solucién acotada
en x=0, dando la regla de recurrencia. {Cudl es el coeficiente de x2912 en ese desarrollo?

Hallar una solucién analitica no trivial de x2y”’+x3y’—2(1+x2)y=0, escribiendo la regla de
recurrencia. {Son todas las soluciones analiticas en x=07?

Hallar el desarrollo de una solucién acotada en x=0 de x(1+x)y”+(2+3x)y’+y=0 y probar

gue hay soluciones no analiticas en x=—1. Comprobarlo utilizando que y=% es solucién.

Sea xy”’+(1—x2)y’+ pxy = 0. Precisar, resolviendo por series en torno a x=0, los valores
de p para los que hay soluciones polinémicas y escribir uno de estos polinomios para p=4.

Sea (1—x2)y”’—2xy’+y=0 (Legendre con p=¥3-1). Hallar 3 términos no nulos del desarrollo
de la solucién con y(0)=0, y’(0)=1. Esudiar si hay soluciones acotadas en x=—1.

Resolver x2y”’+ xy’+ (xz—%)y =0, i) mediante un cambio de la forma y=x"u, ii) por series.

Sea (x2—1)y”’—4xy’+6y=0. Hallar la solucién con y(0)=—1, y’(0)=3. Utilizando Frobenius,
hallar una solucién que se anule en x=1. {Hay soluciones no triviales acotadas para x—o0?

Sea x(x—1)y” + y’ — py = 0. Deteminar para qué valores de p posee solucién polindmica.
Probar que si p=2 existen soluciones que tienden a 0 cuando x—oo.



problemas de Métodos Il (C) 2016-17

problemas 3

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Determinar sus autovalores y autofunciones, y desarrollar f(x)=x en las autofunciones de
cada uno de los problemas:

a) y”"+Ay=0 b) y"+Ay=0 0 xX2y" +xy’+Ay=0
y(0)=y’(1)=0 y(=1)=y(1)=0 y'(1)=y’(e)=0
X2y +xy’ +[Ax2—1]y=0
d) 4 hacer s=vAx 0 u=4X

y(1)=y(4)=0 ( )

s y”"+Ay=0 Probar que hay infinitos autovalores positivos Va . Discutir si
c€a y’(0)—ay(0)=y(1)=0 los hay <0. Estudiar cdmo varia con a el menor autovalor.

Sea y"”"+Ay=0 Hallar sus Ap y sus {yn},y calcular {yn,yn) Vn.

y(0)—2y’(0)=y(1)—2y’(1)=0 " [Son calculables exactamente los A,, y hay uno negativol.

Desarrollar f(x) = cos3x, x € [0, ], en serie de i) {cosnx}, ii) {sennx}, dibujando las
funciones hacia las que tienden las series y estudiando la convergencia uniforme.

Desarrollar a) f(x)=1 y b) f(x)=x2, x€[0, 1], en serie de i) {sennnx} , ii) {cosnmx} .
Dibujar con algun programa de ordenador algunas sumas parciales de las series obtenidas.
Desarrollar en senos y cosenos en [—m, ], estudiando la convergencia puntual y uniforme:

a) f0)=sen2x, b) f(x)=|senx|, c)f()=sen%, d)f(x):{;:r;j,‘;g;’fjg

_(1,0<x<1 . . _do, & nmx
Sea f(x)= { 0 1<x<2 Hallar su desarrollo en serie de Fourier f(x) = 3 + nz_lan Cos ——.

¢{Cudnto debe sumar la serie para i) x=1, ii) x=27? Comprobarlo sustituyendo en la serie.

y”"+Ay=0 a) Probar que Ag=0 es autovalor y hallar la {yo} . Probar
y(0)=y(1)—y’(1)=0 " graficamente que hay infinitos A,>0. [Dato: no hay A, <0]1.
b) Hallar el coeficiente de yo en el desarrollo de f(x)=1 en serie de autofunciones de (P).

Sea (P) {

y’'+2y'+Ay=0

Desarrollar f(x)=1 en serie de autofunciones del problema .
F) P {y(0)+y'(0)=y(%)=0

Sea ([1-x21y’) +Ay =0 Hallar los 3 primeros términos del desarrollo de f(x)=1
y(0)=0, y acotada en1 ~ en serie de sus autofunciones [los P2,—1 de Legendre].

Sea {xy”— 2y’ =2 Escribir la ecuacién en forma autoadjunta.
y(1)+y’(1)=y(2)=0 " Precisar cuantas soluciones tiene el problema.

s P) y"”—y’+Ay=0  al Escribir la ecuacién en forma autoadjunta y hallar el peso.
ea . . .
y(0)=y(m)=0 b] Determinar si A=—2 y )\=%, son o no autovalores de (P).

c] Precisar cuéntas soluciones tiene y”’—y’+ Ay=eX2, y(0)=y(n)=0 para A=—2y )\=%.

Sea x2y” +3xy’+y+Ay=0 al Escribir la ecuacidn en forma autoadjunta y hallar el peso.
y(1)=y(e)=0 " b] Para A=m2, hallar la autofuncién {y1} y calcular {y1,y1).
c] Precisar cuéntas soluciones tiene x2y”’+3xy’+y=1 con esos mismos datos de contorno.

S y”’+ Ay =senx Precisar, si lo hay, un A para el que: i) tenga solucién unica,
y(0)=y"(%)=0 ~ ii) tenga infinitas soluciones, iii) no tenga solucién.

y” + Ay = cos 3x Hallar el primer término del desarrollo de f(x)=cos3x
y’(0)=y’(%)+y(%)=0 " en serie de autofunciones del problema homogéneo.

Precisar para i) A=0, ii) A=1 cudntas soluciones tiene el problema no homogéneo.

Sea {
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problemas 4

1. Resolver por separacién de variables:

a) { Ut — Uxx = e 2t, xe(0,m), t>0 b) { U — Uxx = sent, xe(0, ), t>0
u(x,0)=u(0, t)=u(m, t)=0 u(x, 0)=sen?x, ux(0, t)=ux(m, t)=0
) { ut— uxx=e"2tcosx, x€(0, ), t>0 ) { Uut—Uxx=6sen 6x cos 3x, x€(0,%), t>0
u(x,0)=1, ux(0,t)=0, u(3, t)=1 u(x, 0) = u(0, t)=ux(5, t)=0
{ Ut—tuxx=2cosx, x€(0,%), t>1 " { Ut—Uxx+2u =0, xe(0,1), t>0
u(x, 1)=cos 3x, ux(0, t)=u(3, t)=0 u(x, 0)=x, u(0, t)=u(l, t)—ux(1,t)=0
2. 5 { ur—uxx =0, xe€(0,1), t>0 Resolverla y hallar la distribucién estacionaria
) u(x,0)=0, ux(0,t)=0,u(1,t)=1 " hacia la que tiende la solucién cuando t — 0.
ut—uxx=0, x€(0, ), t>0 Resolverlo y hallar para cada x€(0, ) el
3. Sea P L .
u(x, 0)=0, ux(0, t)=ux(m, t)=t * limite de la solucién u(x, t) cuando t — co.
ut—4uxx=0, x€(0, m), t>0 [Hay una v muy sencilla, pero se puede
4. Resolver . Iy
u(x,0)=0, u(0,t)=t, ux(m t)=0 hallar otra que no estropea la ecuacion].
5. Sea { Ur—uxx—au=0, xe(0,3m),t>0 Determinar, segln la constante a, el
u(x,0)=1, u(0, t)—4ux(0, t)=u(3m t)=0 ~ Iimite de la solucién cuando t — oo
6. a] Hallar los autovalores y autofunciones del problema {§(0§=2§(;')1)§(,=(1())=0 .
b] Resolver { ut—uxx—2ux =0, x€(0,1), t>0 [directamente o tras un
u(x, 0)=e=*, u(0, t)=u(l, t)+ux(1,t)=0 cambio u=eP+™w].
utt_uxx:(z)' xe[O,[%n]], teR Dibujar u(x, ) y hallar su expresién con
7. Sea { u(x, 0)={ Osle;;‘[’;gn]’” , ut(x,0)=0 . D’Alembert. Resolver por separacién de
u(0, t)=u(2m, t)=0 variables y comprobar.
ust— Uxx=tsenx, x€[0,m], teR a) Por separacion de variables.
8. Resolver {u(x, 0)=ut(x,0)=0 b) Mediante extensiones y D’Alembert:
u(0, t)=u(m, t)=0 i) directamente, ii) haciendo w=u—tsenx.

utt—uxx=0,x€[0,m], teR
9. Hallar valores de w para los que la solucién de {u(x, 0)=ut(x,0)=0 no esté acotada.
u(o, t)y=senwt, u(m, t)=0

—4uxx =0, x€[0,3], teR
10. Resolver por separacién de variables { det tox xe[ 2] € 1 .
u(x,0)=ue(x,0)=0, u(0, t)=t, ux(5,t)=0
Utt + 2ur— Suxx =0, x€[0,m], teR i) para cualquier g(x)
11. Resolver { u(x,0)=0, ur(x, 0)=g(x), u(0, t)=u(m t)=0 ii) para g(x)=2senx
2 ; L .
— U — 2Uu,= < >
12. Resolver utt — Urr— 7ur=0, rl_l, t=>0 |) por separfaC|9n de var|ablles,
u(r,0)=0, ut(r,0) = £ senmr, u(1,t)=0 ii) con las técnicas del capitulo 1.
13. Resolver por separacién de variables estos problemas planos en cartesianas:
Au=0, (0, m)x (0, m) Au=ycosx, (0,m)x(0,1) Au+6ux=0,(0,m)x(0,m)
a) { u(0,y)=0,u(m y)=5+cosy b) { ux(0, y)=ux(m y)=0 c) { ux(0,y)=0, u(m, y)=cos 4y
uy(x, 0)=uy(x, m)=0 uy(x, 0)=uy(x, 1)=0 uy(x, 0)=uy(x, m)=0



14. Resolver por separacién de variables estos problemas planos:

Au=0, r<4,0<6<m Au=r*cos26, r<1,0<6<7%
a { u(4, 6)=cos¥, ue(r, 0)=u(r, m)=0 b) { u(1, 8)=3, ue(r,0)=ue(r, 5)=0
Au=cosf,r<?2 Au=0,r<1,0<6<m
c) { u(2, 6)=sen 20 d { ur(1, 8)=cos 8, u(r, 0)=u(r, 1) =0
){Au=0, l<r<2 ){Au=4sen29, 6€(0,3), r<1
u(l,8)=1+sen20, ur(2,6)=0 u(1,6)=sen46, u(r,0)=u(r,5)=0
15. a] Sea {@” +A0=0 . i) Probarlclzlireftamelnte que )\=4n es autovalor y escribir su
o(— %):O(%):O autofuncién. ii) Haciendo s=6+ 7, hallar todos los Ap y {On}.
b] Sea {AU =0,r<l,—-7<6<7 . Hallar, separando variables, la solucién con:
ur(1,6)=£(6), u(r,—7)=u(r, 7)=0 i) f(8)=2cos286, ii) f(8)=1.

Au=0, r<1

1, 0<6<m

16. Probar que gSu 1,5 <1, si u(r,0) eslasolucion del problema plano { .
a 3 (2 2) ( ) P P u(1'9)={0, n<6<2m

r2y"”+ry'—y =r2
y'(D)+ay(1)=y(2)=0"
Au=senf, 1<r<?2

ur(L, 8)=u(2, 8)=0

17. a] Discutir cuantas soluciones y(r) tiene{

b] Resolver el problema plano: {

Au=0,r<2,0€(0,5%)
18. Resover el problema plano {ur(z, 0) + ku(2,6)=8cos26 , para: i) k=1, ii) k=0.
ug(r, 0)=ue(r, 5)=0

urr+%ur+ rlzueg =0, r<1,6€(0,m)
u(l1, 8)+2ur(1,8)=4sen32, u(r,0)=ug(r, M)=0

Comprobar que cambiando +2ur(1, 8) por —2ur(1, 8) el problema fisicamente imposible
que resulta pasa a tener infinitas soluciones.

19. Hallar la Unica solucién del problema {

20. Hallar (en términos de funciones elementales) una solucion acotada de:

1 1
{ Urr+FUr+ sUge +4u=0,r<1,0<6<m [Separando variables y haciendo s=2r

u(l,6)=sen g , u(r,0)=ug(r, m)=0 aparece una ecuacién conocidal.
1 1 2sené@
Urr+ FUr+ ZUge = 57

21. Hallar la Unica solucién de los problemas en el plano
u(l,6)=1, uacotada

i] en el circulo r<1, ii] en la regién infinita r>1 [iojo!, rqrctanrr—»oooo].

Au=0, si r>R Au=0, si r>R
22. Hallar la solucién de: { u(R,0) =cos36, 0<6<2m y { u(R, 8) =cos30, 0<b<m
u acotada cuando r — o u— 0 cuando r —» o
(en el plano) (en el espacio)

23. Resolver los problemas en 3 variables:

ur—Au=0, (x,y)e(0, m)x (0, m), t>0 uir—Au =0, (x,y)e(0, m)x (0, m), teR
u(x,y,0)=1+cosxcos2y b) u(x,y,0)=0, ut(x, y,0)=sen 3x sen?2y
ux(0,y, t)=ux(m, y, t)=0 u(o,y, )=u(m,y, t)=0

uy(x, 0, t)=uy(x, m, t)=0 uy(x, 0, t)=uy(x, m, t)=0

a)

24. Resolver los problema para la ecuacién de Laplace en el espacio:

a){Au=0,1<r<2 b) Au=0, r<1 {Au:O,x2+y2+zz<1
u(l, 8)=cos 9, u(2,6)=0 ur(1, 8)=cos36 u=x3 si x2+y2+z2=1

25. Sea una placa circular homogénea de 1cm de de radio, inicialmente a 0°. Supongamos que
en t=0 todo su borde se calienta hasta 1° y luego se mantiene a esa temperatura. Hallar las
temperaturas en la placa para t>0 vy la distribucién estacionaria hacia la que tienden.

Vi



problemas adicionales de Métodos Il (C) 2016-17

problemas adicionales 1

1.

Resolver (si es posible) los siguientes problemas de Cauchy:

yuy—(x+1)ux=u+2x (Y +2X)uy—Xux =y Uy +xux=—x’e™

a) b) )

ull,y)=y u(l, y)=1 u(=1,y)=0
_ _ X=y 2
d) XUy — yUx = 2Xyu e) Ux — Uy = S27 U f) yuy + X ux=2x
u(x, 0)=x u(x, 1)=x u(x,0)=0

Sean 2yuy + Xux = 4yx2u y los datos de Cauchy: i) u(=2,y)=1, ii) u(x,x%)=0.
Hallar la solucién para el dato que proporciona solucién Unica. ¢Por qué es Unica?

Sea uy—2yux =2yu y los datos iniciales: i) u(x, 1)=e™%, ii) u(—y?2,y)=0. Hallar la Unica
solucién que satisface uno de ellos y dos soluciones distintas que cumplan el otro.

4. Sea (E) y?uy+x%ux=x?+y?. Resolver (E) con el dato u(x, 1) = x+1. ¢Es Unica la solucién?

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Imponer unos datos de Cauchy para los que (E) tenga infinitas soluciones y dar dos de ellas.

Sea [E] (y+1)uy+xux=2xyu. Resolver [E] con el dato u(l,y)=1. ¢Es Unica la solucién?
Imponer un dato de Cauchy para el que [E] tenga infinitas soluciones y escribir 2 de ellas.
¢En qué puntos es tangente la curva y=x2 a las caracteristicas de [E]?

Sea [E] y3uy—ux=2y?u—2xy?. a] Hallar su solucién general tomando i) n=y, ii) n=x.
b] Resolver [E] con el dato inicial u(x, 1)=2x, estudiando la unicidad de la solucién.

c] Imponer un dato de Cauchy para el que (E) tenga infinitas soluciones y dar dos de ellas.
d] ¢En qué puntos del plano es tangente la curva 2x=—y?2 a alguna caracteristica de [E]?

Resolver 3x2uy+ux=x>, u(x, 0)=x3, estudiando la unicidad.

Hallar la solucién de (E) usr—2tux= 2t(x—t?)u con u(x, 1)=1, tomando i) n=t, ii) n=x.
Escribir 2 soluciones distintas de (E) vélidas en un entorno de origen que cumplan u(0, t)=0.

Precisar para qué valores de n entero positivo el dato de Cauchy u(x, x™)=x" determina
una Unica solucién de la ecuacién ux+yu=y? cerca de (0, 0).

Sea (E) A(x, y, Wuy+B(x, y, u)ux=C(X, y, u) ‘ecuacién cuasilineal’. Probar que si las soluciones

- i . du_C dy _A nx, y,u)=c1
del sistema de ecuaciones: dx =B 'dx=8 Son E(x.y, U)=C>
entonces n(x,y, W)=p[&(x,y, u)] (o bien, E(x,y,u)=qln(x,y,u)]) con p, q arbitrarias es la
solucién general de (E). Resolver la cuasilineal: uy+uux=0 con: i) u(x, 0)=x, ii) u(0, y)=0.

[curvas caracteristicas de (E)],

il Resolver vy + eX*Yvy,—v =0 con el dato inicial v(x,0)=e"*.
ii] Hallar la solucién general de uyy + eX*Yuyy —uy =0.

Reducir a forma candnica vy, si es posible, encontrar la solucién general:
a) Uyy+2qu+ 2uXX= 0 b) Uyy—4qu+4uXx_4u =8

Sea [E] utr+2uxt+ uxx+u=0. Hallar su solucién general y la que satisface u(x,—x)=0,
ut(x,—x)=1. Escribir una solucién, distinta de la u=0, que cumpla u(x, x)=ut(x,x)=0.

Sea (e) uit—uUxx+Dus+Eux =4, con D y E constantes. a] Escribir (e) en forma candnica.
¢Para qué relaciones entre D y E es esta forma resoluble? b] Para D=—-2, E=2, hallarla o
las soluciones de (e) con los datos: u(0, t)=e?2, ux(0, t)=2.

vx+Lit+Ri=0
ix+Cvi+Gv=0"
donde L, R, C y G son constantes caracteristicas de la linea. a) Hallar la EDP de segundo
orden (E) que verifica v. b) Si GL=RC, comprobar que un cambio adecuado reduce (E) a la
ecuacién de ondas y hallar v(x, t) si inicialmente v(x, 0)=V(x) e i(x, 0)=I(x).

El potencial v y la intensidad i en una linea telegréfica satisfacen:



16. Estudiar la unicidad de los problemas (D dominio acotado en R2):
Au—k?u=FenD
u=f enabD

ur—kAu=F(x,y, t)enD
u(x,y,0)=f(x,y)enD, u(x,y, t)=0 enoD

17. Si la distribucién inicial de temperaturas en una varilla es f(x) =2x2—3x, x€[0,2], vy la
temperatura para t>0 en los extremos es ho(t)=—t/(1+t2), h>(t)=2sent/t, y suponemos
gue no existen fuentes de calor en el interior de la varilla, determinar la maxima y minima
temperaturas alcanzadas en la varilla para t>0.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25,

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Sea

Sea

Sea

Sea

Sea

Sea

Sea

Sea

Sea

Sea

Sea

Sea

Sea

{

{

{
{

{
o
{
i
{
B
{

Ur—4uxx=0, x>0, teR

u(x,0)=

{2x—x2,xe[0,2]
0, x€[2,)

Utt_uXx—o X>0 tGR
1 cosx, x€[0,2m]
0 X€[2m, )

ut(x 0) 0, u(o,t)=0

Ut —Uxx =0, x=0,teR

COS 2

, x€[1,3]

0 x€[0,1]u[3,00) *

Utt—Uxx=0, x=0,teR o
u(x, 0)=u(0, t)=0, us(x, 0)= {sennx, 1=x<2 | Dibujar u(x, 1), u(x,2) y u(x, 3).

Utt—4uxx=0, x>0,teR

u(x, 0)=ut(x,0)=0, u(0, t)=t "’

Utt—Uxx=0, x=0, teR
u(x, 0)=0, ur(x, 0)=cos?x, u(0,t)=t ~ b] Hallar u(x, 2m) para x=>2m.

Utt—Uxx =0, x=0,teR

u(x, 0) 0, ut(x 0)= {

ut—uUxx=0, x=0,teR
u(x, 0)=ut(x,0)=0,u(0,t)=sent " [v=sentcosx cumple dato de contorno y ecuacién].

Utt—Uxx =0, xe[O n], teR
u(x,0)=sen?x

ut(x,0)=u(0,t)=u(m,t)=0

, Ug(x,0)=u(0,t)=0"

i) Hallar u(1, 1). ii) Dibujar u(x, 1).

a] Dibujar la extensién f* y dar su expresién.
" b] Hallar u(2m,3m). c] Dibujar u(x,3m).

. Ur(x,0)=u(0,6)=0 ° a] Hallar u(1,3). b] Dibujar u(x,2).

0en[0,1]u[2,0)
Hallar u(2,4).

a] Hallar u(m, 2m).

x2—1, xe[0, 1] al] Hallar u(2,1) y u( 1)
0.xe[l,0) *  p] Hallar u(x,1) para todo x>0.

a] Hallar u(%,m). b]Hallar u(x,m) para x>m.

Dibujar la extensién f*, hallar el valor de u(Z,3F

' 3n m 3n
y hallar u(x, ') para 7<x<3¢.

ust—uUxx=0, x€[0,4],teR
sennx 2<x<3
0 resto de [0,4]
ut(x 0)=u(0,t)=u(4,t)=0

utt—uXx—O X>0 tGR
u(x,0)=eX, ut(x,0)=0 .
u(o0, t)=e"t

i) Dibujar u(x, 1), u(x, 2) y u(x, 3).
ii) Dibujar u(3,t), t=0.

[Ayuda: una buena v(x, t) sale de
a] Hallar u(2, 3) separar variables y tomar A=—11.

b] Hallar u(x, t), x,t=0.
c] Dibujar aproximadamente u(x, 3).

ust—uxx =0, x€[0,1], teR
u(x, 0)=ut(x,0)=0
u(0,t)=0, u(l,t)=sent

Utt—(Urr+ %Ur)= 0, r=>0
u(r,0)=6, us(r,0)=5r3

utt—(Urr+ %Ur)=0, I’ZO

u(r,0)=

2

4+4r2’

ut(r,0)=0

Hallar u(%, %) y u(%, %).

Hallar u(2, 3).

al] Hallar u(1,5) y u(7,5). Hallar u(0, t).
b] Dibujar aproximadamente y simplificar u(r, 5).



32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

Vit— V=0, r=0, teR Utt—Upr— %ur=0, r=>0, teR

_[2r-r? ref0,2] _ 2—r, 0,2
Sean | Vv(r, 0)_{ Oenelresto = (D ¥ {ulr 0)={ 0 en eflergzsto] =fn -

ve(r,0)=v(0,t)=0 ut(r, 0)=0

al Hallar v(6, 3), v(2,3) y u(4,3). b] Dibujar y hallar la expresién de v(r, 3).
c] Hallar el valor maximo de u(r, 3) [ vI5~3.873].

5

Hallar I(a,x)=f5°e‘a’<2cosl<xdk probando que g—i:—zx—aI e I(a,0)=5 (LI

R

Usar lo anterior para calcular F=1(e=*) y F(e=a¥*),

uet2tux=Aatu { t2ur—ux=g(x)

u(x, 1)=F£(x) u(x,1) =0 por las caracteristicas y mediante la F.

Resolver: a] {

Sea ut+2ux=—%u. a] Hallar su solucién general y la que satisface u(x, 1)=x. b] Utilizando
la F, hallar la solucién con u(x, 1)=f(x) y ademas: i) Comprobar que si f(x)=x se obtiene

el resultado de al. ii) Si f(x)={ ge”rigé‘é )cjeqr?’ 11 dibujar y dar la expresién de u(x,2).

Ut +2Uix+Uxx =0, x, teR b){utt+2utx+uxx=u,x, teR
u(x, 0)=0, ur(x, 0)=g(x) u(x, 0)=0, ut(x,0)=g(x) ’
i) a partir de su forma candnica, ii) con transformadas de Fourier.

Hallar la soluciéon de a){

S Ust—3Uxt+2Uxx =0, x,teR Resolverlo con transformadas de Fourier
u(x, 0)=f(x), ut(x,0)=0 "y deducir la solucién para f(x)=x?.

utr—9uxx =0, x, teR [Con s=t—1 y D’Alembert

Resolver, utilizando la 7, { u(x, 1)=f(x), u¢(x, 1)=0 ~ se comprueba el resultado].

ut—2uxx+tu=0,xe€R, t>0

Resolver {
u(x,0)= eX*/8  acotada

Ut—uXx=O, X,t>0

Resolver extendiendo f: { u(x, 0)=£(x), ux(0, £)=0, u acotada

Ur—uxx—2ux =0, xeR, t>0 _

Resolver (en términos de funciones elementales) { —x2/2
u(x,0)=e , Uacotada

a] con la F directamente, b] con un cambio u=ePtedw que lleve a la ecuacién del calor.

Sea (E) ut—uxx—2ux+au = 0. Simplificarla con un cambio de variable adecuado. Hallar la
solucién de (E) que cumple u(x, 0)= e~ %’ y analizar su comportamiento cuando t — 0.
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1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19

Estudiar si las siguientes ecuaciones tienen puntos singulares o no y clasificarlos:
(2x—x2)y"+y'—y=0 x2y"4+2y’+4y=0 xy”’+eXy’+cosxy=0 xsenxy”+3y’+xy=0

Sea (x—1)y”+2xy’+(x+1)y=0. Comprobar que tiene solucién de la forma e y escribir la
solucién con y(0)=1, y’(0)=0 en términos de funciones elementales. Hallar los 3 primeros
términos no nulos del desarrollo en torno a 0 de esta solucién directamente por series.

Sea (a+4x2)y” + y =0. a] Para a=0 hallar la solucién general de la ecuacién para x>0.
b] Para a=1 hallar el desarrollo hasta x* de la solucién que satisface y(0)=2, y’(0)=0.
¢Dénde converge, al menos, la serie solucién anterior?

Sea 3(1+x2)y”’+2xy’=0. Hallar 3 términos no nulos del desarrollo de una solucién no trivial
que se anule en x=0. Estudiar si todas las soluciones estdn acotadas cuando x — .

Sea 4x2y’”’—3y =x2. a) Hallar la solucién general de la no homogénea. b) Hallar el desarrollo
hasta orden 4 en x=1 de la solucién de la homogénea con y(1)=0, y’(1)=1.

Sea x2y”+x(1—x2)y’+ (3x2—1)y=0. Hallar una solucién no trivial que sea analitica en x=0,
dando la regla de recurrencia. ¢Estan acotadas todas las soluciones en x=07?

Hallar una (corta) solucién no analitica de 2xy’”’ —(1—-2x)y’—5y =0, x>0, dando la regla de
recurrencia.

Sea 2x2y” + x(3—2x)y’—(1+4x)y=0. Hallar el desarrollo en serie de una solucién no trivial
acotada cerca de x=0 e identificarla con una funcién elemental.

Dar un valor de b para el que la solucién general por series de xy’”’ + be5€"Xy’ =0 en torno
a x=0 no contenga logaritmos y otro valor para el que si.

Sea 2x2y"’ +x(x+1)y’—(2x+1)y = 0. Hallar una solucién no nula que sea analiticaen x=0.
(Estan acotadas todas las soluciones de dicha ecuacién en un entorno del origen?

Hallar el término general del desarrollo de una solucién de xy”’+y=0 que se anule en x=0.
Calcular el valor de la constante del término que contiene el Inx en la segunda solucién.

Sea xy’’—xy’—y=0. Hallar una serie solucién (no nula) que se anule en x=0 e identificarla
con una funcién elemental. En x=0: éestdn acotadas todas las soluciones? ¢hay soluciones
no analiticas? Hallar el desarrollo hasta (x+1)3 de la solucién con y(—1)=1, y’(-1)=0.

Sea xy”’—2y’+ y = 0. Hallar una solucién no trivial que se anule en x=0, escribiendo la
regla de recurrencia, sus 4 primeros términos y la expresién de su término general.

Hallar la solucién general de x2y”’+x(4—x)y’+2(1—x)y=0, desarrollando en torno a x=0
e identificar las series solucién con funciones elementales.

Sea xy”’+(2x%2—1)y’—4axy=0. a] Precisar los a para los que hay polinomios solucién que
se anulan en x=0. b] Para a=1, hallar una solucién analitica en x=0 y determinar si todas
las soluciones lo son. c] Para a=0, hallar la soluciédn general sin utilizar series.

Estudiar las soluciones en x=0 de la ecuacién de Laguerre xy’”’+ (1L—x)y’+py=0, precisar
para qué valores de p hay soluciones polinédmicas y escribir los 4 primeros polinomios.

Hallar las soluciones en el punto x=0 de la ecuacién (1—x2)y” —xy’+p2y = 0 (Chebyshev),
y determinar para qué valores de p las soluciones son polinomios.

Hallar, sin series, una solucién linealmente independiente de P; de la ecuacién de Legendre
con p=1. Comparar su desarrollo con el de la teoria. Hacer x=1/s, resolver y comparar.

Hallar las funciones de Bessel J3,2 ¥ J5/2 .



20. Sea x(x—1)y”+(4x—2)y’+2y = 0. a] Probar que hay una solucién analitica en x=0 vy
calcularla. b] Identificar esta solucién entre las que se obtendrian resolviendo por series en
torno a x=1. c] Estudiar si todas las soluciones de la ecuacién tienden a 0 cuando x — .

21. Sea x2(1+x)y” + x(3+2x)y’ + y = 0. Hallar, trabajando en x=0, una solucién no trivial que
no contenga el Inx. Probar que todas sus soluciones estan acotadas cuando x — oo.

22. Sea x(1+x)y’’—y’=0. Hallar, con Frobenius, una solucién que se anule en x=0. Hacer x=%
y deducir si hay soluciones no acotadas cuando x—oco. Resolver sin series y comprobar.

23. Sea [x*+x2]y” + [5x3+x]y’ + [3x2—1]y = 0. Escribir la ecuacién para su punto del infinito.
Probar que posee soluciones no triviales que tienden a 0 cuando i) x —» 0, ii) x — oo .
¢Existen soluciones que tiendan a 0 tanto cuando x — 0 como cuando x — c©?

24. Sea x%y” + 2x3y’ —y = 1. Determinar si x=0 y x=o00 son puntos regulares o singulares
regulares de la homogénea. Hallar la solucién que satisface y(1)=0,y’(1)=1.

25. Hallar una solucién de la forma t" Zant” de t2x”’ + (3t—1)x’ + x = 0 y discutir su validez.
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problemas adicionales 3

1. Desarrollar f(x)=x en las autofunciones de los problemas:

a) {Y”+)\y=0 b) {y”—Zy’+y+)\y=0 ) [Xy7+2y 4+ Axy =0
y(0)=y(1)+y’(1)=0 y(0)=y(1)=0 y acotada en 0, y’(1)=0

senx, |x|<m/2  Hallar su serie de Fourier en senos y cosenos en [—m, 7] .
0, m/2<|x|<m * Dibujar la funcién hacia la que converge y la cuarta suma parcial.

¢{Cudl debe ser la suma de la serie si i) x=§, ii) x=§ ? Comprobarlo para ii).

2. Sea f(x)={

y"’+Ay=0 Hallar sus autovalores y autofunciones
y'(0)=y(m)+4y’(m)=0" [A1 e y1 son calculables exactamente].
Calcular el primer término del desarrollo en serie de f(x)=1 en las autofunciones anteriores.

3. Sea {

4. Sea {y”—6y’+/\y=0 a) Hallar sus autovalores A, y autofunciones {yn}, escribir
: y(0)=y(1)=0 la ecuacién en forma autoadjunta y calcular (yn, yn).
b) Precisar cuantas soluciones tiene y”’—6y’—7y=7 con esas condiciones de contorno.
5. Sea (P) {y” +2Ay=0 a] Haciendo x+m=s, deducir todas sus autofunciones {yn}.
' y/(—m)=y’(m)=0 * Calcular directamente las 2 primeras yo e y1 y comprobar.

b] Hallar el primer término no nulo del desarrollo de f(x)=x en autofunciones de (P).
c] Precisar cuantas soluciones tiene y’/+ %y = X con esas condiciones de contorno.

V' —4y’ +4y+Ay=0 a] Hallar el desarrollo de f(x)= e2X en sus autofunciones {yn}.
6. Sea {y(O):y(n):O - bl Precisar cuantas soluciones tiene y”’—4y’+ay=m con esos
datos de contorno para a=4 y a=5.

7. Estudiar cuantas soluciones tienen los problemas:
){y”=e"2 ){y”+y’=2x—1 ){xy”+2y’=x+c
y(0)=y(1)-y’(1)=0 y'(0)=y’(1)=0 y'(1)—ay(1)=y’(2)=0

cosxy”’—2senxy’=f(x) Ver para qué a no tiene solucién Unica y dar para ese

y'(- E):y’(%)_ay(%)=o a una f(x) para el que haya infinitas soluciones.

8. Sea {
4

u”’ +r-tu’ =F(r)
u'()—au(l)=A,u’'(2)+bu(2)=B "
[se puede interpretar como un problema para Laplace en el plano con simetria radial].

9. Precisar cuando tiene solucién o soluciones a,b>0.

10. Estudiar la unicidad de y”’ =f(x), x € (0, 1) [ecuacién de Poisson en una dimensién] con
diferentes condiciones separadas, utilizando técnicas similares a las de las EDPs.

11. Precisar para il A=—2, ii] A=0 cudntas soluciones tienen los problemas:
2) {y”+y’+)\y=1—x ){xzy”+)\y=3x—4
y'(0)=y’(2)=0 y(1)+y’'(1)=y(2)=0

x2y"” + Ay=5x2—3x3  a) Estudiarsi A=0y )\=% son autovalores del homogéneo,
y(1)=y(2)-y’(2)=0 "~ escribiendo la autofuncién cuando lo sea. [tan'32~0.36].
b) Precisar ambos casos cudntas soluciones tiene el problema no homogéneo.

12. Sea {

y’+Aay=1 Hallar autovalores y autofunciones del problema homogéneo.

13. Sea {y’(—l):y(l):O " (Existen para algun A infinitas soluciones del no homogéneo?

y’'+Ay=x Hallar los autovalores y autofunciones del homogéneo.

14. Sea {y(0)=y’(l)—y(1)=0 * (Tiene el no homogéneo infinitas soluciones para algin A?

15. Hallar una férmula para la solucién de un problema de Sturm-Liouville no homogéneo utili-
zando desarrollos en serie de autofunciones del homogéneo. " 1
+Ay =

Escribir, si A#n?m?, el desarrollo en autofunciones de la solucién de §(O)=y(1)=0 .
Hallar la solucién exacta para A=0, desarrollarla y comprobar.

\



problemas adicionales de Métodos Il (C) 2016-17
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1. Resolver por separacién de variables, estudiar el comportamiento cuando t — oo y dar una
interpretacioén fisica cuando se pueda:

utr—uxx =0, xe(0,m), t>0 ur—uxx =0, xe(0,m),t>0
) {u(x, 0)=1, u(0,t)=0, u(m, t)=cost ) { u(x,0)=0, u(0,t)=1, ux(m t)=0
) {ut—4uxx =0, xe(0,m), t>0 d) { utr—uxx+2u=0, x€(0, 3),t>0
u(x,0)=0, ux(0, t)=0, u(m, t)=8t u(x, 0)=cos 5x, ux(0, t)=u(3,t)=0
2. a]Sea {y”+)\y=x _ H_aIIar autovalolres y gu_to_funcione; del homogéneo y plrecisar
y’(-1)=y’(1)=0 " si hay para algun A infinitas soluciones del no homogéneo.

urt—uxx =0, xe[—1,1], teR

b] Resolver: { u(x, 0)=cos2mx, ut(x, 0)=1; ux(—1, t)=ux(l,t)=0 *

3. Resolver por separaciéon de variables:
) {ut—(1+2t)uxx =0,xe(0,m),t>0 b) { Ut— Uxx + u=4tcosx, xe(0,m), t>0
u(x,0)=0, u(0,t)=0, ux(m t)=1 u(x,0)=1, ux(0, t)=ux(m t)=0

{ut— uxx +2tu=0, x€(0, %) t>0 {ut—uxx +2u=0, x€(0,1), t>0
u(x, 0)=1-2x, ux(0, t)=u(3, t)=0 u(x, 0)=2cos2 X, ux(0,t)=0, u(1, t)=e=2t
{ut—(2+cost)uxx=0, xe(O,%),t>O { Ut — Uxx + HLI =0, x€(0,2), t>0
u(x, 0)=1, ux(0,t)=u(%, t)=0 ulx, 0)={g' IX53, ux(0, )=ux(2,)=0
4. Resolver { ur— uxx = F(t), xe(0,m), t>0 . Hgllar la distrik;licién estacion_atria
u(x, 0)=f(x), ux(0, t)=ux(m, t)=0 si f(x) =sen 5y F(t)=e7t.
5. Sea { ur—uxx =A, x€(0,1), t>0 Resolverlo y determinar para qué relacién
’ u(x, 0)=B, ux(0,t)=C, ux(1,t)=D ° entre A, B, C,D hay solucién estacionaria.
Ut —Uxx = F(x), xe(—1,1), t>0 1 Calculando Q’(t) deducir
6. Sean { U(x, 0)=0, Ux(—1, )=ux(1,)=0 Y O(t)—f_l u(x, t)dx. para qué F es constante.
Resolver si: i) F(x) =sen %X, ii) F(x) = sen?Z¥ . (Tiene limite u cuando t — c0?
7. Sea U — 4uUxx = COS % x€(0,1),t>0 Calcular la solucién y su limite cuando
) u(x,0)=T, ux(0,t)=F u(l,t)=T t - o0 (Fy T constantes).

8. a] Desarrollar f(x)=cos’7‘,xe[0, ], en serie de {sennx}, dibujando la funcién hacia la
que tiende la serie y estudiando la convergencia uniforme.

 (ut—uxx=0, xe(0,m), t>0 [Conviene buscar una v que
b] Resolver: { u(x,0)=0, u(0,t)=e~t4, u(m, t)=0 ~ cumpla también la ecuacion].

_1 = " — ot
9. Resolver { ur— zuxx =0, x€(0,m), t>0 ~al ul!lllzando la v__? de los apuntes.
u(x,0)=1,u(0, t)=u(m t)=e=t " b]ulilizando v=e"fcos2x.

ur—uxx =0, x€(0,1), t>0
u(x, 0)=0, ux(0,t)=0, ux(1,t)=2e"t
[Simplifica los calculos hallar una v(x, t)=X(x)T(t) cumpliendo ecuacién y condiciones de contorno].

10. Resolver { y hallar el tll’rg u(x, t) .

X" +2X=0 Probar que hay infinitos A, >0 y escribir las {Xn}.

X' (0)=X(m)+4X'(n)=0 - [Ayuda: A1 e X1 son calculables exactamente].

ur — 8tuxx =0, x€(0,m), t>0 - X _
u(x,0)=fx), tx(0, )=u(m, )+ dux(m, )=0 + P21 D JEI=cosg ) JEI=1.

11. a] Sea {

b] Resolver {

ur—uxx =0, x€(0,1), t>0

12. Resolver {u(x, 0)=0, u(0, t)+ux(0, )=1, ux(1, )=0 7 comprobar que U—>—.

ur—2tuxx =0, x€(0,3), t>0

13. Resolver {u(x, 0)=0, u(0, t)=0, ux(3, t)=t2

y demostrar que tiene solucién Unica.

Ut—Uxx—2Ux=F(x),x€(0,m),t>0 a] Probar que tiene solucién Unica. b] Resolverlo

14. Sea {u(x, 0)=f(x),u(0,t)=u(m t)=0 ~  en general, y para F(x)=f(x)=e Xsen2x.

Vi



utt—uxx=0, x€[0, 3],teR Hallar u(1, 2) utilizando la férmula de D’Alembert.
15. Sea { u(x, 0)=0, ut(x, 0)=3x—x2. Resolver por separacién de variables y aproximar
u(0,t)=u(3,t)=0 u(1, 2) con el primer término de la serie solucién.

16. Sean g(x)={x’ 0sXS12  p) { utt—uxx =0, x€[0,1], teR

0,1/2<x<1 u(x, 0)=0, ut(x, 0)=g(x), u(0,t)=u(1,t)=0

a] Desarrollar g en serie de {sennmnx} y precisar el valor de la suma para: i) x=%, i) x=%.
b] Resolver (P) mediante separacién de variables y hallar el valor de u(% %) con D'Alembert.
Uit—Uxx=2senx,x€[0,m], teR
17. Resolver separando variables { u(x, 0)=sen3x, ui(x,0)=0 . Comprobar con D’Alembert.
u(o, t)=u(m t)=0

utt—uxx=0, x€[0,2],teR al usando la v de los apuntes,

18. Sea { u(x, 0)=ut(x,0)=0 Hallar u(1, 3): b] conuna v que cumpla la ecuacidén,
u(0, t)y=u(2, t)=t2 c] por separacién de variables.
Utt—Uxx=X, X€[0, m],teR

19. Sea { u(x, 0)=x, ut(x,0)=0 Hallar u(3, m) con D’Alembert y separando variables.

u(0,t)=0, u(m, t)=m

ust—4uxx=0, x€[0,1],teR
20. Resolver {u(x, 0)=1, us(x, 0)=sen?nmx separando variables y comprobar con D'Alembert.
UX(O, t)=uX(1, t)=0

Utt—Uxx+2Us+u=0, x,teR  Resolverlo con la 7y haciendo u=we™t.
ux, 0)=f(x), ur(x, 0)=0 " si fe)={ 5" st dibujar u(x, 3).

21. a] Sea {
0, en el resto
Ut—Uxx+2ut+u=0, 0<x<1, teR

bl Resolver { u(x, 0)=senmnx, ut(x, 0)=u(0, t)=u(l,t)=0

= 2
22. Sea tup—4t3uxx—ur =0 . a] Escribirla en forma candnica haciendo el cambio { f};ii;z .
b] Hallar la solucién que satisface: u(x, 1)=x, u¢(x, 1)=2x.

c] Separar variables u=XT en la ecuacién y comprobar que la solucién particular de a]
aparece como producto de soluciones asociadas a A=0.

Au=-1, (x,y)e(0,m)x (0, ) a)usando v(x) soluciéon que se anuleen 0y m.

23. Resolver {u=0 enx=0,x=m y=0,y=m b) directamente por separacién de variables.

Resolverlo para i) f(x)=sen2x vy ii) f(x)=1.

24. . . .
¢Es Unica la solucién?

u(0, y)=u(m y)=0

Uxx+Uyy—5u=0 en (0, m)x (0, 1)
Sea {
uy(x,0)=0, uy(x, 1)=f(x)

25. Resolver por separacién de variables:

Au=0,r<? Au=r2cos26, 1<r<?
a) b) {

3, 6e(—mn/2,m/2)
u(2,0)= {3 octms 3ma) - u(1,0)=u(2, )=0

) Au=r,r<2,0<6<m d){Au=cose,1<r<2
¢ {ue(r,0)=ue(r, m)=0, u(2, 6)=3 ur(1, 6)=0, ur(2, 6)=cos 26
e) {Au:l, l<r<2 ){Au=rsen%, r<4,6¢€(0,m)
u(1,0)=0,ur(2,68)=sen26 u(4,0)=0, u(r,0)=ug(r,m)=0
){Au=r2c0539,r<2,0<9<g h){Au=0,r<l,0<9<n
91 u2, 0)=ue(r, 0)=u(r, £)=0 ur(1, 9)=6, u(r, 0)=ue(r, M) =0

26. Resolver de varias formas el problema plan {Au:gr’l<r<2
. Resolver de varias formas el problema plano u(l, 8)=25en20, u (2, 0)=0
Au=0, r<2, 0<9<§ Resolverlo para la Unica constante

27. Sea {ur(2,9)=a+cos 36, up(r,0)=ue(r,5)=0 " a para la que tiene soluci6n.

VI



28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Au=0,1l<r<?2, 0<9<%
Resolver el problema plano { u(1,0)=0, ur(2,8)=senb
u(r, 0)=u(r, 3)—ue(r, 7)=0

Au=mn,r<1,6€(0,m)

1
u(r, 0)=u(r, M =u(l, 0)=0 Y probar que u(3,5)<0.

Resolver el problema plano {
Au=0,r<1,0<6<a P) Au=0, r<l1
u(l, 8)=sen %e,u(r,0)=u(r, a)=0 y u(l, 9)=sen§,ee[o,2n]

Comparar las soluciones de (P) con las de (Pyg) si o — 2m.
Hallar cotas superiores e inferiores para todas las soluciones.

Sean (Pg) {

Urr + %ur+ rlzueg =cos20, r<l1,0<6<m

Resolver {
ur(1,08)=a, ug(r,0)=ue(r, )=0

para los a que se pueda.

Au+u=0, r<l1,n/2<6<3m/2

en términos de una J de Bessel.
u(1, 8)=sen20, u(r, H)=u(r, 3&)=0 ! una J

Hallar la solucién de {

Au=rcos?e, r<1

Calcular el valor en el origen de la solucién del problema plano { u(l, 0)=0, 0<0<2m "

2 1 cos @ T
Urr + FUr+ r_2u99+—r25en9ue=0’ r<1' O<e<i

Ur(l, 9)=f(9)' Ue(r, T[/Z):O
¢Qué condicién debe cumplir f(6) para que exista solucién?
Hallar la solucién si f(8) = cos26 —a para el Unico a para el que existe.

Resolver el problema en la semiesfera: {

Resolver los problemas para la ecuacién de Laplace en el espacio:
a) Au=0,r<3 ){Au=z, xX2+y?+72<1
ur(3, 0)+u(3, 8)=sen?6 u=23si x2+y2+z2=1

Escribir en cartesianas los arménicos esféricos: Y3, rY?, ryl, r2y9, r2vl, r2y2,

Resolver por separacién de variables estos problemas en 3 variables:

urr—Au =0, (x,y)e(0, m)x (0, m), teR ur—Au=0, 1<r<2, 0<z<l1, t>0
u(x, y, 0) =sen3xseny, ut(x,y,0)=0 b) u(r,z,0)=sennz

u(0,y, ty=u(m, y,t)=0 u(l,z, t)=u(2,z,t)=0
u(x,0,t)=u(x, m t)=0 u(r,0,)=u(r,1,t)=0

a)

Un cubo homogéneo de lado m, inicialmente a temperatura constante T1, se sumerge en
el instante t =0 en un bafio que se mantiene a temperatura T, . Hallar la distribucién de
temperaturas en cualquier tiempo t>0.

Hallar la funcién de Green y la solucién para f(x)=x:

ay V=100 ) XY+ xy =y =f(x) o VY =2y=f0)
y(0)=y’(1)=0 y(L)+y’'(1)=y(2)=0 y(0)—y’(0)=y(1)=0
X2y —xy’ + Ay = x3
y(1)—y'(1)=y(2)-2y’(2)=0 '
haciendo uso de la funcién de Green en el caso de que exista.

Calcular para A=0 y A=1 la solucién (si la hay) de

xy” + 2y’ + Axy = f(x)
y(1)=y(2)=0 '
Precisar para qué neN el problema con A=m?, f(x)=sennmx tiene soluciones, halldndolas
en ese caso. Si A=0, f(x)=1, hallar la solucién con la funcién de Green.

Sea Determinar autovalores y autofunciones del homogéneo.



42.

43.

44.

45.

. a) Hallar su solucién en términos de la funcién de Green, la funcién f
Sea y' =f(x) . ylas constantes a y b, por el camino utilizado en el cdlculo de la G
y(1)=a,y(2)=b 1 . . .
para Laplace [v(s)=§|s—x| satisface v//=6(s—x) para x ﬁjo].
b) Llegar al resultado con técnicas del capitulo 3. c) Hallar la solucién si f(x)=1,a=0, b=1.

Hallar la funcién de Green para la ecuacién de Laplace en el semiplano {(x,y):x€R,y>0}
Au=F(x,y), xeR, y>0

u(x, 0)=f(x), uacotada *

Resolver el mismo problema para F =0 con transformadas de Fourier.

y utilizarla para la hallar la solucién de {

Sabiendo que u(1,6) = { Zeng'e?: [20111]71]

coordenadas r=2, 6=0, i) con la funcién de Green adecuada, ii) en funcién de una serie.

, calcular el potencial u en el punto del plano de

Escribir, en coordenadas esféricas, la funcién de Green G para la ecuacién de Laplace en la
esfera unidad y deducir la expresién, en términos de G, F y f, de la solucién de:
(P) { Au:F,. r<1
u=fsir=1
Hallar el valor de la solucién de (P) en el origen en caso de que: i) F=f=1, ii) F=z, f=23.



