Soluciones de problemas 1 de MII(C) (2023-24)

- X - = . ’ . .
Ii] a) (y—2e*)uy—ux=u ﬂ:—y+2ex lineal, y=Ce™*4eX, eXy—e2X=C caracteristicas. Mucho mejor:

u(0,y)=y ax
E=eXy—e2X {uy = eXug _ _ —n — Xy, a2X) a—X
{fl=x ux=(eXy—2e?*)ug+u,’ up=—u, u(x,y)=p(&)e —p(e y—e )e )

u(xy) = y— eX+e_X‘ [Unica por no ser tangente x=0 a las caracteristicas
YIZY " (y’ siempre finita), 0 T(y)=0-(y—2)—1-(—1)=1#0 Vy ].

u(0,y)=p(y—1)=y, p(v)=v+1,

Uy+Ux=Uu—ye X . =ye~X — — —

{/1()}(/,—1X)=1 y Z—i:y—» y=Ce*. O bien {§’=§//e — ur7=uTE' u=p(<’;_)f7+£=p(ye X)y+ye x

[aojoo upT—e’?fEe—’?dn] [up=E aojoo up;nf;—z'sdn].

O bien {f;ie_x, up=u—&, u=q(§)e"+&=q(ye ) eX+ye *.
u(x,—1)=1 - p(v)=v—1 o g(v)=v2—v — ’u(x,y)=(y2+y)e‘x—y‘.

g

[Unica: T(x)=1-(—1)—0-1#0. p(v) fijada sélo para v<0, pero se evalla en valores negativos cerca de la recta].

E=xy—y?
n=y

ax _

YUy+(2y=X)ux=X | dy __y (exactau mejor g =—7+2 lineal — xy—y?=C, {

<) u(x,1)=0 dx ~ 2y—x homogénea)

_&n® _&. = —y2)4+2y— =v—1V =xy—y2+2y—x—1|[T=1
= Nup==3=, u=p(E)—7+N=pxy—y°)+2y—x — p(V)=v=1VV — ju=xy—y +2y—x—1| [ I

3x%uy—ux=4yu | dy_ 5 _ 3 [E=y+x3 _ —(an3 _ n4—4&n
I 1=a & —_3x2 - y=C—x '{n=x — Up=—dyu=(4n3-48)u — u=p(§)e

— u=p(y+x3)e~¥y=3* y(1,y)=p(y+1)e ¥ 3=1, p(v)=e*"1, ’u(x, y)= edy—axy=3x*+4x’-1 ‘ _
Solucién Unica pues x=1 no tangente a las caracteristicas, o porque T=0-3—1-(—1)=1#0.

) L =F
7 N2

2] a) uy":g";:?{_y 9 1. [dy=[dx+C. Caracteristicas: :

y

P .

Haciendo {g:}{—x - { Zij’f;ﬁu” , Up=U—X—y=u+&§-2n. u=p(§)e"+2n—E+2 =p(y—x)e¥+x+y+2.
O bien: { gzi_x - { Zijﬁfugwn , Up=Uu—Xx—y=u—&=2n. u=p(§)e+2n+&E+2 =q(y—x)eX+x+y+2.

[Para las up, mejor que integrar, probamos up=An+B — A=2,B=2-§, A=2,B=2+§ respectivamente].
u(x,—2) =p(—x—2)e 2+x=x — p(v)=0
u(x,—2)=q(—x—-2)eX+x=x —» q(v)=0
Como los datos se dan sobre una recta no caracteristica, la solucién debia ser Unica.

5 s N=y - up=4n§—4n3, u=2n2§—-n*+p(§)=2y>x+y*+p(x+y?)
WO —D=2e41 | KT TSN s e 90 umg@-n2 =ty —
s Pp(X+1)+2x+1=2x+1— p(v)=0+
Ng(x+1)—x?=2x+1 - g(v)=v? 7
Solucién Unica, pues y=1 no tangente a las caracteristicaso T=1-1-0(—2)=1#0.

u(x, y)=x+y+2|.

Imponiendo el dato inicial:

’

b) Uy—2yux=4xy dy _ 1

u(x,—1)=2x+1 u(x, y)= 2y°x+y?]

N

3yuy—XUx=2XyU | dy _ 3ylineal ¢ . E=x3y B 3 3 ,
C) U(—lf)/):l &__7 y_X_3.20b|en {[‘,:X - un_l_z-lyu__zg)r’ u,
= B = 3 solucién
u=p(8)es1", ulx,y)=pO3y)e? i

2/3

,ulx, y)=p(x3y)ex.

LA

VT

—3
O bien {5;; Y, up=3xu=38V3n"13u, u=p(§)es"’n

Imponiendo el dato: u(—1,y)=p(—y)e V=1, p(v)=e"V — ’u(x, y)=e(X—X3)Y‘ .
Unica por no ser x=—1 tangente a las caracteristicas. O porque en el calculo quedé
p(v) determinada de forma Unica Vv. O porque T(y)=0-3y—1-(+1)=—1#0 Vy.

2xy2uy—ux=2xyu dy _ 2 [1_,2_ §=1—x2_) _1 / \
D1 40, y)=1 =22, [je=c|. {377~ un=ju,
_1_.2
1 . =7—X ___2 _pE) _ (1
u=p(&)n=p(5—x*)y. Peor: {§=g( = Up=—gzt, u= 2 =p(5=x?)y. s
u(0, y) =p(}—1,)y=1, p(V)=v, u(x,y)=1—x2y‘ . Unica porque la recta x=0 r/ﬂ
no es tangente a las caracteristicas. O porque T(y)=0-0—1-(—=1)=1#0 Vy. >



@ ’2 FxUx=2u—2y2| X=2 _, y=Cx2 E=y/x? {“y——x12“5+“n
uy+xu u X2 . -
Yy x 4 ax X Y {r)_—y Ux_—__;z(}S/'UE

2yup=2u—2y?, up=gu—n — u=p(E)n—nfdn=pE)n—n?. u(x,y)=p(%)y—y?>.

Peor {,?:i/xz - XUy =2u—2y?, up=22-282n% - u=q(E)N?—E2n*=q(L)x?—y2.
Imponiendo el dato: p(%)y—y2=4—y?2, p({;’):%, p(v)=1,

o bien: q(§)4—y?=4-y?, q(4)=1, q(V)=1, u(x,y)=x2—y?.

[Solucién dnica por no ser tangente x=—2 a las caracteristicas 6 porque T(y)=0-(2y)—(—2)-1=2#0].

u(x,y)=x2—y? ‘ .

Para el otro dato (sobre caracteristica) en principio puede haber infinitas o ninguna solucién.
Imponemos el dato para saber lo que sucede: p(1)x?—x*=0 — p(1)=x? [6 q(1)=x2]. Ninguna solucién.

4] ’(3y—x2)uy+xux=3u‘ @ =3 _x. y=Cx3—x3ff’(—’2‘=Cx3+x2, ){—3—%=C.

=yx—3—x"1 uy=x"3u
{E_yx x —>{ v ‘34 D) ,xu,,=3u,u,,=§u.
n=x Ux=(—=3x""y+Xx"%)ug+up

Su solucién es u=p(&)n3, o sea, u(x, y)=p()%—%)x3 . T /I / »0.10' ”\ !\ i
Imponiendo el dato: u(1, y)=p(y—1)=y, p(v)=v+1, u(x,y):y—x2+x3‘ . ) .
Solucién Unica por no ser tangente a las caracteristicas, ya que, por ejemplo, T(y)=0—1-1=—1#0 Vy.

Datos sobre caracteristica. u(x, x2)=p(0)x3 hace ii) imposible y proporciona infinitas soluciones para i)
[pues se cumple ¥p con p(0)=01. Dos ejemplos cortos son u=0, u=y—x2 [eligiendo p(v)=0, p(v)=v].

5] ’Z§+2Zux=3xu‘ con: i) u(x, 1)=1, ii) u(0, y)=0. =

—y—y2
dx—ﬂ—’x—y2=l<—>{§;; o u,7=3xu=(35+3n2)u / / /
— u=p(§)e3M*N’ = p(x—y?)e>V-2’, \ \
— 2
[Es bastante mas largo con { f};;‘(—y — 2yup=3xu, u,,=[E_3%u B \\g

) p(x—1)e3x-2=1, p(v)=e-3v-1 ’ U = e3xy—3x—2y3+3y2—1 ‘: e—1(3x=2y?+y+1) (Gnica: T=1).

i) u(0, y)=p(—y2)e=2’=0 — p(v)=0, si v<0, pero indeterminada si v>0 — u=0, si x<y?2,
indeterminada si x>y? — solucién Unica excepto en un entorno del origen (T=—2y).
Uyy = 4uge—4Ugn+Unn

Uxy =—2Ugg+Ugn
Uxx = Ugg

2_AAC=—14 {E:x—Zy {uy=—2u§+uq {

B
@ a) ] Uyy +4Uxy+5Uxx+ Uy +2Ux = X \ eliptica n=y Ux = Ug

- ’UEE+Unn+uq=E+2r)‘ (no resoluble).

Uxx =Uu
B2—4AC=0 [E=x—3 Y
b) [Uyy +6Uxy +Uxx+9u = 9| parabélica {izy Yy . {uxy=—3ugg+ugn _>

Uyy = 9Ugg—6uUgn+Unn

2 =
woso u=p(E)cos3n+qg(§)sen3n+1,

[problema de R,
solucién en R].

u(x,y)=p(x—3y)cos3y+q(x—3y)sen3y+1

E=x—% {E:Sx—y

n=x+y n=x+y ’4u5n+3u5+un=u‘ no resoluble

€) [+ 4Uxy—5Uyy+6ux+3uy=9u| Hiperbdlica {

2 1

Utt = Ugg—3Ugn+ glnn Ugn+2upn=0
2

Uxt = Ugg+ 3Ugn—3Unn »

d) [Buet—2uUxt—Uxx +8Ut—8ux =0

B2—4AC=16 {E=X+t {ut =ug—1u,

hiperbdlica =x—L1" = =—
! > e = et tn Uxx = Ugg+2Ugn+Upn Ve 2V
v=p*(N) e 25=u,, u=p(n)e25+q(§), u=p(x—§)e‘2x—2t+ q(x+t)‘.
— . - E=x—2t _ [ Ut =A4ueg . ] -
(E) Hiperbslica { 52X720 — [ U0 0 P
1 A L~
2
ugn=—3 — u=p(E)+q(M—5 = |u=p(x—2t)+q(x)—% +xt P
i) y=0 no tangente a las caracteristicas — solucién Unica con: L] L] *
0=u(x, 0)=p(x)+q(x)—2x2 q(x)=zx2—C 1 A1
' AP 2=C 1A
0=ur(x, 0)=—2p’(X)+x = p(x)=7x2+C~ 1 A
i) u(0, t)=0, ux(0, t)=t p(—2t)+q(0)=0 Cada g con ¢’(0)=0,y p(t)=—q(0)
son datos sobre caracteristica: p/(—2t)+q’(0)+t=t da una solucién distinta (infinitas).
[(E) se puede resolver también: ur=v, vi+2vx=2, ... O bien: [ut+2ux];=2, ut+2ux=2t+q(x), ... ]



u =Uu
B2—4AC=0 =x—2t Ux=U x = HEE
a) [ Utt+4Utx+4Uxx+ Ut +2Ux =0 | parabélica {§=t - { uj=—2u5+u,, , { Uxt = —2Uge+Ugy -

M U= p&)+ a(®)e, [utx, ) = p(x—20) + q(x—20) e~

— ur=—2p’(x—2t)—[2q’(x—2t)+q(x—2t)]e~t.
,0) = + =1-x, pP’X)+q'x)=-1
{u(x ) p(X)/ q(x) / X, PO +a'0) 5 y ]u(x,t)=2t—x+ e—t‘.
ue(x, 0)==—2p’(x)—2q9’'(x)—q(x) =1, g(x) =1 — p(x) =—x
ur=2—el, ux=—1, upr=el, Uutx=Uxx=0; 2—et+2—el—1=0; u(x, 0)=—x+1, ut(x,0)=2—1.
{ Uyy =4ugg—4ugn+Unpy

Ugt = 4Ugg—4Ugn +Upn

Uxy =—2Ugg+Ugp

E=x=2y _, {Uy=—2UE+Un
Uxx = Ugg

b) ’uyy+4uxy+4uxx_4u=5e><+>" B2—4AC=0 parabdlica, {n—y Ux = e
= Y=

— +3n| forma i °
- ’u,m—4u—5e5 "‘ canénica EDO lineal de 2° orden en n con & constante al resolverla.

Homogénea: u2—4=0, u==2. Para la particular se prueba up=Ae3’7 — 9A—4A=5e5, A=ef -

u=p(E) 2 + q(E) €21 + e5+3N = | p(x—2y) @2 + q(x—2y) e~ + ex+Y | solucién

p(X)+q(x)+eX=0, g=—p—eX\ q(x)=0 -
{—2(P’+Q’)+2(P—Q)+ex=ex 20X +4p+2eX=0, p(x)=—eX1 |ulx,y)=e**Y—eX| (facil de comprobar).

= 2ugp+u
— B2—4AC=0 [&=x+Yy uy=ug+u, [Yy=uggtlgntlnny —
c) IUyy 2qu+Uxx+U—X+y‘ parabélica {n:y — {UX=U{,-' ) Zzi_:lﬁ;i_-l-ugn — Urlr’+U—E .

u2+1=0, u==i. up=_§ a ojo. u=p(£)cosn+q(£)senn+E:]p(x+y)cosy+q(x+y)seny+x+y‘.

xX)+x=x, p(x)=0
{p( ) q(x)€25)0+1\=0 a0)=—1 = lu(x,y)=x+y—seny|. seny—0+0+Xx+y—seny =x+y.
’ u(x, 0)=x+0-0, uy(x,0)=1—cos0=0.

— ot _1 2 2 1 rx+2t 1 rtex+2[t—T] _
@ a) Utt—AUxx = e~ t, x,teR u=35[(x+2t)°+(x—2t)* ]+ 3 oy dS+ Zfofx—z[t—r] e~ TdsdTt

u(x, 0)=x2, ut(x, 0)=—1 =x244t24 e t_1
Una solucién particular que sélo depende de t es: vi=et - v=e"t. Con w=u—e~t setiene:
Wit—Wxx =0 _1 2 2 — 22 A42
{ W(x, 0)=x2—1, Wi(x, 0)=0 w =3[ (x+2t)*—1+(x—2t)*—1]=x?+4t>—1, como antes.

b) ust—4uxx=16, x,teR Lo mas sencillo es cambiar papeles x:f Utt_%uxx=_4, x,teR R
u(o, t)=t, ux(0,t)=0 de x y t aplicar D’Alembert: u(x, 0)=x, ut(x,0)=0

t x+1(t—'r) t Xt
u=i{x+5H+x=Hl- 4fofx_§(t_1) dsdT = x— 4 [ (t—T)dT= x—2t2 ~—> .
Podriamos ahorrarnos esta integral doble con una solucién v que sdélo dependiese de una variable:

1
v/ (t)=—4, v=—2t2 — {Wt —3Woc=0 , W=+ H+(x=5)]=x - u=x—2t2
w=u—-v | W(x, 0)=x, wt(x,0)=0
1
1 =0 2 2
Wee= 7 W w=x—4[(x+5) +(x—5) ]=x—8x2-2t2...

V’(x)=16, v=8x2 — 2 ’
w=u—Vv | w(x, 0)=x—8x~, w¢(x, 0)=0

— forma candnica
Sin atajos: {E:XtZt —Uugnp=—1— u=p(E)+q(nN)—En=p(x+2t)+q(x—2t)+4t>—x?
n=x—2t
u(0, )=pt)+q(=2t)+4t2=t - 2p’(2t)—2q’(—2t)=1—-8t o _1 reon_ 1 _v_ 2
Y AN A pen=g=2t p=g-v. p=g=5+K

— q(=V)=3—V2—p(V) = ¥ =5 —K, q(V)=—F— % —K — u =242 x2t_ 0207 G207 4 442 y21
Utt—4UXX=2 . . sy . E=x+2t _
c) (X, X)=x2, te(X, X) =X Directamente: en apuntes caracteristicas y cambio: {n:x—zt — —16ugp=2
&n _ 4t2—x2

— ug=p*(E)—¢ — u=pE)+q(n)—3 = p(x+2t)+q(x—2t)+ =35>

u(x, x)=p(3x)+q(—x)+ 2 =x2 — 3p/(3x)—q'(—x) = & / 5X ot 5v
- p'3x)=%, p'(V)=3z, p(V)=%5 —
{uy(x, X)=2p’(3x)—2q'(—x)+x=x — q'(—x)=p’(3x) 8 24 48

2 2 2 2 2__ — 2 2__ 2
q(_x)=X2_3%_1%< =_51i6'q(v)=_51L6' = 5020 15(x482t) +24t7—6x =’%[5xt—t2—X2]‘.
. 42 - th—4Wxx=0 _ _ t
Haciendo w=u—t {w(x,x)=0,wt(x,x)=—x , W=p(Xx+2t)+qg(x—2t) [apuntes].
w(x, x)=p(3x)+q(—x)=0 ’ —X v -3 :
{Wy(x,x)=2p’(3x)—2q'(—x)=—x P(3)=73. PV=23. aV)=="g. ...



(E) | Auyy +Buxy +Cuxx+Duy+Eux+Hu=F(x,y) | sino es parabélica, B2—4AC#0 . u=ePePw —

—Ip2 +
Uyy =[p*W+2pwWy + Wy, ] ePrTax AWy, +BWyy +CWxx+(2pA+qB+D)wy +(2qC+pB+E) wx

Uxy =[PqW+pWx+qWy + Wy, ] ePYtax — o
e =[G W+ 2y + Wa] PV X +(p?A+pqB+q?C+pD+qE+H)w= e P/=F(x, y)

i 2PA+gB+D=0 _ 2CD-BE . (E¥ AE?+CD?—BDE o py—ax
S 2qC+pB+E=0}_’ P = Gicqac |- €S (E¥) | Awyy+BWxy+CWxx+ [W*’H] = e PY=AXF(x, y)

Si el corchete se anula y la ecuacién es hiperbdlica, se puede poner ug;=F* y es resoluble.
[Uxy+2uy+3ux+6u=1]— B2—4AC=1, p=—3, q=-2, [ 1=[£+6]=0;
U= e W = wyy= eI, w= LI 2 p(x)+q(y) — u=1+e e X [pe)+q()]] .

uy=[pw+w,]ePr+ax
Ux =[qw+ wx] ePy*ax

Si (E) es parabdlica se puede poner en la forma candnica: upp+D*up+E*ug+H*u=F*(§,n).
Si E*=0, la ecuacién (lineal de segundo orden con coeficientes constantes en n) es resoluble.
u=ePYe™*w — wpy+(2p+D* )Wy +E* we+(p?+pD* +qE* + H*)w=e"PY=9XF*(§,n) = F**(§,n).

. D* 1
Si E*#0,con |[p=—51, |g=&[

*2
D" _H*]| se convierte en la del calor: ’w5+ Ei*w,m=F***(E,r))‘ .

4
urt—4uxx=0, x>0, teR Extendemos a f* impar definida en todo R. 7;
cosx—1, xe[2m, 4m] _1 I:‘\ """"
[11] | ux, 0)={ 555 se i | u= 3 (x+ 20+ (x—26)] — A 7 o
u(x, 0)=u(0, t)=0 u(3m3m)=2[F*Om)+f*(=3m]=ZLE0=[1] wn " or L V
e o/ cos x-1
Para dibujar u(x,3m)=3[f*(x+6m)+f*(x—6n)] basta 3f*: u(x,3)
1 2m+2t>8m L VAN o fom
H —_ * * —_ = ’ il
Si t=3m es u(2mt)=3[f*(2n+2t)+f*(2n—-2t)] = [0], pues 5" =00 | — - N
[A partir de ese t es superado 27 por la onda rebotada viajando hacia la derecha]. =~ '~~~ 77T N
Ut—Uxx=0, x20,teR —cos3, xe[—3m,m]  ~coskx/2) n g R
__fcos(x/2), xe[m, 3m] Loy x /\ * i
[12] Ut(X,O)—{o' xe[0,m]u[3m 00y | 970C)=Y cos3, xe[m 3n]  ——_f - ~ —
u(x,0)=u(0, t)=0 0, restodeR J \/os(xm

utx, )=3 g% = u@n3m=1"g* = 1 3" cos¥ dx =sen 2" =
u(2m, 4m)=73 ngg = (g*impar) 2f2n cos% dx—senz]g"—.

Por ser, si t>5m, 2n—t<—3m y 2n+t>7n>3m y ser g* impar, serd u(2m, t)=2f221’:+ttg @

Utt—Uxx =0, x>0, teR Hay que extender impar a todo R:

[13] | ux, 0)={ {20, x€lL 4T a] u(1,3)=3[f*(4)+f*(=2)]

0, x€[0,1]u[4, o)

ut(x, 0)=u(0, )=0 =3[f@-r@]=310+21=[1].

b] u(x,3)=%[f*(x+ 3) + f*(x—3)]. Hay que trasladar la gréfica de if*
a izquierda y derecha 3 unidades y sumar:

En ese instante estdn la onda que va hacia la derecha y la suma de la
que va hacia la izquieda con la extensién que viene. En concreto:

c] Si xe€[0,1], f*(x+3) ladalaincial y f*(x—3) la extension:
u(x, 3)=3[f(x+3)—f(3—x)]= 5[ (x+2)(x—1)—(2—x)(—x—1)]=[x]

_ — > i Wit—Wxx =0, x>0
Ust—Uxx=0, x=0,teR w=u—v We(x,0) =— CoS X
u(x,0)=u¢(x,0)=0, u(0, t)=sent

w(x,0)=w(0,t)=0
Extendemos de modo impar g(x)=—cosx a g*(x) definida Vx.

La solucion viene dada entonces por u(x, t)=v+5 ;(Httg*(s) ds.

5m/2 5m/2 1 3
“(ffzn)sen§n=00+2 _3n/29,mpar2 sn2 9= 3lsenF —senF]=3[-1-1] =

i) Para x>2m es x—2m positivo, luego: u(x,2m)=0— —fx+2” cossds = %[sen(x—Zn)—sen(x+2n)]

[Todavia no llegé la onda, que viaja a velocidad 1]

' u(x,2m)
ii) Ahora es x—2m<0 y x+2m<0. Usando la imparidad: /\
X+2m n X

u(x,2m)=—3 omx COSSds=3 1[sen(2m—x)—sen(x+2m)]=[=senx]. = i

Juntando los resultados se tiene el dibujo de u(x,2m) de la derecha:
el movimiento del extremo crea la onda que por ahora llega a 2m.

I
]




@ { Utt—Uxx =0, x€[0,2],teR Para aplicar D’Alembert lo primero es hacer las condiciones
’ e de contorno homogéneas. Una v adecuada que las satisface
— — 2 — —
u(x, 0)=0, ue(x, 0)=(x—1)%, u(0, t)=u(2, )=t | (13 que nos dice los apuntes) es v=t.

1 g
Wijv{ x&—nggow >((x€ [Oo)zizt_egx o Wit—Wxx =0, X, teR 7 \\1 .
’ ’ t\X, W(X, O)=O, Wt(xl 0)=g* 1{2 1‘ 3/2 = 2

w(0, t)=w(2,t)=0

con g* extensién impar y 4-periédica a todo R de x2—2x. Ap-S

Entonces u(x,t)=t+ = 5 ;Httg (s)ds — u(g 1)= 1+2f15//22 g* 1+% 13//22 (52—25)ds=.

g mpar
[No hemos necesitado utilizar la expresién de g* que en [2, 4] seria —(x—2)(x—4)].

urt—uxx=0, x€[0,5], teR f* extensién impar

_[2—x,x€[2,3], x—4, x€[3,4] 10-periddica.
u(x, O)_{O,restode[O,S] Y 1p* *
ue(x, 0)=u(0, )=u(5, £)=0 u= [ Ot *o=t)].

u(a, =3[ N+ W]=3[~FB)+fD)]=31+1+0]= |1].

Para dibujar u(x, 3) se lleva if* a derecha e izquierda 3 unidades y se :
suman las gréficas. En ese instante se cancelanen [0, 1]. La onda que iba i > 3 "‘ Dl

a la derecha ya ha rebotado y se ha invertido, y empieza a ir a la izquierda.

u2, t)=3[f*+t)+f*@2-t)]. Para te[0,3] es f*(2—t)=0.

2—(2+1t), te[0,1] —t/2,te€[0,1]
El valor de f*(2+t)=f(2+t) depende de t. En concreto: u(2,t)=%{ (2+t)—4, te[1,2] = {t/z—l, te[1,2]
0, te[2,3] 0, te[2,3]

=-(x-2)x(x+2)

u(x, 0)=4x—x ut(x 0)=0 u(x, 0)=£*(x), ue(x,0)=0
u0,t)=u(2,t)= u=2[f* (x+20)+F* (x—21)].

u3.3) =3B+ O], = 371 = —3r)=—3. /la ..

mpar
u(x, 2)=3[f* (X+4)+f =41, z[f CA+* ()] =f(x) = u(x, 0).

[Sabiamos que era = perlodlca Trasladando y sumando sale lo mismol.

{utt—4uxx_0 xe[O 2], teR {Utt—uxx:OIXGR

Para hallar u(x, 1) utilizamos la expresién de f* en mas intervalos:
F*)=—(x—2)x(x+2)=f(x) si xe[—2, 2]

X
F*(X)=—(x—6)(x—4)(x—2) si x€[2,6] 6
u(x, 1)=%[f*(x+ 2)+f(x—2)] = %[—(x—4)(x—2)x—(x—4)(x—2)x] =—(x—4)(x—2)x .
Utt—Uxx=6x, x =2 0, teR Hay que extender F par respecto a x T
u(x, 0)=ut(x, 0)=ux(0,t)=0 (—6x si x=>0). ¢
S=t+T S=t-T

(t—1) t rt—1
u(o, t) = zfof Y dsdt=[,[,  6sdsdT=t3.

Otra posibilidad: v=—x3 es solucién y cumple el dato de contorno.

Wit—Wxx=0, x>0 th—wXX:O'BXGR
w=u+x3 — { w(x, 0)=x3 , { w(x, 0) = {_13';%8 - w(0,t) = 3[t3+ (—(=)3)]=t3=u(0, t).
wi(x, 0)=wx(0,t)=0 we(x, 0)=0 B
2 _ _ Vit—Vrr=0,r=0 Vit—Vrr=0,reR
{ Uee—(urr+2ur) = 0,r20,teR |v=r { V(r, 0)=r2, Vi(r, 0)==2r fimpar] — {v(r, 0= n={"27%
u(r,0)=r, ue(r,0)=-2 v(0, £)=0 ve(r,0)=—2r "

v(r, t)=%[f*(r+t)+f*(r—t):|—frr_+ttsds — u(r, )= [fH(r+t)+f*(r—t)]—

il En particular, u(1,2)=1[f*(3)+f*(-1)]—4 mpar 1F3)-f(1)]-4=[0].

ii] Para u(1, t) hay dos casos:

Si t<1, u(l, t)=3[(1+t)2+(1-t)2]-2t =|(1-1)?|.
1
3

Si t>1, u(l, t)=2[(1+t)2—(1—-t)2]-2t=[0]. o —— —



u(x, 0)=e=x* n=t
_ _ —(2x— — No h bl d
u(x, 0)=p(2x)=e — p(v)=e~V/4 - u=e~(x-D/4et/4 [uﬁici%gg:mr:e?@i].e
Haciendo n=x: up=(2n—8&)u, u=p(§E) e’ =8N =p2x—t) Xt u(x, 0)=p(2x) e X’=e=X" = p(V)=1.
e—k%/4a {at=%a+%a
g 14 — 1 —k%4
v2a u(k,O)—ﬁe

—k /4 (v ty2 —k2/4
S u=et/4 -1 [ 7 elkt/z] et?/4e—(x—3) =ext—x pues f—l[e1/i ]=

2ur+ux =t =2x—
al { oy | D GE=2- {E X upy=nu , u=p(E) e 4 =p2x—t)et/4

) F(f)=—Iikf, Fle=)= — O=p(k)ekt/2gt’/4 d.j a=%et2/4e—k2/4eikt/2

f(k) etk l=f(x—a).

tut—uX=u . ﬂ__ . _ —x X _ oy E:tex _
b] {u(x,1)=f(x) i) o =—t (lineal), t=Ce™ — teX* =C caracteristicas. {n=t - Nup=u—

u=pE)n=p(teX)t. u(x,1)=p(eX)=f(x), p(v)=f(Inv) — ’u(x, t)=tf(x+Int) ‘
[Con {ﬁi;ex queda —up=u — u=p*(§)e 1= p*(teX)e X s p*(v)ivf(ln v)].
[Unica: t=1 no tangente a las caracteristicas, 0 T=1:-1—0-(-=1)=1#0 Vx] .

tae+ika=1a oh 1—'/<A R _ Int—ikint & - = —ikint
{0(k,1)=f‘(k) Oy = =50 — Gk, t) =p(k)e =5 p(k) =f(k) = a(k, ) =tf(k)e

Y como Fl[f(k)ek?]=f(x—a), la solucién es ’u(x, t) =tf(

, como antes.

ut+etux+2tu=0| .. gt _ 1 _ (.t oy at— E=x—et
cl {u(x,0)=f(x) ) gx =gt X=[eldt+C —» x—e _C'{r]=t(mejor)
Up=—2tu —» u=p(g)e~" =p(x—et)e~t. [Con n=x queda fea: u,= m%ﬂ ].
u(x, 0) = plx—1)=f(x), p(V)=f(v+1) = [u(x, t) = f(x—et+1) e~
[Solucic')n Unica, pues t=0 no es tangente a las caracteristicas, o porque: T=1-1—0:-1=1#0 Vx].
.. Qt—lketﬁ+2tﬁ=0 N ot 42 Cul. . A N N 2 t
){A A — A(k, t) = p(k) eke =t == p(k) ek =f(k) — a(k, t) =f(k) et ek(e=1),
B0k, 0)=F(K) (k.0 =p(k) pUgeX =) — atk, ) =flye e
Usando F~1[f(k)e*a]=f(x—a), llegamos a lo de antes ’u(x, t)=etUf(x—el+ 1)‘ )
Bur—ux=g(x) | ., gt _ 3 . . E=t+3x _ .
d] {u(x, 0)=0 i) x==1 — t+3x=C; Mejor {n=x — up=—9g(n).

u=p(&)—fg 9(s) ds=p(t+3x)~ Jo 9(s)ds. U(x,0)=p(3X)—f(’,‘g =0

~ pW=[g = u=[3 T g—[lg = u=[1"5 g(s)ds.
Solucién Unica pues t=0 no es tangente a las caracteristicas [ =1.3—-0:(-1)= 3#0].

bl

. (0 ik = §(k N : “ ikt
il {ZE/: é))u=0g( ) - u=p(k)e_lkt/3+$d—l> p(k) M — U(k t) g(k)[l e k/3] .
u(x, t) =v2m g(x) * h(x) = fft/3 g(x—u)du x—f:s_fX+5 g(s)ds como antes.
h(x)=1en [—t/3,0], O fuera ’
t
21| (ui+3t2u,=(3t2+1)u|, a] L=1L  x—t3=C. E=X_t3, up=(3n%2+1)u, >
2 ety " e '73+”{n=(t =l (tz) Be 4 7%
u=p(E)e™+n, u(x, t)=p(x—t3)et’+t,
u(x, 1)=p(x—1)e2=f(x), p(V)=f(v+1)e=2, u=f(x—t3+1)ef3+t_2‘. y4 2 y e
{ E: (13;t—2}l(<k§3t2+1) — Ak, )=p(k) eIkt S g = ePHE2 ) iK1 ]

Como F-1[f(k)elka]=f(x—a) es u(x,t)=e’+=2f(x—t3+1), como arriba.
Si f(x)=x pasa a ser: . Comprobamos: e +3t2e- =(3t2+1)e, y el dato: u(x,1)=e*.
b] Tiene a] claramente solucién tnica (dibujo o T(x)=1-1—-0-3=1), pero la recta (g, h)=(0, t) es tangente a
las caracteristicas en el origen. Lo confirma T: T(t)=g’A(g,h)—h’B(g,h)=0-1—1-(3t2)=0, si t=0, [(0,0)|.

Imponemos el dato: u(O0, t)=p(— t3)=0 determina p(v)=0 para todos los valores v, positivos y negativos.
Hay unicidad a pesar de la tangencia. La Unica solucién con ese dato es la u=0.

@ ] ur+(costlux=u

ai—ikcostl=0a _ . _ t iksent C-i 2 t iksent /"
Lotk oot = =ploeteksent Ligete <

. _ (cos?x, xe[-Z, I m _ /7 )
Si J‘(x)—{O an ol resto 2. 2! , U#0 si sen t——<XSSen t+5, u(x,nm)=e""f(x).

La solucién avanza siguiendo las caracteristicas y crece /[
su altura exponencialmente con el tiempo. e

Ut 0)=f0). { p Ty

u=f(x—sent) et‘ )

6



2
Ur—Ux =2Xxe"X nodt _ fe — [La recta t=2 nolo es
:: { Ux, 2) = 0 i) & =—1. [dt=—[dx+ C. Caracteristicas: . v hay solucion dnical.

E=x+t = ut=ueg
n=x uX=UE+u,7

Imponiendo el dato inicial: u(x,2) =p(x+2)+e X' =0 — p(v)=—e—(v=2)%, ’u(x t) = e X — e~ (x+t=2)|

Mucho més corto: { — Up =—2xe~* =—2ne"72 . u=p(&) +e = p(x+t) +e

) Si f(x)=e X , el término de la derecha es —f’ y su transformada es Ik? , conocida:
Gr+ika=K e—k2/4 ~ —ikt e—k¥/4 <t c.i. 1 e—k¥/4+2ik 4 1 _—k2/4 1 —k2/4 5ik(2—1)
' > U=p € ,— — p(k)=——+ = ——e —t)
{ u(kr 2) 0 ’ (k) (k) 1/ » U V2 € V2 €

17 2 ikal_ _ —x2 —(x+t—2)2 [Resolver con F es transformar e
Como 7~ [f(k) e ]—f(x—a) cesu(x, t)y=e —e( . imponer también el dato inicial].

21lutt + 2utx — 3uxx =0 o p2 _ - - {£=X+%t _n (sélo hay derivadas
a) {u(x,0)=f(x),ut(x,0)=3f’(x) i] Bc—4AC=256 hiperbdlica. 3 ugn=0 de segundo orden).

Luego u=p(£)+q(n)=p(x+%t)+q(x—%t), ut=%p’(x+%t) 3q’(x——
p=%.a=-%. |uex =35(x+1t)-Ff(x—31)|

0 - pPO)+q0)=£(x) N
10/ (=39’ (x)=3f"(x)

- [21G¢—2ikae+3k20=0 2 o 2 kim 3ik _ik a_ 3ikt/7 —ikt/3
]{O(k,0)=f(k),at(k,0)=—3ikf(/<)"“‘ 23K 7T dmplge gl e
p(K)+q(k)=f(k), q(k)=F(K)—p(K) \, (k)_zf(k)

Con los datos: . . N R N
2ep(k)—Kqk)=—3ikf(k) (3+3)p(k) =(3-3)F(K), p(k)=—3F(k)

N 2 i 2 - Fielkaf(k)]=f(x—a)
a=27(k) e=1kt/3 1 f(k) e3ikt/7 fl); utx, =3 f(x+ 1) =1 f(x %t)‘

Utt — 6Utx + YUxx = 0 . B2—4AC=0 (E=x+3t { thox = Ugg
b { L =3 + — =0 - u=
T utx, 0)=£00), ur(x, 0)=0 | 1 parabsica {n:t Z:ft:g’f;if"ujgﬁunn Unn u=p(8)+nq(&)
_ u(x, 0) = p(x) = f(x) o - —3tf
u= p(x+3t)+tq(x+3t), {uf(x, )= 30 (0 + a0 =0, G0 = —370a) — 140 ) =fx+3t) = 3t (x+38)|.
o [ Qe + 6ikQe—9k20 =0 P2 +6iku—9k2=0 _ . _ _3ike b p(K) =f(K)
] {a(k, 0)=F(K), ek, 0)=0 — p=—3ik doble > 4K 0= [ptk) + tq(k)]e (k) = 3ikf(K)
A . n i —1[ ;1 f — _f
Ak, t) = F(k) e=3kt + 3t ikF(k) e=3kt . Como i f[(‘l’:]; (ekk)]]=f]; X(f)a) es [u(x, ) = f(x+36)— 3tf (x+30)].
Utt+2Uxt+Uxx—Ut—Ux=0 | .. B2—4AC=0 [(E=x—t _ [Ur=—Uc+Uy Ure =Ugg—2Ugn+Unn _
cl {u(x,O):f(x), u(x,00=0 | 1 paraboiica {n—t {ux=uE : {Zz;‘u‘;&*“& = Upn—un=0.

EDO lineal de 2° orden en n con u2—u=0, u=0,1. u=p(E)+q(&)er, u(x, t)=p(x—t)+g(x—t)et.
PCA+q0)=f0A, P'O)+a’ =0\, pOI=F)=f'C) _ T e Tl
{eo-acsavo=0. q00=F()"1 U0 = =D + (<=t -1]].

{att—(1+2ik)at+(ik—l<2)0=0, p=3[1+2ikxv1]=1+ik, ik. u(k, t)=p(k) et+ikt 4 g(k) elkt &
(k. 0)=10k), Gek.0Y=0 4 _ pyyeikt —ikfk) eikt[et~1], [u(x, t)=fx—t) +f'(x—t) [et-1]].

el — A Sl 20— . .
@ {utt+2uxt+uxx ur—ux=0 ]{utt+2|kut+3k a=0 ,u=ik,—3ik,Cl=p(k)e"<t+q(k)e_3'“.

u(x,0)=f(x), ut(x,0)=0 a(k,0)=F(k), t¢(k,0)=0

pUO+O=F0),  4a=FK), aI=2F) o1y aikty gy emdike] [oo 1 PP

kb0 —31 K900, =30 pl 21tk G HBFUIE 4T 0eH], Ju=g fxe 300+ 3101
. - =x+3

B2—4AC=16 hiperbdlica. {§=§itt — ugn=0, u=p(§)+q(n), general.

p(x)+q(x)=f(x) L 4=3
T -

Imponiendo datos: 3p/(X)—q' (x)=0 ° p=7.,9=

b] Un cuarto de la onda inicial viaja hacia la izquierda a velocidad 3
y tres cuartos van a la derecha velocidad 1. Para t=1 la primera
estd en[—5,—1] ylaotraen[—1,3]. En el resto es u(x,1)=0.

upt—C?uxx =0, x, t €R {att“zszl =0 (= ickt —;'ckt . P(k)+Q(k)=f(k)
{ u(x, 0)=F(x), ut(x, 0)=g(x) | Latk, 0)=F(k), ae(k, 0)=g(k) ~ 4=PKIETT+a(k)e i k[ p(k)—q (k)] = 4(K)

p(k) = LFK+ 997, gk = L[f0—99] - o= Lpk[eickt+eiokt] + gk ]
= u=3[fx+et)+f(x—ct)]+ 59 (x)*/ﬁh(x), con hO)={ 5% xel_ct <1

0sixg¢[—ct, ct]
x—ct

2cf— g(x S)h(S)dS—ZCf tg(x S)dS ;s 2cf+ct“g(u)du



U2—2u+4k?—4ik=0 —

G(k, 0)=f(k), Ge(k, 0)=Ff(k) p=1x+v1+4ik—4k?2 =1+ (1+2ik)

N 2(1+ik)t —2ike Sk, PUK)+q(K) =F(K), qk)=F(K)=p(K) \, _fw_
t=plk)e *qlkje 2(1+1Kk)p(k)—2ikq(k) =f(k) 2(1+2ik)p(k) = (1+2ik)f(k) ~ ptk)="3"=q0k),

alk, t)=3e?t f(k) el 2t + Zf(k)e k2t — ]u(x, t) = 2[f(x—2t)e?t+ f(x+2t)]|. Para f(x)=1, |u=3[e?t+1]].

[Facilmente comprobable: u(x,0)=%, ue(x,0)=e%, upr—4uxx—2ur+4ux=2e%t—0—2e%t+0=0]

{ Utt—4uXx—2lJt+4UX=0, x,teR {att+4k20—20t—4lka=0
u(x, 0)=£(x), ut(x, 0)=f(x)

Las caracteristicas son las de la ecuacién de ondas (lo dicen las derivadas segundas):
E=x+2t { Ux = Uug+up { Uxx = Uge+2Ugn+Upp _ _ 1 .
{r):x—Zt ' L up=2ug—2up ' | e = buge—8Ugn+4Up, l6ugn+8un =0, |ugh—35up = 0| forma canénica.

up=v, ve=3v— v=p*(n)e¥?, u=p(n)e¥?+q(g),

solucién general.

al Como FI[f’1=—k2f v Fle—0X*1=_L_ e—k*/4a a=1/2 k22 .
{uf_UXX=(X2—l)e_X2/2,xeR, t>0] o [ Fy 7l =7 -

2a
a2 e k2 a—k2/2
u(x,0)=0, uacotada {Ut"'k U=—k<e — Ok, )= p(k) e—K*t— e—k2/2 _,
Ak, 0)=0 xyaojo Uk = pPLK) al
. — a—K2/2 a—K2t_ o—K2/2 1] e K2t 3 ax¥/2 _ [ L o—x2/(At42) _ a—x2/2| __, _ a—X?/2
ak,t)=e e e ,ulx, t)y=r"1e 2)]—e =|=e e e (o)

t—oo

x2 w=u—v [ Wr—Wxx=0 formulario 1 (™ 2 2
b] v=—e~ 7 satisface la ecuacién, — 2 —"" w= =572 g=(x=5)*/Atgs
] u(x, 0)=e—x/2 24/mt ),

Para evaluar la integral completamos cuadrados buscando ff’oo e—Pzdp =Jm:
2
_(2t+1)s?—2xs+x2 _ [VZH Ts— ] _x X =_[/2t+1s_ x ]2_ x2
4t (24/1)2 4t 7 4t(2t+1) 24T 2/t 2t+1 4t+2 u VAW N
- J2tr 1 _ 1 2JT __x%/(4t+2) —p2 —x2/(4t+2)
Llamando p al dltimo corchete [dp— ds] W= saT © f_ e P dp= '_2t+ e

(o) [Estamos todo el rato sacando calor en [—1,1] y dadndolo (menos cantidad segin nos alejamos)
fuera de ese intervalo. Las temperaturas acaban siendo negativas y menores cerca del origen]

Ut—Uxx =€/, xeR, t>0
u(x,0)=0, uacotada

2 —kXdk [en k=0 decente].

., X k2 k2(t+1)
Su solucién: u(x, t) =%j e —etrh

- 5 24 — —k2 @, a o] -
Como Fle=a']= - emk/d4a ©=f {SEZ 0o /27 8290 g 1y = prky ekt 4 Lkt L

p(k)=—L2e ', a(k, )= Z[eK —eKE+D]. Y de u(x,t) =

ek e eXoe 0 2 e (kg 26 [T oo+ Dk = 24/E5 T — 2|
u(o, t) = /_f S —dk=—[——] -] dk+7ﬁme dk =[2/T+1 —2|.

[Es normal que tienda a oo. Estamos constantemente metiendo calor en toda la varilla]

a] {th_%UXX'i‘Ux:O { (lk—ﬁy ikt o= K2UrD) (’“”2_

%f:o Q(k, t)e—kxdk, sale lo de arriba.

| — 1 ikt
2 ] > — U= e e 4 — (U= e t+1

Ut — 2tuxx— ux=0 Ot +2tk?Q+ikd =0 . 2k —k2—i — i
o {u(x 1)=X<)a(-><2/>‘(1 {sz 1)=Lf/§|e—ukz = G=p(k)e KTkt = p(k) ek k=2 ek, p(k)=vZe'k,

Uk, t)=v2e CKeik1-0  7-1(/2e k)=1

—x2/4t“2 y f_l[f(k)e'ka] =f(x—a) — |u(x,t) = _e—(x+t—1)2/4t2

] {utt—4uxx=0,xeR,teR Qit + 4k20=0
u(x,0)=2e"x*/2, uy(x,0)=0

u==+2ki , ; ki
a(k, 0226472, gy(k, 0= Uk D=pIE gLl eI =5

P(k)+Q(k)=2e—k2/2 K)= —k2/2 _ n k22 ik(2t) —k2)2 k(=20
2ki[p(k)—q(k)]=0 — q(k)=p(k) p(k) q(k), a(k, t)
Como F-l[ek/2]=e

—x2/2 , _F—l[f(k)eika]=f(x_a) ces |ux, t)= e—(x=2t)%/2 4 e—(x+2t)2/2‘ [5&:;?}2?:]
dl { Ut—2tUxx=0 {at+ 2tk20=0

0= PR o gm LK, [qo L gwar
u(x, 0)=6(x) a(k, 0)=1/42n u=p(k)e a me u e

24Tt




Soluciones de problemas 2 de MII(C) (2023-24)

(1] a|ax®y”—2y=0] y=Saxk, 3 [kk-1)cxk-2+k(k—1cexk] -3 2cxk =0, oo =—KZ2e s,
k=0 k=0

k=2

c c c e 1)n+1x2n+1 .
C2=C0,C4=C6=---=O,C3=T1, C5=—ﬁ, C7=ﬁ, y=Co[l+X2]+C1[ Z m] si |x|<1.

y1=1+x% — y2=(1+x2)J — y=co[1+x?] + ci[x+(1+x?)arctanx].

dx
(1+x2)°

b) ’ (1—x)(1—2x)y”" +2xy’—2y=0 ‘ x=0 regular, y=ickx’< — Ck= 3(k,<_2)ck_1—2(kk_3)ck_2 , x0— ca=co,
k=0

x1

—Cc3=C, Vc1. Sick_1=ck_>, ck=§ck_2 =cCk—2— |y=co[l+x%+ ---]+c1x=co[ﬁ—x]+c1x )

1
X2 (1—x)? x)2)

La serie converge en (—1,1) [el teorema aseguraba que lo hacia al menos en (—1/2, 1/2) ]

[O bien, y1=x, e_fa=e_f(1%x_1_zzx) YZ—Xfxzu " =f( x' y=cix+ 1% T]

) [cosxy” + (2=senx)y = 0] Resoluble, v=—SE85, [ [ o2 = 2l0g e280x ]y =+ o —
y=K+C[1-senx+sen?x—sen3x+sentx—---]= K+ C[1—x+x2 + (§=1p3 + (1-3)x* +---]| IxI<Z.
Obien,[1—"72—’2‘—1+---][2cz+6C3x+1ZC4x2+---]+[2—x+%—---][cl+2czx+3C3x2+---]=0,

x9:2¢c242¢c1 =0, co=—c1; xl:6c3+4c—c1 =0, C3=—%C1 : x%:12c4+6c3—3¢c2 =0, C3=§c1 B

O bien, y”’(0)=—2y’(0) ; cosxy’’ + (2—2senx)y’”’ —costy’ =0, y’”’(0)=5y’(0) ;

@ ’y”+2xy +2y=0 ‘ x=0 es regular. Probamos pues y = chxk sabiendo que serd cp=1, ¢c1=0.
k=0

Zk(k—l)ckxk_2 + Zchkxk + Zchxk =0 — x0:2c+2c0=0—- c2=—1;
k=2 k=0

x1: 6c3+4c1=0— C3——§C1=0; x2: 12C4+6C2=0—>C4=—%C2=% - y=1—x2+%x4+---

[0 bien: y”(0)+y(0)=0, y”(0)=—2; y"/+2xy”+4y’=0, y""(0)=—4y’(0)=0 ; yV+2xy""/+6y” =0, y¥(0)=—6y"(0)=12].

2 . 2 1 1 1
xK: (k+2)(k+1)cks2+2(k+1)ck=0, Ck+2=—753Ck 0 Ck=—F Ck—2 — Ce=—3Ca=—F%, Cg=—7Ca4=

Tr ooy

B

1 2

_ 1 _ 1 _ _ 1 (=1)k =
C2k——FC2k_2—mC2k_4—"' — y—1—X2+ﬂx4—§x6+---+TX2k+---—e X

@ ’y”+(2—2x)y’+(1—2x)y=0 ‘ x=0 regular — probamos y=ickx’< , sabiendo que cp=0vy c1=1
k=0

i k(k—1)cixk=2 + i [2kcixk—1 — 2kckxK] + i [ckxK —2ckxkt1l]1=0 —
k=2 k=1

k=0

x%:2c;+2c1+co=2c2+2=0—c=—1; x1:6c3+4c3—C1—2c0=6c3—5=0—C3=3;

1

2, 12C4+6C3—3C2—2C1=12C4+6=0—>C4=—%. Asf: y=x—x2+%x3—§x4+---

O bien: y”/(0)+ 2y’(0)+y(0)=0, y”’(0)=-2 7. Y derivando la ecuacién:
Y+ (2=2X)y" — (1+2X)y’ — 2y = 0 — y(0)+2y"(0)—y'(0)—2y(0) = 0, y""(0)=5
yV+ (2=2x)y"" — (3+2x)y” — 4y’ = 0 — yV(0)+2y"""(0)—3y”'(0)—4y’(0)=0, yV(0)=—12 f

_ d.i.
y1=eX, e Ja=eX-2X |, y=ce—X+ ke"‘fgeszds = y=e—xfge52ds =e—xfg[1+sz+%s4+---]ds

1

= 152 34... L3t LS lmx—x2+ [543 153 L+ lyx44... 1
=[1-x+5x2—x3+ - |[x+3x3+ 15X+ |=x—x2+ [5+5]x3—[5+3]x*+

@ ’ 2dxy" -y’ =0 ‘ x=0 no es singular regular (a*(x):—g no es analiitica en x=0).

X=1=s\ 211+5]2y” —y’ =0, 2[1+%—%+---][2C2+6C35+---]—[C1+2C25+ 3c352+4---1=0,

s0: 4¢cy—c1 =0, cz=% ; s1:12c3+2c2—2c2=0,¢c3=0;... |[y=1+(x-1)+ %(x—l)2 +
O bien, y"()=YE =3 2/xy" +(=—-1)y” =0,y"(1)=0; ... y=y()+y' ()x—-1)+---
[Solucién calculable sin series: v/=2", v=_CeYX, y=K+C(v¥x—1)e¥¥ Gy= 1+2(/x—1)e¥* ]



) AA=1H+2A=0 - y = c1+czx—1+yp solucién de la no homogénea.

-1
‘(1> I = = X 0 mejor, yp=Ax? (Ae?S) » 2A+4A=1.
O también: xvV/+2v=x —» v= ’§‘+)% - y= ’%2—;+K , como antes (con otro nombre de las constantes).

) ’xzy”—Bxy’+3y=9 Inx‘ A2—4A+3=0 — y=c1x+ c2x3 +yp . Con variacién de constantes:

2x2

O bien, yp=As+B=Alnx+8B, yé:é y;;=—x‘;2 — —A—3A+3AInx+3B=9Inx - yp=3Inx+4.

IW|(x)=2x3; Yp=x3f9'2"4d"—x NXIX — 3|nx+4 - y=ci1x+cax3+3Inx+4.
X partes

X!

)’xzy”+4xy’+2y=e>< ‘ y=S+S+yp, Wl=—x* yp=—x2[xeX+x1[eX=5.

@ a) ’ y'+xy'+y=0 ‘x 0 regular. y= chxk - Zk(k—l)ckxk_2+ chkxk+2ckxk 0,con cp=0y c1=1

0

[para que se anule en x= 0]
x0: 2c24+¢c0=0, cz=7co =0; x':6c3+2c1=0, C3=—%C1=—% i xK=2: k(k—1)ck+(k—1)ck—2=0,

1 1 1

1 1
Ck=—gCk—2| = Ca4=Ce=+--=0, Cs=—zC3=75 — | y =X—3X°+

15

x5—

[Més largo (y sin recurrencia). Derivando la ecuacién: y”+ xy” +2y’=0, yV+xy”+3y” =0, yV+xV+ 4y’ =0 —

y(0)=0, y’(0)=1 — y"(0)==2y’(0)==2, y(0)==3y"(0)=0, y(0)=—4y"/(0)=8 — y =x—2x3+ 195x°— -+ ].

Todas las soluciones, como en todo punto regular estan acotadas en x=0.

b) ’ 3xy”+y’+xy=0 ‘ x=0 singular regular de x2y”’+x% 3y +X y 0 con A(A— 1)+ A=0 - )\1— , A2=0.

_ ‘7 - T . _ k+2/3 [convergerad en todo R,
Se anula en x=0 la solucién (no analitica, ni siquiera derivable) yl_k;)ckx , Co#0 pues lo hacen a* y b*1,

La otra solucién y; (analitica) también estd acotada en 0.
= S[3k+3)k—3)ckxk13 + (k+ 5)cixk =13 + rxk+5/3 | = S [k(Bk+ 2)ckxk—1/3 + cpxk+5/3]= 0
0 0

— x713:0.¢c0=0, cg indeterminado; x?/3:5¢c1=0,c1=0; x*3:16c2+cp=0, C2=—%Co ;

k—=1/3. — 1 —(CE—e..= —— 1 __1 2/31 7L 4__
X P Ck=—k@ks2) Ck—2 = C3=C5= =0, ca= 56C2=7556C0 — | Y1=X [1 x+896x ]

) ’ xy”—=2y’'+4eXy =0 | r(r—1)=2r=0 - r;=3, ;=0 — y1=>.ckx**3 se anula en x=0.
k=0
x(6cox + 12c1x? + 20¢2x3 + 30c2x? + --- ) — 2(3cox? + 4c1x3 + 5¢cax? + 6¢3x° + - -+)
+(4+ax+2x°+--)(cox®* +cix* + x> ++--)=0 -

x2: 0cg=0 — co cualquiera; x3: 12c1—8c1+4co=0 — c1=—cq; x*: 20c2—10c2+4c14+4co=0 — c2=0;

x°:30c3—12c3+4c+4c1+2c0=0 - c3= %Co L lyi=x3—x4+ %XG + .-+ | (sin regla de recurrencia decente).

Tanto y1 como y2 =3 bgxK + dx3(1—x+---)Inx acotadas en x=0 (x3lnx—60) = todas acotadas.
k=0 X—

’2x2y”+x(3—2x)y’—(1+2x)y=0‘ Acotada y1="> ckxk*1/2, nolo estd y,=>" bixk~1. Ninguna analitica.
k=0 k=0

Z [2(/(2—%)Ckxk+l/2 + 3(k+ %)Ckxk+l/2 _ Cka+1/2 — (2k+ 1)Ckxk+3/2 _ 2Ckxk+3/2] =0 —

k=0 o
ST[k(2k+3)ckxk*+ 12 — (2k+3)ckxk*+3/2]=0, x1/2: ¢ cualquiera, x3?: 5¢1—3co=0, c1=%co,
k=0
5 3 7 1 3.. 3 1
x32: cp=Fc1=17C0, X% c3=55C2=15C0, ... Luego |y1=xY?[1+ix+3x%+5x3+--]

iyl —fa_ & 112Xy = L [T 1/2 1 53/2 L X2 X2 . =|x1/2[242y 12, 1.3
Slyz—x,ef_x3,2,y1—xfx edx—xf[x +x324 5 et Jdx = [ XY S+ Ex+ X2+ 553+ o ]

[Calculando la no acotada: Y [2(k—1)(k—2)bkxk~1+ 3(k—1)bgxk~1 — brxk=1 — 2(k—1)bixk — 2bkxk] =0
k=0

— x71: 0bg=0, x%: —b1=0, xk~1: k(2k—3)bx=2(k—1)bg—1, bp=b3=---=0, y2=x .

’ 3xy”+(2—6x)y’+2y=0 ‘ x=0 es singular regular con )\()\—1)+§)\=0 - )\=%, 0. Es no analitica

y1=xY33"cexk — Z[3(k+ DYk—2)cixk=2/3 + 2(k+ $)cxk=2/3 — 6(k+ 1) crxk+1/3 4+ 2¢4xk+1/3] —
k=0

x~2/3:0co=0; x¥3:4c1=0; xk‘2/3.ck—k6((3kk+11))ck 1—Cy=c3=++-=0— .
Je-%) 142X+ 2X2+ 2x3 4.0 2 2nyn .
yz=x1/3fudx=x1/3fx4—,33dx =—3(1—x——x2—%x4 =-3) n|(1X3n) 0 bien:
y2= Zbkxk—>2[(3k D)kbixk—1—2(3k—1)bkxk1=0 — x0:b1=—bo; x':ba=2b1=—2bo;
k=0
xk=1: by _12<8,I§ éllgbk_l—) b3=%b2=—%bo P, — y2=1—x—§x2—%x3+---
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’3xy”—y’—3x2y=0 x=0 es singular regular con r1=§ y r=0.Seanulaen x=0: y1=> cxxk+4/3
k=0

— S [30k+ £)(k+ 2)cxk /3 — (ke $)cpxk+ /3 = 3¢k +10/3] = S [K(3k+4)cixk /3 — 3¢,xk+10/3] = 0 —
k=0 k=0

x3:0c0=0; x¥3:7c1=0, c1=0; x7/3:20c=0, c;=0; xk+1/3. k(3k+4)ck—3ck_3=0,Ck=mck_3

—1 — _C3k=3 — — — x4/3 1.3 —x4/3 4 1,13/3
— c3=13C0. [Cak=rgprrgy ¥ C3k+1=C3k+2=0] | y1=x"3[1+ 53+ ]=x¥3 + 5x133 + ...

y2=>. bkxk es analitica, pero y1 no lo es. Todas son derivables. Claramente lo es y> .
k:o .z . . .
Y también y1, producto de derivables (x*3 lo es, aunque no tiene derivada segunda).

’ 4xy"’+2y’+y=0 ‘ x=0 singular regular, r = 2,0 Y2 = chxk analitica; ck ——mck_l ,

n=0

Z 2k),xk_cos‘/_ x>0 ; y1=cos1/_fcoszf—25enf—>’y—clcos‘/_+czsen1/_‘.

_ 1/2 dy _dyl d _ Py 1 _dy 1 Py, . _ = 1
s=X Tx dSZS'dxz_d52452 d54s3,d52+y—0,y—c1coss+czsens

11 x(2+x2)y"" +2y’—2xy=0| x%y’ +x Xzy 2x%2y=0, x=0 s. reg., r=0 doble. Analitica y1= chx’(
[y2=x3bixk + y1Inx no es analitica]. " 0
)y
2

[2k(k—1)ckxk =1+ k(k—1)ckxk 1]+ 3 2kcixk =1 + 3 —2c,xk+ 1 = S [ 2k2cpxk—1 + (k—2)(k+1)cexk+1] = 0.
1 0 0

(k=4)(k—1)
2k?

x%: c1=0. xlzcz=%co. xk=1: cp=— Ck—p — C4=0=Cc3=C5=Cg="+-+ — y1=1+%x2 .

12 ’ 2y 4 x(7+2X)y’+9y = 0‘ r=—3 doble. Ninguna analitica: yl—chxk 3, yz—Zbkxk 24y1Inx.

k=0 k=0

8

Z[(k 3)(k—4)ckxk3+ 7 (k—3)ckxk3 +2(k—3)cuxk—2 + 9y xk—3] = Z[kzckxk 3_2(3—Kk)ckxk—2]=0.

=0 k=0

— x73: 0cg=0Vcg, x2:c1—6co=0, c1=6cqg, xK3:k2ck—2(4—k)Cck—1=0, ck—2(4 K eer.

~

C2=7C1=6C0, C3=35C2=3C0, c4a=0=C5=+--, |y1=X3+6x2+6x1+3

13 ’ x2(1+x2)y"”"—6y=0 ‘ x=0 singular regular de x2y’”'—

y=0 con A(A—1)—6=0 - A1=3, Ap=—2.

1+x2

Estd acotada en x=0 la y1=>" ckxk*+3, ¢co #0 [la serie convergera al menos en (—1, 1), donde lo hace b*(x) ].
k=0

— S [(k+3)(k+2)cixkt3 + (k+3)(k+2)ckxk+5 — 6cxk+3]= 0 - x3: 6co—6co=0, co indeterminado;
0

x%:6c1=0,c1=0; x°: 20c+6co—6c2=0, cz=—%co i xK+3: (k+5)kck+(k+1)kck—2=0, Ck——m Ck—2

— c3=C5=--=0, ca=—3C2=57C0 — | Y1 =X3—3x5+ x” —--. | . El coeficiente de x2°12 es [0].

- ’ X(1+x)y”+(2+3x)y’+y=0 ‘ x=0 singular regular, r=0,—-1—-y; = chxk acotada en x=0.

k=0

;2 [k(k—1)cexk=1 + k(k—1)cexK] + ;[2kckx’<‘1 + 3kcxk] + k;)ckxk =0 - Cps1 =— ek —

L3 b eiip (=KL xk 4 ...
X7+ () X+

= "’g(xix) , funcién no analitica en x=-1.

—1-_1 12
yi=1l—35x+3X

Si no se identifica la serie: s=x+1 — s(s—1)y”” + (3s—1)y’+y=0— r=0 doble —

0 (o]

y1 = chsk analitica, pero y, = sz by sk + y1logs no analitica en s=0 (x=-—1).
k=0 k=0

dx _ log(1l+x)

1 —
X2 ' V27T x T+x X ,
solucién acotada en x=0 con el desarrollo de arriba y claramente no analitica en x=—1.

L 1 _fﬂ f[
Utilizando que y1 =5 : e /Xt =e Tl =

@ ’xy”—(1+x)y’ +y= 0‘ x=0 es singular regular con r(r—1)—r+0=0, r=2,0. Se anula en x=0:

y1=3cxkt2 o S [(k+2)(k+1)cixk+ ! — (k+2)cexk L= (k+2)cixk* 2 + cxk*2] = 0 —
k=0 k=0

x1:2c0—2co=0, Vcg. x2:3c1—cp=0, c1=%co. xk+1 . (k+2)kck—kck—1=0 — ck_k+2ck_

- C2=7C1=75C0, C3=2C2=55C0, ... = |Y1=X2+3X3+ 15X +g5x5 + -+ | [=2(e*—1-x)].
La otra solucién y2=Zbkx’<+ dy1lnx también estd acotada en x=0 (sea o no d=0), porque X2 |nx"L?0_
k=0
© 0.p, —
Es analitica y1. Si d=0 loserd y2 — 3. [k(k=2)bo "L = (k=1bexk]+ d[2y4—2y1-y1] =0 —» X' ZEZ‘]"_O(;
k=0 : =

[Con un poco de vista o alguna integral se puede dar la solucién general sin series: y=cieX+c2(1+x) .
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16 ’ (1—x2)y”’—2xy’+y=0 ‘ Como x=0 es regular (a y b son analiticas para |x|<1), probamos:

chxk - Z[k(k 1)cexk—2—k(k—1)cexK] + Z —2kcixk + chxk =0 —

k=0 k=2 =1 k=0
x%: 2c04c0=0— c2=—%; x!:6c3—2c1+c1=0— c3=2; xK: (k+2)(k+1)ck2—(k?+k—1)ck=0
— Ck42= mck — c4=0, C5—20C3— 11210c1 —ly=x+ 6x3 + 120x5 +--+[[co=Yy(0), c1=y’(0)].

De otra forma: y”/(0)+y(0)=0 — y””(0)=0. Y derivando: (1—x2)y’’—4xy’”’ —y’=0 — y’”’(0)=y’(0)=1,
(1—x2)yV—6xy’”’—5y"" =0 — yIV(0)=5y""(0)=0, (1—x2)yV—8xyV—11y”=0 — yV(0)=11y""(0)=11.

2(1 s)

Haciendo x+1=s obtenemos (25—s2)y”’+2(1—s)y’+ y=0, szy”+s y+2 sy=0 —

r2=0— ni y1=co+C15+:++ ni y2=bos+---+y1In|s| tienden a 0 si s—»O (x——1).

’xy”+2y —xy=0 ‘ x=0 singular regular con r=0,—-1 — yl_chxk 2=§:bkx’<_1+dyllnx.
k=0

k=0
Probamos kZbkxk— i[(k—l)(k—z)bkxk—2+2(k—1)bkx’<—2—b,<x’<]=ki[k(k—l)bkxk—z—bkxk]=o -
=0 k=0 =0
X~2: 0bp=0, Vbg, x1:0b1=0,Vb1, x9:2by—bp=0, b2=%bo, x1: 6b3—b1=0, b3=%b1.
XK=2: k(k=1)bk—bk—2=0, bi=rfZy — ba=75="25, bs=24=2, ..., bax=1387, baks1= 1y -
La solucién es: | y= bo%[1+%x2+%x4+---]+blé[x+%x3+%x5+---]=bod‘7"+b1¥ .

_vVv _vV v n_ Vv’ 2V o 2V, 2v , 2V 2v YY) _
y=% = V=% V=t Ve e - —v=v—v=0]

’ X(x+1y”+(x—1)y’=0 ‘ x=0 singular regular con a*(x)=;‘:—}, b*(x)=0, r=2,0.Se anula en x=0:

y1=3cxk*2 o ST[(k+2)(k+1)ckxk+2 + (k+2)(k+1)ckxk* 1 + (k+2)cexk+2— (k+2)cexk*1] =0 -
k=0 k=0

x1:2co—2co=0, Vcg. x2:4co+3c1=0, c1=—§co.

k+1)? 9 3
xk+1 . (k+1)2ck_1+k(k+2)ck=0— cp=— ,(<(,<+%)Ck—1 — C=—5C1=5C0, ... —
_ .2 4.3,3.4 _ 2x _ri1 2 _ _Cx
Y1=X°—3X>+35x%+ -+ | [ =2In(1+x)— 3% (no acotada) ya que Vv'=[3—37]v, V=G ]

x=1t — 1(1+1)[s*y+253y]—s2(1-1)y=0, s(1+5)y+(1+35)y=0, r=0 doble. La obvia y1 =1 es acotada,

s

pero y»> =SZ cksk+ Ins no esta acotada para s -0t (x—o0). [Las series de x=0 no informan sobre el infinto].
k=0

’x(l—x)y"—(1+x)y’+y=0‘ x=0 singular regular con r=2,0. Se anula en x=0:

y1=5cixk*2 o S(k+2)(k+1)cixk 1= (k+2)(k+ 1)ckxk+2 — (k+ 2)cxk+ 1= (k+ 2)cixk 2 + cxk+2] = 0
k=0 k=0

— x1:2c0—2co=0, Vco. Xx%:6c1—2co—3c1—2co+co=0, c1=cCop.

xK*+1: k(k+2)ck—k(k+2)Ck—1=0 — Cxk=Ck_1, C2=C1=Co, ... = | y1=X2+x3+x*— ... =% | no acotada.

L. . . . c1=c=1 X—00
La solucidon y,=1+x casi salta a la vista y sale (largo) con Frobenius. y= =L

También se puede hallar la solucién general desde la primera: e‘f":ﬁ, y2=y1fx—3=—m.

O bien, x=1 - $(1-1)[s*y+2s3y]+5%(1+ £)y+y=s2(s—1)y+s(3s—1)y+y=0, r==%1, y1=s%—0.
S—

S

’x(x—l)y”+y’—py=0 ‘ x=0 singular regular, r=2,0; y1=ickx’<+2; y2=ibkx’<+dyllnx.
k=0 k=0

1. _2co+2co=0, Vcg. x?:(2—p)co—3c1=0, c1=2_Tpco. xk+1 ck=%ck_1

— y1 serd polinomiosi |[p=n(n+1)|,n=1,2,... P1=x2, P2=x2—%x3,
Si , y1 no lo es, pero lo serd la clara y>=1 (son cero d y demas bg del teorema de Frobenius).

2
_ In(1—s)+s+=
=X2|n|u|+x+l—>0 [#—’0]
X 2x—»oo S S50+

—[11/02—)] 1
Para p=2, y2 =x*[ *—a—=x*[ 55

O bien, x=% — s2(1—s)y +s(2—3s)y—2y =0, r=1,—2, hay soluciones y1 =53 cksk — 0.
S—
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Soluciones de problemas 3 de MII(C) (2023-24)
I—1<0L<0I
31|y @=ytay=o | A>0: 51 @=0. dn=Cg y,—fcos Cagtm. "
Si a#0: Zvlccchsov{fijzosenw=o } tanwp=—"2, yp={senwy(x—1)}.
A=0: Ef:?fi?o } - Autovalor si a=—1, con autofuncién yo={1-x} .
A<0: ymarereen, PTDaEran=0)

p

pleP+e Pl+a[eP—eP]=0— thp=—4
Si a<—1 hay un A=—p? [yo={ashpox+pochpox}].
El menor autovalor es negativo si a<—1, 0 si a=-—1
y positivo si a>—1 (para a=0 es )\=”TZ).

oN
.

‘™
0
™
‘e
0

0

1
hacia - og,

y,/+)\y= 0 _ px —px _, c1+c2—2p[c1—c2]1=0
2)a) y(0)—2y"(0)=y(1)-2y’(1)=0 | =0, y=cre¥+cze C1eP+CoeP—2p[creP—CreP]=0
1-2p 1+2p | _rq —P_ AP — o1 _ __1 —[aXx/2
[1-2p]e? [1+2ple =[1-2p][1+2p][e eP]=0 si p=5 (yes c2=0). |Ao=—73|€ yo—{e } .

c1—2¢c2=0

c1—cy=0 = €1=c2=0. No autovalor.

A=0, y=c1+C2x —

c1—2wcy=0, c1=2wcCy
A>0, y=C1C0SWX+C2senwx —

c1cosw+cysenw—2w[—cysenw+cycosw]=0

— c1(1+4w?)senw=0.

Por tanto, w,=nT, | Ap=n2m2 ,’yn={2nncosnnx+sennnx}

, h=1,2,...

1
(yo,yo)=f(;L eXdx=[e—1]. (yn,yn)=J. [2n2m2(1+cos 2nmx)+2nmsen 2nmx+ =95 21 ™ g = .
0

o) V' +2y +Ay=0 SiA>1: p?+2u+A=0, u=—1xiw, con w=vA—1 — y=(c1 COSWx+C2senwx)e X,
y(0)=y(m)=0 | y(0)=c1=0— y(m)=e Tcasenwn=0 — wp=n, |[Ap=1+n?|, |[yn={e™ sennx}‘.
La ecuacién en forma autoadjunta queda [ez"y’]'+ e2X)\y =0, con lo que el peso es r(x)= e2X.
Por tanto, (yn,yn) =f(;rry% dx:fgezxe—zxsenznxd}(:fg COSZnX)dx_ [%]g: .
X2y" +xy’+[Ax2—=%]y=0 U’ +Au=0 | x=s+1 U’ +Au=0 nms nm(x—1)
4 = g —_— g = —
| V(1) =y(4)=0 (cas Bessen | Y=YXY = u1)=u(4)=0 J u(@)=u(3)=0 } = Un={sen3=}={sen b
_ _ 2 2 17, . COSWX sen wx _n?m? _r1 nm(x—1) _
s=V/Ax=wx — s?y”+sy’+[s?—3]y=0, y=c1 ==X K TS A= Yn—{ﬁ en™=3—=1},n=1,2,...
4 _ _
[xy’]'— & +Axy=0. (Yn.yn)=[; X% senzwdx=§fl 1—cosw)dx =3
@ a)[ f(x)=1] Su serie en senos es: 2 i W N e k ,4
m=1 — o —o m gordo
Tiende hacia la extensién 2-periédica de f(x)={_11' 0_<1::1<0, : L '
’ -G e ] OO

y lasuma es 0 si xeZ. Cerca de ellos convergera mal.

La serie en cosenos es la propia constante 1 =1+0+0+---
(es uno de Ios elementos de la base de Fourier).

S |sennmx .
[En la serie en senos aparecerén picos cercade 11.

0.8

0.6

0.4

0.2

g R A
A : AN AN
:,’ 1:,’ 1

A

0.8

0.6

0.4

0.2

04 06 08

o LI I O B
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 x

a)sen, m=2,5,20 b) sen, n=2,5,50
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@ i) Para desarrollar en cosenos basta escribir ‘cos3x = %cosx+%cos 3x|,

x€[0, n] .

(La ‘serie’ claramente ‘converge uniformemente’ en todo [0, ] hacia la f dada).

ii) bp ==
_i[ cos(n+1)x + cos(n—l)XJTr _ l[ cos(n+3)x + cos(n—3)XJ1T
an n+1 n—1 0 an n+3 n—3 0

ifgcos3x sennxdx = = o Isen(n+1)x+sen(n—1)x] dx + = foIsen(n+3)x+sen(n—3)x] dx

3 r14(=1) , 14(=1)"7, 1 [1+(=1)" , 14(=1)"1_ 2n(n*~7)[1+(=1)"]
=izl hrt t e Jtamloars ot a3 )= n(n?—1)(n2—9)

3. _ < 8m(4m?—17)
cos3>x —mZ::l TamI—T)@mi—9) S€N 2mx |, x€(0, m) .

Converge hacia f en los puntos de continuidad de su extensién impar y 2m-periddica, es decir, hacia
cos3x en (0,m) y a 0 (evidentemente) si x=0, m. Hay convergencia uniforme en todo [a, b]c (0, ).

5] | roo={g 15555 | si f(x)—a°+zancos””", es an=2 [} f(x)cos ™

x . En este caso:

0, npar o
mrx _ _ AR 1,2 =" (2m+1)nx
ao—zfo dx=1, an—fo cos X dx=-=sen &t —{ 2= 5 3R D T COS T .
2m+)m ’ m=0
i) En x=1 es f discontinua y la serie tendera hacia 2[f(l )+f(1H)]= % como se comprueba facil:
(=17 @2m+1)m _ RO
5 + = Z Sm+T COS 5 = 5 [los cosenos se anulan]. 0——0 0—
.. . . L Loy [] *
ii) Como tlende en todo R hacia la extensién par y 4-periédica de f, | :
-1 0 1 2 3 4

en x=2 ha de tender hacia f(2)=0. Sustituyendo:

e —_— m 7 . .
CL7 0, ya que la ultima serie 1—%+%+--

12
2 tx Z 2m+1 T cos(2m+1)m = 377 2 Im+l

m=0

@ a) =%—%cos 2x , ya desarrollada [a0=%, a2=—% resto ap y bp son 0].

)| f(x)=|senx|| par = b,=0. ao——f |senx|dx—%f0 enxdx=%.

a1=2 [ senxcosxdx=0.

-=arctan1=7.

=2 (" —1(m _ __1rcos(l+mx , c
an—nfo senxcosnxdx—nfo[sen(1+n)x+sen(1 mx]dx=—2[ =550 4

_1rl+4cosnm , 1+cosnm_ 2 1+(=1)" 2, 43 cos2mx
_ﬁ[ T+n T 1-n ]_ﬁ -z |Senx|_ﬁ+ﬁmZ:1 1-4m? *
. m
)| f(x)=sen 3| impar. a,=0. bn=%fo sen 3 sennxdx
_1lrm (1-2n)x (1+2n)x _ 8(=1)"n
=7 [olcos =" —cos =5 Jdx= 7 157 -

—m, Si —m<x<0

1-(=1)"

. 11+(=1)" . _5. _
= a1=0; an=ﬁ%,n=2,3,..., bi=5; bn="—;

’

Al
(NE}

1
200=

y”+)\y=0 — . —
a) A>0 (teorl). A=0: y=ci1+C2X, y'(1)=c2=0

y(0)=y’(1)=0
oy — y(0)=c1=0 _ (2n—1)2n? _
A>0: y=cC1COSWX+C2s5enwx , y’(1)=chcosw=0}_’)‘”_—22 ,yn_{

_1(m 0 _
a”—nfo senxcosnxdx—f_ncosnxdx , n=0,1,...

d)| 00 ={ -
<
senx, sl0sx<m bn=%fgsenxsennxdx—ffnsennxdx, n=1,2,...

y(0)=c1=0 } —~y=0.

os(1—n)x ]n
1-n 0

=23, oo

A=0 no autovalor.

(2n—1)mx _
sen ===}, n=1,2,... .

8(_1)n+1

x=>]cpsen w . Conocido (yn,yn)=3

1
L Es cn=2f xsen(zn_zl)"xdx=
0

m2(2n—1)2 *

y”"+Ay=0 s=x+1 y"” + Ay =0 _n?m? nmx , nm _
o) | 3L =0 | Y0 Sy ) = dn= T yn=lsen 2} = (sen(F 5} =t
. . c1cosw—cysenw=0 _ _ _n?m? n par, c1=0— sen
Directamente (A>0): c1cosw+casenw=0 }_’ | |—Sen2w_0 An="5 n impar, c2=0—- cos ’
0 1 1 _ n
S cnsen T ro1 (y, yo)= [ sen2 ) _1 o= [ xsen MO gy 2011

| yy=y'(e)=0

A>0:y=cicos(winx)+cysen(winx) y(2)=—"c;senw=0 /

[O haciendo x=e5 — Z?

=i cncos(nminx).
n=0 (yn, yn)=

14

2\, ’ — ’ _
XTyT Xy Ay =0 (xy’)'+)\%y=0. A>0. A=0:y=c1+C2Inx, i,g;;

"(1)=wc2=0
y’(1) 2 ! )\n=n2n2,

e el 1
—fl ;_Cd)(:e—l fl =dx= 1—>C0—%X—%—e 1.

c=0 _
ca/e=0 - yO—{l} .

yn={cos(nminx)}, n=1,2,...

2y+)\y=0, y(s=0)=y’(s=1), problema conocido con esos A, € yn(s)={cosnms} ']

el s

(€1 2 1 —
J] 5 cos (mtlnx)dx—2 — cn—Zfl cos(nminx) dx=2-5—>,



y’'+Ay=0 —0: ve ,a=0 _ _ -
a) y(0)=y(1)—y’(1)=0 A=0: y=c1+C2Xx Cl+C2_C2=0}—) c1=0— Ao=0 autovalor con .

A>0: y=cC1C0SWX+Cysenwx, y/ =—wci sen wx+wc coswx, w=+/A —
C1 =0\_
c2(senw—wcosw)=0

} C2 queda indeterminado si senw=wcosw.

Hay infintos w, con wh=tanw, — )\”=Wr27’ yn={senwnx}.

[Con algln método numérico se irfan calculando: wi~4.493, wy~7.725,...].

Como BB’ <0 podria haber A<0. El dato nos dice que no habra:

| 1
1 1
1 1
1 1
1 |
1
1 1
1 1
| 1

1
! tl
T T

] 0 : Wl: W
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

— C1=—C2\, _ t
— pX pX = an w
y=CrePH e = et apl—(er—epl)=0) ~ Y=0
[no existe p>0 con p=thp, pues (thp)’(0)=1].
Los coeficientes del desarrollo 1 =3 cpyn(x) =cox + >} senwpx vienen dados por ¢p = ((}}’{,")) .
n=0 n=1 nrn
1 2 l V2 _ =3x+...
En particular, { foxdx— y {x, x) fox dx = 5. Portanto, co= {55 = , 1=5x+
s . 11— cosZw X 1 sen2w, _ 1 senw,cosw, _ 1l—cos?w,
El resto de coeficientes: (senwpx, sen wpx) f = dx=5— W, L=3— 2"w,, 0= 2.
2

_r! _ 1 _
(1, senwnx) = [j senwpx dx = W—n[l—coswn], Ch = wTrcoswy) -

y"+2y'+Ay=0 En forma autoadjunta: (y’e2X)’+Ae2Xy = 0 [problema de S-L regularl.
y(0)+y’(0)=y(1/2)=0 | [;242+A=0— pu=—1+4I—A . En principio, puede haberA negativos.

y(0)+y,(0)=p(C1—C2)=O
y(3)=(c1eP?+cre7P?)e~2=0

b)

A<l, yI-A=p - y=creP~X4pcre—(p+1)x _,

y(0)+y’(0)=c2=0
y(3)=(c1+F)e¥2=0

A>1, YA—1=w— y=(c1coswx+casenwx)e X — y(0)+y’(0)=cow=0 — ¢c2=0 —
y(%)=cl cos e V2=0 - wy=(2n—-1)1, Ap=1+(2n—1)?n?, yp={e X cos(2n—1)nx},n=1,2,...

— c1=c>=0.

A=1- y=(c1+c2x)e ™ — — c1=c2=0.

Por tanto: 1—Z<(y1 ))yn, con (1,yp)= 01/2 eXcos(2n—1)nxdx, {yn, ¥n)= (}/2 cos?(2n—1)mx dx
n=1
Como fo cossz—2 (}/2(1+c052bx)— 4b - (Ynyn)=7 e fexcosbxdx—(cosmzf_#,

_ )n+l(2n_1)ne1/2_1

concuimos que: 1= 42 (=1 Tr D2 e X cos(2n—1)mx .
n=1

@ ([1—x2]y’)/ +Ay=0 Los Pp—1 son las Unicas soluciones de Legendre .
y(0)=0, y acotada en 1| que pasan por el origen y estdn acotadasen x=1.

)\n=2n(2n—l), yn={P2n_1},n€N. f_l 2n+1 fo Sn—1 _1 | \_)\
! f

1= ZCnPZn 1(x)

C2=7fo %x3—%x]d =_%' .
r(x) ! c3= 11f01[%x5—£x3+%x]dx= % oo ‘
Y + Ay =0 Ya autoadjunta (y’) +Ay= 9{/2 q—O_n/czxor =pBp’ =n> A=—1 no autovalor. O directamente:
y'(3)=y(m)=0 y=cieX+ce x5 gi:n +_C§Zen_0_o 2 C‘i(giil)z(), 1 ZCZO?O . No es autovalor.
—c1=0

. cc .z .
Si A=1, y=ci1cosx+cysenx — —1=0 " c1=0, Vcy. La autofuncidon asociada es: |y1={senx}|.

Podriamos dar todas las yn: s=x—3, y”+Ay=0, y’(0)=y(5)=0, Ap=(2n—1)2, yp={cos(2n—1)s}={sen(2n—1)x}.
(v') +y=x—a. Infinitas si: [, (x—a)senxdx = (a—x)cosx] ,+[r, cosxdx=n—a—1=0 — [a=n—1].

[Directamente. yp=x—a a simple vista, y=c1 cosx+c; senx+x—a. Imponiendo aqui los datos:

—c1+1=0

—Ci4mM—a=0 - Cuando m—a=1 serd y=Csenx+cosx+x+1—m, y para otros a es imposible].

11] X2y" = 2xy' + Ay =0| 12_3p4r=0, u=320=0 K__4 =41 y=cixt+cx7]
/ —_ j—
y'(1)=y(2)=0 No autovalor. [0 aa’=---].

2c1+c2=0
_ _ iy 1+C2 — )
A=2- u=2,1. y=c1x2+C2x. (261 4.62)=0 } — c2=—2c;1 . Es autovalor con |y,={x?—2x}|.

[L]+2y=0. r0)=5%, (Yo yn)=J; mx?(x—2)2dx = [} (1-%+ % )dx =[3=4In2].

Para A=—4 claramente solucién unica. Para A=2 habrd infinitas o ninguna segun se anule o no la integral:

4c1—c2=0
" 16c1+c2/2=0

flz 2 (x2—2x)dx =f12 % —2)dx=-1#0. Sin solucién. [0 desde la solucién general y=c1x?+cax+2].
)
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@ xy” + 2y’ + Axy =0 Si A=0,cony’=v, v/=—2v, v=Ce_f2/X=>%=y’ - y=S+K.
y(m+my’(m)=y(2m)+2my’(2m)=0 | o Eyler con r(r—1)+2r=0. O u=xy.

y(m+my’(m)=K=0
y(2m)+2ny’/(2m)=K=0"

. C0Ss 2x sen2x —2sen2x __ cos2x 2C0s2x __ sen2x
Si A=4, y=c1 5=+ 352, y=c1[ == J+c[ =5 7

Imponiendo los datos de contorno: y0={%} autofuncion del autovalor A=0.

] para cumplir los datos:

2
_—T[ Lymese C2 =0 y4={coi2X}_

211 +2T[2C2 0" luego c2=0 y la autofuncion es:
4112

2
Escribimos la ecuacién en forma autoadjunta: e x X =x2, x2y"+2xy’ +4x2y =2x, (x2y’) +4x2y=2x.

o 2 2 2
Como A=4 es autovalor, hay solucién sélo si es cero: [ 2x <252 dx = [“"2 cos 2xdx = sen2x]."=0.

Ccost :|

Luego existen infinitas soluciones del problema. [Se puede comprobar que son y = =

[Haciendo u=xy en el problema se obtiene el sencillo u”+Au=0, u’(m)=u’(2m)=0, ..., us={cos2x},
y la ecuacién de c] pasa a ser [u’]’+4u=2 de clara solucién general u=cj cos2x+cz sen2x+ % ]

— 4 =
@ i’(o)zgyj_(i\));oo Autoadjunta: [e=2Xy’]' +Ae=2Xy=0. Peso r(x)=e 2X. p2—2u+Ar=0, u=1+J/I-X.

2¢2=0
A=0, u=0,2: y=c1+c2e2X, y'=2ce2X — 2C262=0}—>)\=0 autovalor, [yo={1}|.

A=-—3 no puede ser autovalor pues aa’=8B'=0=q(x). O directamente:
3c1—c2=0 —
3c1e3—cre 1=
y=[c1cosx+cysenx]eX c1+c=0—

y’'=[(c1+c2)cosx+(c2—c1)senx]e™™ T 2cesen1=0

u=0,2, y=c1e3X+ e X, yY=3c1e3X—creX o } = c2[e3—e"t] > ca=c1=0.

SiA=2, u=1#i: — c»=c1=0. No autovalor.

1
X e~ Xdx 1
(e:)’O)_fo =pl-e” _2e -1 _ | 2e |

(yo.yo) — fol e—2x(lx 1-e2 -1 e+1

eX=co+ Y. Chyn(X) = co=

n=1
Como el problema homogéneo tiene sélo la solucién trivial y=0, el no homogéneo tiene solucién unica.
. . .. , . _ 3x _x cc. .
[Dlrectamente. La solucion general de la no homogénea es: y=cie**+ e *—-1—y=-1 ]

"y = ) ,
y +_y/ | Autovalores y autofunciones del homogéneo: Ap=(2n—1)2, yn={sen(2n—1)x}.
y(0)=y’(5)=0 n=1,2,...

Para cualquier A#(2n—1)2 el homogéneo sdlo tiene la solucién trivial y el no homogéneo solucién unica.

. .z c.Cc. s .z
[Por ejemplo para A=0 la solucién es y =c1+c2x—senx = y =—senx Unica solucién del problema].

infinitas

Para A=(2n—1)2 el homogéno tiene infinitas y el no homogéneo tendra ninguna

. =0
segunsea g la

integral I = fg/z senx sen(2n—1)xdx [Ia ecuacion ya esté en forma autoadjunta: [y’]’+ Ay = senx].

/2

Por tanto, no hay solucidén sélo si A=1 [ sen?xdx#0 ] ya que para los otros autovalores A=9,25,...

la integral es cero [sin calcularla: senx es ortogonal a las otras autofunciones] y hay infinitas soluciones.

[La integral no es dificil de calcular: I=3 51/2 [ cos 2(n—1)x — cos 2nx]dx "E" Se‘{’((r?__ll))" et =0,
/2

ypara n=1: I=1 ["“[1—cos2x]dx=F #0].

0

C.
[Por ejemplo, si A=9 la solucién de la no homogénea es y = c1 cos 3x+cz sen 3x + >F*

C.
='y=cysen3x+ =X Ve,

//3 8/3/

cc. (€1=0
En cambio, para A=1, y =cj1cosx+c3 senx—z COSX — { T =0 imposible; no hay solucién].
3 =

IE yo Ay =0 C1COSX+C2senx a=p- }Vc Autovalor.
= 2 . 1 1 2.
y(0)=y(3F)+y'(3F)=0 | YT col5-71=0

2/3 10/3

1 2

con autofuncién |y1={senx}|. La ecuacién estd en forma autoadjuntay r=1.

(o) -
(Ly) _ Jo"*senxadx 2442 4(2+2) !
l=ci1senx+ > ¢ — C1= = = .
! ; nyn 1= U’l yi) © f(f"/"sen?xdx 7% (1~cos 2x) dx 3m+2
3n/4 3 3m/4 _ 1 _ -2
Jo (6senxcosx—a)senxdx =[2cosx+acosx], —ﬁ—a(ﬁ+1)—0
1 1/— . 3 tan(3nw/4)
- a==== 2—1|. [Maslargo usando y=cj COSX+C; senx—sen2x—a ]. »
y=cC1coswx+cz2senwx. y(0)=c1=0— cz[sen—+wcos3"TW] 0. wn son soluuones de tan 3’2‘” 1w

wy esta a la derecha de la asintota en 2 = A _wg >4. [Y es menor que § — A <8&' . Numéricamente ~4.76 .
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Soluciones de problemas 4 de MII(C) (2023-24)

X"+2AX=0 _ (2n—-1)? _ (2n—1)x _ /4 Y
L] | 2o oxm=o | = A= Xn={cos @27}, n=1,2,... f N

_1l(m (2n—1)x 1 (2n—1)><:|"_(—1)”+1
Cn=73 [, €OS =5=2 dX = 5o sen =15 0= .

2n—1 0

n2 T
[Arriba dibujo hecho con maple de 1
y las sumas de 2, 5y 50 términos].

Por tanto: Z (Y e (2"21)"

X 1 3x 1 5x
Sn—1 CcOoS —COS§—§COST+§COST—"'

-I>I=1

i) Como f es continua en 5 la suma es f( ) %. ii) Cada sumando es par y lo sera la suma de la serie.
Por ser la f extendida continua en 0 también sumara % . O es claro que l—%+%+ -.e=arctanl = %

[Esos cosenos son impares respecto a m y por eso debe converger a 0 ahi, y lo hace por anularse los cosenos].

{ utr—4uxx=0, xe(0,m), t>0 Separando variables en este problema homogéneo (apuntes y
u(x, 0)=f(x), ux(0, t)=u(m, t)=0 | formulario) y usando las condiciones de contorno sale:

X"+ AX=0
{ X (0)=X(m)=

o Quedalos Ap y Xp de al, y ademas T/ =—4AT=—(2n—1)2T — Tn={e—(2”—1)2f}.

Probamos pues u(x, t)=>cne~ =1’ cos w .Y por el dato incial: u(x, 0)=">cpcos @ =f(x).
n=1 n=1

X _1yn+l _
Para i) f(x)=2, los ¢, son los de arriba, y por tanto es: |u(x, t)=>' EH" e=(2n-1)’t cqq 2n-1)X |
4 2n—1 2
n=1

Para ii) f(x)=cos§, ch=1 ylos deméas c,=0, con lo que la solucién es ahora: ’ ulx, t)= e_fcos’z—‘

Casi a 0jo se ve que v=xt cumple las condiciones de contorno.

@ Ut—uxx=0, xe(0,m), t>0
u(x,0)=0, ux(0, t)y=ux(m, t)=t

{cosnx}, n=0,1,... —

— — 7"
W= U—xt — {wt Wxx X . {X +AX=0

w(x, 0) =0, wx(0, t)=wx(m, t)=0 X'(0)=X'(m)=0 Xn=

w= To(t)+Z;Tn(t)cosnx - T’ + Z[T’+n2Tn] cosnx=—x= % + Z;b” cosnx, con bn=—%fgxcosnxdx:

4/(n?m), nimpar

0, n par

0 "sennxdx = f [1—cosnm] ={

bo=— %"7_—11, bn=—%xsennx] +ﬁ
!
0

2 . Centybn
— To==5t, { Tt Tombo= C R 7= tp1—emrty.

{T
To(0)= 20 Th(0)=0

1) ( n) © 2 : 2m 1)2t] ( ) — 00, si xe(n/2,m)
ulx, t)=t(x—s)+ ———— [1—e M= cos(2m—-1)x | — 0, si x=m/2
2 m; n(2m—=1)* ——, si xe(0,1/2)

W=u—t{Wt—4Wxx=—1 u=XxT {x”+/\x=o
w(x, 0)=w(0, t)=wx(T, t)=0 X(0)=X’(m)=0

@ { ut— 4uxx=0, xe(0,m),t>0
— Xp={sen @1X} 12 .. [y T'+4AT=0].

u(x,0)=0, u(0,t)=t, ux(m t)=0

Probamos w(x, t)= Z Th(t)sen 222X (2" Dx _, Z [T/ +(2n— 1)?Tn]sen (2" Dx _ _1 =>1Bpsen —(2”;1)" ,
n=1

n=1

con Bp=—2[1'sen 2n-1X gx = n(2_n4—1) . Como w(x,0)= Z Tn(0)sen B2o1X — o,
n=1

T’ +(2n—1)2T,=B, R _ (2n—1)2t B, d.i. —-B,

{T:(0)=0 Tn(t)=Ce™ MR e e o

Deshaciendo el cambio tenemos la solucién: |u(x, t) =t— % Z [1 — e—(z”—l)zf] sen w .

(2n 1)3

—(— Wt_ 4WXX = 0
O bien, tanteando un poco se encuentra v=t+ ——ﬂ W—u»v{
P w(x, 0)="2—% (0, t)=wx(T, £)=0

7
p— (4 —
“—XT{X AN o Xp={sen @K} 15y TI4AAT=0 - T,={e~@n-17t},

X(0)=X’(m)=0

w(x, t) =S che=(@mD’tsen —(2”;1)" — w(x,0)=>cpsen —(2”;1)" =2mex?

n=1 n=1 8
cn=2[y 2 sen 201X gy — 271(2,3”’{) cos (2”51)"}2— =Ty Jo (MT—x) cos @n-1X gy
= n?éz ){))2 Sen (2n21)x] + n(2n )2 Jo sen I dx = n(2n4—1)3 '
Otra expresién de la solucién Unica es: |u(x,t) =t + —2—— %i 2n—1)3 e—(2n-1)’t gap w .
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— o2t "eAX =
(4] a) {“t_“XX =e %, x&(0,m), t>0 | separando la homogénea: {§(0+));)§<(1$)—0 — Ap=n2, Xn={sen nx},
u(x,0)=u(0,t)=u(m, t)=0 - - n=1,2..
u(x, t)=>Tp(t)sennx — 2[T’+n2Tn]sennx— eZt—eZtZ;Bn sennx, con Bn——f sennxdx—w
L T’ 2T =B,e 2t
Del dato inicial: u(x, 0) =ZTn(O)sen nx=0 — Tp(0)=0 Vn. Debemos resolver: {T";:)r)’_(’)’ n€ =,
n=1 n =
Tn=Ce 4Ty Top=Ae~2t = [~24n2]A=B,, To=Ce "t B2t L5 c=
u(x, t) = nz_l Po[e=2t—e " t]sennx = %mz::l(Zm—l)[(zlm—l)z—Z][e_Zt_ e@m-1¥t]sen(2m—1)x .
b) {ut—Ztuxx=e—t2cosX XG( ,g ,t>0 U=XT X—”—T—/—_A {X"+)\X=0 X —{Cos(zn_l)x}
u(x,0)=cos 3x, ux(0, t)=u(%,t)=0 CoxoTar T IX(0)=X(m/2)=0 " 7" ne12.

u(x, t)= i Th(t)cos(2n—1)x = > [T/ +2(2n—1)%tTy]cos(2n—1)x= e~t?cosx (ya desarrollada).
n=1 n=1 o
o™ u(x,0)= > Th(0)cos(2n—1)x=cos3x — T2(0)=1 y demas Tp(0)=0.
T T, +18tT2=0
{T2(0)=1

2 d.i. 2
5 C=0. - Ty=e7%,

’ — a—t?
{ r2h=e"_ 1 _cet’y e t[el’e’=Ce +te

T1(0)=0
El resto de T, son nulas, porque 0 es solucién y hay solucién Unica. u(x,t)= te~t’cosx + e 9 cos 3x .

a9 {ut—uxx+u=0, x€(0,m), >0 w=u_—))<e—f{$i;](/)v)xitlv=o wexT o X/ FAX=0, X/(0)=X"(m)=0
— — —a— V)= . = ’_
u(x,0)=0, ux(0,t)=ux(mt)=e W (0,1) =Wy (,£)=0 T =—(A+1)T
An=n?, n=0,1,..., Xn={cosnx}. Tp={e~"*+1t} Probamos w(x, H=%Le t+> ¢y e~("*+Dtcosnx.
n=1
w(x,0)=‘:2—°+n;cncosnx=—x - cn=%fgxcosnxdx=—2"sne;‘”x] + [ 25922’“’"—21 7(1;21)" .
Y ademas co=%fgxdx=n - u(x,t)=(x—3)e" %Z (2n Ve e—(4n*=4n+2)t co5(2n—1)x.
1 T
Ut—FUxx=2C0sx, X€(0,3), t>1 | u=XT x” _ ¢ X" +AX=0
d t 2 - == { , Xn={cos(2n—=1)x}, n=1,2,...
) {u(X,1)=COS3X,Ux(OI t)=u(Z, t)=0 X =T X'(0)=X(%)=0" "N {cos( )X}, n

=3 Tp(t)cos(2n—1)x —> EDR Z[T,’7+an]cos(Zn—l)x=2cosx, u(x,1)=>.Tp(1) cos(2n—1)x=cos 3x .
n=1 n=1 (ya desarrollada) n=1 (ya desarrollada)
1 9
{T{:—?T1+2 T;:—;Tz_) T,=ct-9 2%
T1(1)=0 T2(1)=1

9dl

_>T1=%+tﬂ, T1=t—%.{ c=1. ’ (t—t—l)cosx+t—9c053x‘.

X"+AX=0

Ur—uxx+3u=m, xe(0,m),t>0 X .
{ o (0,m u= XT—'— TT+3=_)‘_’{X(0) —X(m)= 0—>Xn—{sennx} n=1,2,...

u(x, 0)=u(0, t)=u(m, t)=0
Llevamos la serie u(x, t)=Z Th(t)sennx ala EDP y al dato inicial para calcular los Tp:

n=1
Z[T’+n2Tn+3Tn]sennx = Z st sen(2n—1)x = 4senx+5 sen 3x+-- [cn=%fgnsennxdx=2ﬁ]

n=1

Ademads: u(x, 0)= Z Th(0)sennx =0 — Tp(0)=0 para todo n. Debemos resolver los problemas:

TI + (nZ + 3)Tn =Cn ( * 1— —4(n2—n+1)t
n = —(n%2+3)t . — e _
{Tn(0)=0 - Th=5 +3[1 e ]. Por tanto: |u ,,Z: sen(2n—1)x] .

4 (2n—=1)(n2—n+1)

X"+2AX=0
{ut—uxx =0, x€[0,1], t>0 {X’(O) =X'(1)+2X(1)=0 problema no conocido, y ademas

u(x,0)=2—x2, ux(0,t)=ux(1,t)+2u(1,t)=0 T'=—A,T > Tn={ —An t}_

c2=0

2c143c,=0 — €1=C2=0.

aa’=0, B8’ =2,q=0 = A>0. A=0: X=c1+Cax =5 { ol

|
|
|
I
cc. (c2=0
A>0: X=C1C0SWX+C25enww, w=+A —»{ 275N 3 oo/
ci[—wsenw+2cosw]=0 — o W W,
|
|
I
|

Los wp son las infinitas raices de tan w=%, )\n=wf, y Xp={coswpx}.

—w tanw

& 2 -
Probamos pues u(x,t)=> cpe ntcoswpx. Y por el dato incial:
n=1

u(x,0)=>" ch cos wpx=f(x) = cn=79L (v, yn) = [, cos?wpxdx=3+ S‘TMZIW" = ZESeN"Wy [ coswy _ senwy |

Pt Yn.Yn wp 2
_r! 2_x2 _2 X2 2 rl __senw, 2COSW, __ 2senw,
(yn. f)= [, (2=x?)cos wpx == sen wnx] 5y Jo xsenwnx = S — SRR+ fo cos wyx = 2030

e s . ad — 2
La soluci6n Gnica del problema es: |u(x,t) =3’ % e "t cos wnx |.
n=1 n n
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IE] {ut—uxx—au=0, x€(0,3m),t>0 T'—aT _ X" __5 _, T;;ia)\;)\_)g
u(x, 0)=1u(0, t)—4ux(0, t)=u(3m, t)=0 | T — X {X(O)—4)?’(O)=X(31T)=O

[ 1
l 1
! 1
1 1
11/2 | W
I 1
l 1
| 1
| I
I 1

c1=4c,w 1
A=0 no autovalor. A>0: {c;[4wczos3nw+sen3nw]=0 , tan3mwp=—4wp [w1=7 ]
- An=w2[A1= 16] Xn={senwpx+4w,cos wnx} [X1={senZ+cosZ} ]
_ (a—ﬁ)t X X = (a—An)t x _f;nX1dx _A[V2+1]
u=cie (senz+cosz)+ che n(x), con c1= 3"x2d =5 R

n=2

Si a<-% 16, uH—O>OO. Si a=%, u;»f%‘ﬁé”(sen +cos%) . Si a>q; 16, U—> oo [e(a_%)t manda y X1>0 |.
6] al X' 4+2X"+AX=0 p2+2u+A=0, y=—1+vI—x . En forma S-L queda [e2XX’]"+Ae2Xx=0.
X(0)=X(1)+X'(1)=0 | Es x>0, pero se debe discutir A<, =,>1. Llamamos p=+vI-A, w=+vA—1.

A<l: X=cre1+PX 4 c; e(=1-PIX | X/ = ¢ (p—1)e"1tPX _ ) (1+p)el-1-PIX _,

c1+¢c2=0 C1r APy a—PT — o
cipe-1*P—cype-1P =0 } — cipe -[eP+e P]=0— c1=c2=0 no autovalor.

A=1: X=[c1+cax]e™, X' =[ca—c1—cax]e™X — c1=c2=0— X=0. A=1 no autovalor.

X(0)=0
A>1: X=[c1coswx+crsenwx]e™ 3 c1=0 — X(1)+X’(1)=cz[wcoswx]e™™ —
wp=Z02DT g g, ’)\n_1+w Xn={e~ Xsenwnx}‘.
X"'42X +AX=0 1
Ur—Uuxx—2ux =0, x€(0,1), t>0 ” , , {
ol { t OXX— —x, 0,t —( 13 1 8=0 | Y=XT ~ KL =L =—x - LXO)=XW)+X'(1)=0 Y
u(x, 0)=e7*,u(0, t)=u(l, t)+ux(1, t)= T +AT=0 — T,,—{e —An t}
- ulx, t)=>cn e~ Ante=Xsenwpx — u(x,0)= > cne *senwpx =e~*. Simplificando e™*:
n=1 n=1
d —_ 1 _ X —x—t—(2n—1)2712t/4 _
1= Z chsen (2n 2l)nx ) Cn=2f0 sen (2n 2l)nde: n(zs—l) L lu(x, t)=% Z e i sen(2n 2l)nx .
n=1 n=1
Peor: e_x—ZCan(x) - Cn _((Xn—))((:)_ 2f0 %ii‘e—zxsen de pues (Xn, Xp)= 2f01 senzmw:%

n=1
u=ePH+Xyw — wi—wyx—(2g+2)wx+(p—g2—2q)w=0 — g=p=—1 lleva al calor. Asi pues:

—at+x — t+x7 We—Wxx =0
w=eXu[wyx=(u+ux)et] {w(x,0)=1,w(O,t)=wX(1,t)=0

S enTnXn lleva al desarrollo de antes y haciendo u=e~t*w llegamos a la solucién de arriba.

— Xp={senwnx}, Tp={e "at}.

2 )= T/ _ rR”42R rR”+2R’+ArR=0
ur—(Urr+=ur)=0, re(m2m),t>0 = —_ = [ /=
{ e ( G r) (m,2m) u=R(NT(t) » 7="C A {R(n)=R(2n)=0 y T/=—AT.
u(r,0)=>=—, u(m, t)=u(2m, t)=0 Problema para R similar a singular conocido.
Con v=rR la EDO pasaa v/+Av=0. [Enefecto: R’=Y x, R =Y Zr‘z" 2 v v, 2;’+2" 24Av=V"+Av=0].
(V' +Av=0 . _.2 _ _fsennr —[a—n?
Y el problema: {v(n):v(Zn):O = Ap=n?, vp={sennr}, Ry={2"}, n=1,2,..., Tp={e "t}.

. . o v/ +Av=0 _ —
¢ Llevando el intervalo al origen: s=r—m — {v(O) v(m)=0 S vhp={sen ns}_{sen(nr—nn)}_{sen nr}.
[Bastante mas corto que aplicando directamente los datos de contorno a v=cj coswr+czsenwr].

0
2 7 . e
Probamos entonces u(r,t) =3 c,e ™22 3 la que sélo le falta cumplir el dato inicial:
n=1

[ee)
u(r, 0) =>7¢cp >0 = 2220 El Gnico ¢y no nulo es c1 =1y, por tanto, ’u(r, t)= e_tg‘ :

urt—uxx=0, x€[0,2n], teR u=%[f*(x+t)+f*(x—t)], con f* extensién impar y 4m-periédica.
2 , xe[0, . o
u(x, 0)={ OfeQ;‘[,;f‘;ET] ™, Uue(x,0)=0| para dibujar u(x, m) basta trasladar %f(x) a izquierda y derecha
u(0, ty=u(2m, t)=0 1 unidades y sumar en [0, 27] . [S6lo queda lo que va a la derechal.
-
Como para x€[0,2mn] siempre x+me[m, 3mn] 2 i 2h U e g
y x—me[—m,m], y en todo este intervalo es —_—0 A —_— 4"4;\—
f*(x)=2senx (senx impar), es: ZSenM e \/
u(x, n)—7[f*(x+n)+f*(x—n)]=%[0+2 sen(x—m)| = vxe[0,2n].
X"+AX=0 _ T'+AT =0 _ nt
{X(O) —X(2m)=0 - =2 ' Xn={sen*}, n=1,2,. {T’(O):O — Tp={cos &

2senx, x€[0,m]
u(x, t) = ch cos 2 > tsen ™ = — u(x,0) —ch sen 2 = { 0 xelm2n]

n=1
8sen ot {0,n=2m

_2 (T X gy = 1 1 _1)x— cos(n -
Cn= = fo 2senxsen 3 dx = nfo [cos(2 1)x cos(2+l)x]dx Rt ) %(zn(q__ll);v 4’n=2m_1.

@2m-=1)t (2m x t=n

Ademas, c2=%fg[1—cos 2x]dx=1. u(x, t)=costsenx+% > (2n(7_—11))nz7—4 Cos *=——=sen =L _senx.
m=1
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Utt—Uxx=0, x€[0,m], t€R | a] g* extensién impar y 2n-periddica.

@ u(x,0)=0, ut(x,0)=1 u(5n n)_l 4n/3 4 1 2n/3ds=. = I“ 4_3n

u(0,t)=u(m,t)=0 6252wz 9 =2)w3

X" +2AX =0
bl {X(O):X(n):O '

|

T/+AT=0

An=n?, Xp={sennx}, {T(O): 0

n=1,2,...

— Th={sennt}.

(oo} (oo}
; — ; — — _2(m _ 2[1-(=1)"]
La serie u= Elcn senntsennx debe cumplir ut(x,0) = §1ncn sennx=1— C"—ﬁfo sen nxdx_T.
n= n= 4

[=2,0,&,0, %, ...
sen(2n—1)tsen(2n—1)x.

(o]
La solucién es, por tanto, la serie u(x,t)=% Z

1)2
u(3E, I)=2[senZsen3+isenFfsendf +...]=2[1-1 +...] ~z0,495. [El exacto £~0.524].
utt— Uxx=tsenx, xe€[0,m], teR X" +AX=0 _ .,
46, 0) e, 0)= (0, =t D=0 | 2 {x(O)ox(m)—0 + Xn={sennx} [y T742T=0] =3 Ta(0sennx

- i[T”+n2Tn]sennx tsenx, > Ta(0)sennx=0 vy ZT’(O)sennx 0 = Tn(0)=T7(0)=0 Vn.

n=1

T/+T1=t > Ti=cicost+casent+t (T1p=At+B 0 a 0jo)
T1(0)=T1(O)=0

Imponiendo los datos: T1(0)=c1=0, T1(0)=—C2+1=0. La solucién es ]u(x, t) = (t—sen t)senx\ .

La Unica solucién no nula la proporciona {

b) i) Debemos extender F(t, x)=tsenx impary 2m-periédica en x a todo R. Pero F ya lo es, asi que F*=F.

Por tanto: u(x,t) = %féf;j((tt__g Tsensdsdt = %fé T(cos[x—(t— T)]—cos[x+(t— 1)])dT = senx(t—sent).
=senx sen(t—T1)

pues fOTsen(t T)dT = Tcos(t— T) focos(t T)dT=t+ sen(t— T)] =t—sent.
ii) Haciendo w=u—tsenx obtenemos un problema con f=F=0, g(x)=—senx=g*(x) (impary 2mn-periédica).

Por tanto es: w=—% X+tsensds——[cos(x+t)—cos(x—t)]=—senxsent, u=tsenx—senxsent.
utt—Uxx=0, x€[0,27, teR w=u—t [ Wt — Wxx =0

1] o 0_[ 23” o umoe | w0 =—1, w(x,0)=wx(0,0)=w(%,6)=0 °
u(x,0)=ur(x,0)=ux(0,)=0, u(3,t)= Del formulario y los datos nulos obtenemos si w=XT:

T”+(2n—1)2T=0

X" +AX=0
{ T(0)=0 — Tp={sen(2n—-1)t}, n=1,2,...

X'(0)=X(1/2)=0 ~ An=(2n—1)2, Xp={cos(2n—1)x}, {

Probamos w(x, t)=icn sen(2n—1)tcos(2n—1)x. Del ultimo dato:

n=1

we(x,0)= Z(Zn 1)cpcos(2n—1)x=—1 — C”__T((Zn 1)f

n=1

/2

4sen(2n—1)x ]H _ A1)
0

cos(2n—1)xdx=— T2n—T)? =Dz

No sabemos resolverlo con D’Alembert. Por los datos debe extenderse

u=t % Z 1)2 sen(2n—1)tcos(2n—1)x |. parrespectoa 0 e impar respecto a L. Resulta una g* de periodo 4L,
n=1 que es precisamente el periodo de estos cosenos impares.
@ utt + 2ur—5S5uxx =0, x€[0,m], teR U=XCAT() T"42T X {X”+)\X=0
= — = =— —
u(x,0)=0, ut(x, 0)=g(x), u(0, t)=u(m, t)=0 5T X T"”+2T'+5AT=0

De los datos de contorno se deduce x(0)=X(m)=0, y por tanto: Ap=n?, Xp={sennx}, n=1,2,...
Para esos A: T= e—f[cl cos(v5n2—1t)+cz2sen(v5n2-1 t)] pues p2+2u+5n2=0 — pu=—1=i+/5n2—1.
Imponiendo u(x,0)=0: c1=0, Tp ={e—f sen (v 5n2—1 t)} .ulx, )= i chetsen (v 5n2—1 t) sennx .

n=1

Imponemos el dato que falta: ut(x, t)=>" cn e—t[x/5n2—1 cos(v5n2—1t)—sen(v5n2-1 t)}sen nx —
n=1

i x,0=°°c\/5 2—1sennx=9(x) —» ¢ =;F x)sennxdx .

|)Ut( );n n g() n nmog()

ii) En el caso de ser g(x)=2senx, todos los c,=0 excepto c1v/4=2 — u(x,t)=etsen2tsenx.

2u i) rR” +2R’+ArR=0, R acot., R(1)=0—>)\,,= n?m?, Ry,={C11}
utt_urr_%:o' r<1,t=0 17 sennnr
(13] u(r. 0)=0, u(r,0)=Lsennr| T +AT=0, T(0)=0— Tp,={sennnt}, u= ansennnt

p ) p -

— sennnr sennr — senmntsenmr
u(1,t)=0 ut(r, 0)= Z nmbp T u =T

Vie—Vrr=0, r<1 et
i) v=ur — {vt(r,O)zsennanG(r) - u= 2rf G*(s)ds
v(r,0)=v(0,t)=v(1,t)=0
1 r+t

Como senmr es impar respecto a esos puntos, G*(r)=senmnr, u=5-  senmsds=

G* extensién impar
de G respectoa Oy 1.

senmntsenmnr
nr

[Hasta aqui el control].
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a) Au=0, (x, y)e(0, m)x (0, M) Y”4+AY=0, Y (0)=Y’(n)=0— Y,={cosny}, n=0,1,...

u(m, y)=5+cosy, u(0, y)=uy(x, 0)=uy(x, m)=0 X;T/_

n?X,=0, X(0)=0 —» Xo={x}, Xn={shnx}, n>1.

u(x,y)=cox+ > cpshnx cosny — u(x,m)=com+ >.chshnmcosny =5+cosy — u——+;2‘—’1§cosy.
n=1 n=1
Au=ycosx, (x,y)e(0, m)x(0,1) 2 =Yi=y _ Vel
P)| (0, ) =ux(m, y)=uy (x, 0) =ty (x, =0 | 4= 2 Yn0ICOSIX = vy () _yrqy_g = V1= "10e Y

. . Y _al-y
Como es de Neumann aparece (al resolver Y6’=O+ c.c.) una C arbitraria: u=C+[i

T —Y]cosx.

C) uXx+Uyy+6UX=O

uy(x, 0)=uy(x, m)=

en (0, m)x (0, m)

—XY X" +6X’ _ y” _ { Y”+)\Y=0, Y,(0)=Y,(T[)=0
ux(0, y)=0, u(m, y)=cos 4y u= X T v- X"+6X'—AX=0, X'(0)=0

— An=n?, Yp={cosny}, n=0,1,... - X"’+6X'—n%X=0, X=Cle( 9+n-3)x + cze_(' 9+n7+3)x oo
Xo={1}; Xn={(\/9+n2 +3)e(” 9+n?=3)x | (V9+n2 —3)e_(' 9+”Z+3)X}, n>1.u =iCan(X)COSI’)y -

4ePX+e78
u(m, y)= chXn(n) cosny=cosdy — ca= % (n) y resto cero - u=-——-%-

n=0

cosdy.

1 1
@ Urr+ TUr+ ZUge=

u(1,8)=£(6), u(r,

42+~ 8T
0,r<1,0<6<12 0”+A0=0
’ ’ 2 _ —an2 _
u—R®—>{ , A\n=4n4, O,=4{sen2nb}.
0)=U(r, g)=0 @(0)=G(E)=O n n={32,“{' }

Ademads: r2R”+rR’—

AR=0— p2=4n2, R=c1r2"+cyr-2n 25" R, ={r2n} .

u(r,0)= ch r2nsen2n6@ debe cumplir el dato u(1, 9)_ch sen2n6 =f(6) — cn_— "/2f(9)sen 2n6deo.

Si f(G)_sen 26 no hay que hacer integrales y basta mirar: ¢3=0 y resto nulos. ’u(r, 0) =r?sen 29‘ [=2xy].

Si f(8)=cos 6 si hay que integrar. El primer término (Unico que se pide) lo da:

c1=2[" cososen20d6=2 [["*cos26sen6do =— L cos36])7 =& — |u(r,6) =L r2sen26+-
/2 /2 —on
[NO costarfa mucho dar todos los an; (;1 cosOsen2nb6de = E (;T [Sen(2n+ 1)9+Sen(2n—1)9]d9 — e = (4n2821)ﬂ :|

u(2,0)=£(6), u(r,0)=ue(r,7)=0| A,=22(2n—1)2, O,(8)={sen(4n—2)6}, n=1,2, ...

Y la ecuacién radial es:

Imponemos a u(r, 8) =

En el caso i) es claro que c,=0,si n#2,y que 26¢c,=

/4
24n 2."/4 f

nsen(4n—2)6d6 = [_w}

Au=0,r<2,0<6<7 Haciendo u=RO: ©” +10=0, ©6(0)=0"(7)=0 = iz

Racot.
r’R” +rR’—ApR=0, R=c1r*"2+ 2 "—" Rp={r""2}.

i cnr*"—2sen(4n—2)0, el dato final: u(2, 8) = Z cn2*"~2sen(4n—2)6 =f(6).

n=1

8. ’u(r, 6) =%r6 sen 66‘ . En ii) hay que desarrollar:

/4 _ © 1 4n—2
0 u(r,9)—nZ=1Wr” sen(4n—2)6|.

(4n—2)2%-2

Au=0, r<l

u(1,0) =f(o) ' 1=

{1, 0o<e<m | El principio del maximo ya da la superior: 0<[u<1].
0, m<6<2m| Necesitamos la solucién para la otra.

Con Poisson: u_Rz_rZI RZ—ZR{(cd(;)s?g—zPHrZ ! 811f0 ——cos(——q)) 2311 (;TS fflmp =1
s=tan%—>l=ﬁfo #=%fo % 2+ arctan > 5 + >%.
[Seria un buen intento acotar el integrando, pero no basta: é smg %5133].
Con la serie de 4.3 es mas largo: u=%+nZ: r"[ancosn@+b,sennf]=---= %+% i 52"_11 sen(2n—1)6
—I=3+2[-35+s5— 1> p+ill-5]> s+ im=3>5 [I=7+Farctany R0, |
Au=0, 1<r<2 u=RO — 0”+X0=0 y r?R”+rR’—AR=0.
A | u(1,0)=1+sen26, u/(2,8)=0 {g';;%pg;gca — An=n?, ©,={sennd, cosné}, n=0,1,... @

Las soluciones de las ecuaciones de Euler para estos A, utilizando ya que u,(2, 8)=R’(2)©(6)=0, son:

r’R”+rR’—n?R=0

00
Probamos entones una solucién de la forma: u(r, 8)= 5+ > [r"

_ Ro=ci1+calnr R(Z) 0 ny->2n,—n
= U=EN, iy oo Ro={1}, Rp={r"+22"r—"},n=1,2,...

+227r~"][an cosn@+bnsennd].
n=1

Imponiendo el dato que falta: u(1,0) =%+ Z [1+227][ancosnB+bssennd] = 1+sen26 (ya desarrollada).
n=1

Sélo son no nulos: %

2 =1y [1+16]b2=1. Por tanto la solucién Unica es: |u(r,0)=1+ %[r2+ 16]sen 20|.
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18 b) Au=0,r<1,0<6<m Neumann. @ + A\0@=0, 0’(0)=0’(n)=0 =
ur(1,8)=4cos30, ug(r,0)=ug(r, M)=0| Ap=n2, On={cosnb}, n=0,1,... [{1} entre ellas]. Q

r2R” +rR'—ApR=0.Si n=0, R=c1+ C2Inr =25 Ro={1}. Sin>0: R=c1r"+car "2 Ry={r"}.

Imponemos a u(r,8)=ap+ Z anrcosn@ el dato final: u-(1,0)=0+ Z nan cosn@=4cos3=3cos0+cos36 —

n=1 n=1
ap cualquiera, a1 =3, 3az=1 y demds a,=0. Las infinitas soluciones son ’u C+3rcosf6+3 r3cos39‘
a9 Au=0,r<1,0<6<m {87(-5))\@@(%) o_')‘”_ , ©p={cosné}, n=0,1,... Q
u(1, )=62, ug(r, 0)=ug(r, m)=0 r2R”+rR n?R=0 y acotado — R,={r"}.
) ,0 =02 o0 _
u(r, 8) = %+; anrcosng 2% u(r, 9)=%2+n221 4(n21) rcosn@|, pues ao=ﬁf0 62d9=%2,

n=2[162cosnodo =22 senne] — =[5 8sennddé = 2% cosnb]; — -3 [ cosnB do = %.

Au=4sen26, 6€(0,5), r<1 0”+A0=0 a2 A
d) u(1,6)=sen 40, u(r, 0)=u(r,§)=0 {@(o)ze(g)zo — Ap=4n?, ©,={sen2nb}, n=1,2,...

., [e<] (o] Rl
Llevamos a la ecuacién: > Rp(r)sen 2n9—>Z[R;’+7" an’ R”]sen 2n6=4sen 206 (desarrollada).
n=1 n=1

Del dato de contorno: ZRn(l)sen 2n6=sen 40, (también desarrollada). Ademas soluciones acotadas en r=0.
n=1

- , , r?R)/+rRy—4R1=4r?

ni R lucién Uni len :{ 1T . c1r? r2+Ri1p,.La R hallar:

Unicos Rp#0 (solucidn Unica) salen de R; acotada, R1(1) o+ Cirt+car-=+Rip.la Rip se puede halla

r—2

Con la fv.c.: |W|= T

—2( 12 2(r24 2 1,2
—%, Riyp=r2[ L2 dr—r?[“ 2 dr=r?Inr— zr?, o probando
Rlp_ArZInr (Ase?s) - 4Ar2=4r2, R1=c1r2+cor2+r2inr ¥ c2=0y c1+0=0.
r2R” +rR’,—16R> =0
{ 2 2 2 — Ry=cir*+car? - c;=0, c1=1. ’u(r,e)=r2Inrsen29+r4sen49‘.
Ry acotada, Rz(1)=1 c.c.

Au =3$en9, r<l,6¢€(0,m) {@"+/\e_—o (2n—1)6
€) u(1, 8)=u(r,0)=ug(r, m)=0 0(0)=0'(n)=0 n {sen 2 } n=L2..

ya desarrollada

Llevamos u(r, 8) = Rn(r)®n(6), a la EDP: )] [R;’+%R;—%Rn}sen w =3 sen% )
n=1 n=1

Ademas debe u(1,6) => Rn(1)0n(8)=0— Rp(1)=0Vn y estar la solucién acotada en el origen.
n=1

- 2R 4 rR1—iR1=3r2 c.c
Unica R, £0 sale de: {r 1 3 SRi=cirV24cr1/24 r2 ’u r,o r2—rl/2] sen
n# R acotada, R1(1)=0 ! ! 2 (r.0) = [ ]

o U(U—1)+u—7 =0, p=%3. Ri=c1r¥2+cor V2+Ry. Rp=Ar? (Rp=Ae?) — 2A+2A—3A=3, A=

172 12 1 R _1/2J.r1/z 3 1/2fr_1/2 3_
Y22 32,7 + Rp 1 r-t

Au=-1/r,1<r<3,0<0<m 0”+20=0 _ _
) u(1,8)=2+cos 8, u(3,8)=ug(r, 0)=ug(r, 1)=0 {@’(0)=@’(7T)=0 = On={cosné}, n=01,... ﬁ

[e<] [e<] 2
u(r, ) = Ro(r) + nzlen(r)cosne — RU+FR) + ; [R/+ 1R’ —"-R,]cosnO=—+.

nél|.
2
4

5

O con la fvc:

5,2 2_4,2
sre+2re=zre.

Ademas: u(1, 9)=Ro(1)+iRn(l)cosn9=2+cose, u(3, 9)=Ro(3)+iRn(3)cosn6=0. Son no nulos:
n=1 n=1

2pr —r 2 _ _ ﬂ) —_2_

{;Rg+r§°; ; I;o_cl+czlnr r Ro(n=3-r R'=v—>v’=—‘;’—%. v= ———fdr———l R=K+ClInr—r.
0o(1)=2, Ro(3)= O Euler: u=0 doble. R=c1+c2Inr+Rp. Rp=Ar (Rp=Ae*) > A=—1.
R =m0 = R =artart — R0 =331 [ 6 3+ [ rjcose
R1(1)=1, R1(3)=0 i 8Lr '

Au=cosf,r<?2 0”+20=0 _ &
9 | (2, )sen26 | |6 2mper  — U=a0( )+ 2 [an() cosnB+b(r)senne] — O

n=1

%(ra6’+a6)+g[r%(rza;’+ra;—nzan)cosn6+ Z(r?b”+rb’ —n?b,)sen n9]=cose.
u(2,0)=sen26 — an(2)=0; bp(2)=0, n#2; ba(2)=1 y todas acotadas = anpz1, bnx2=0.Y ademas:

2 N1 ’ 2 A1p=Ar?
real+ral—ay=r 1p 1 2 o
! ! — =C1r r- rees rN= —
{ acotaday a1(2)=0  3a-1 Qo=C1r+car -+ 3 ai(r)= 3

- ’u: 1r(r—2)cos@+ zr2 senze‘.

reby+rb,—4by=0 _ > 2 cC cz=0 R _r
{acotzada y2b2(2)=1 ba=cire+car” 4c1=1 b2(r)= 4

AU=8rcosf r<1 0<9<% Z n(r)cos(2n—-1)6 — ZRn(l)cos(Zn—l)G 0, R’(l) 0,
h) ’ ' T B

u(1, ©)=ue(r, 0)=u(r, 3)=0 y Z[R;’+;R’ (e =i Rn]cos(Zn 1)6=8rcos®.

r’R” + rR, —R1=8r3 cc c3=0
i 1 1 - — —1 3 5 2 —(r3—
Sobrevive {Rlacotada,R1(1)=0 Rp=Ar3R1 cir+car—i+r it Cot1=0, ci=1 - ’u(r,e) (r r)cose‘.
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Au=0,r<2,6€(0,5)
ur(2, 8)+ku(2, 6)=8cos 26
ug(r, 0)=ue(r, 5)=0

, An=4n?%, ©,={cos2n6}, n=0,1,2,...

19]

0”+20=0
{e'(0)=@'(%)=0

~

R acotado o
Y ademas: r?R”+rR’—AR=0— RO_Cl;'CZer RO_{lz} - u=%+> axr?cos2né.
Ran=c1r?"+cor=2" — Rop={r?"} four

Imponiendo el Gltimo dato de contorno: kSt + > a2n[2n22""14+k22"]cos2n6 = 8cos 26
n=1

i) Para k=1, todos los ax,=0, excepto az[4+4]=8, y la solucién (Unica) es: ’ u(r,0) =r?cos20

ii) Para k=0 (es problema de Neumann), ap queda libre, a;[4+0]1=8, y los demas az,=0.

En este caso existen las infinitas soluciones: ’ u(r,0) =C+ 2r2cos26 ‘ .

Au=0, r<1, 6€(0,m {@"+’\9=° o Ap=21 o, ={sen2%1p}, n=1,2,... -
b) | u(l, 8)+kur(1, 9)=45en¥ e(O):e/(n)=0 n 4 1 » Yn { ) } sy
u(r,0)=ue(r, m)=0 r’R”4+rR—ApR=0— R=c1r""z+4cor "tz ; Racotada p - _ ={r" 2} —

> 1 — X _3 dato final _
u(r, 6)=chr” zsenz”2 lg, ur=2cn(n—%)r” zsen2” lg 928 Z[1+kn—7]cnsen2”2 19=4sen?

n=1 n=1

) si k=2, Z 2ncpsen21o=4sen3? — ;=1 y todos los demds ¢, =0 — ’ u=r¥2sen3? ‘

i) si k=—2, i 2[1—-n]cpsen 2”2—_19 =4sen ﬁ — cp=—2, c1 cualquiera y los deméas c,=0.

n=1

oo . _ 12 5 ,3/2 36 | [En este caso la férmula de Green no permite probar
Hay infinitas soluciones ’ u=Cr sen 2r¥“sen> la unicidad y el problema no tiene sentido fisicol.

Urr+ +u99+4U—0 I‘<1 0<9<T[ RO R@ ZR o
-EI =RO - R0+ "= +4RO=0— R0 R 4r2 = 80
u(L, 9)=sen?, u(r, 0)=ue(r, =0 | " °

0" +A0=0 @n-1y?
{6(0):@’(11):0 An=""7""—, On=

y r2R”+rR’+(4r2—X;)R=0.

Parecida a Bessel. Para quitar el 4: s=v4r=2r — R’_Zg‘: ) R”_4zs§ 52 dsz +s% +(s2—An)R=0,

que es Bessel con p=n—3, cuyas soluciones acotadas en r=0 son: {jn_;(s)}={jn_;(2r)}=R,7 (efllé’;fie"nqgfes)

Probamos: u=>cn/,_1(2r)sen 2”2_19 — >'cnl,_ 1(2)sen 2n— 19 =sen g - C1= 1(2) y los demés ¢c,=0
n=1 2 n=1 7
- u= jl%z)j;(Zr) seng , que podemos escribir en términos de funciones elementales.
= 2
2
Como (salvo constante) J1(2r)= &,/Z—er [% no acotadaen r=0]y %(2):% , lu(r, 0) = % sen 3

1+r2

@ urr+%ur+ rlzuge = 23en8 | geparando variables en la homogénea: ©”+A0=0 y r2R” +rR’—AR=0.
u(l,8)=1, uacotada Las autofunciones son ©,={cosn®, sennb}, n=0,1,... [® 2m-periddical.

Probamos en ambos casos: u(r, 8) = ao(r)+ i [an(r) cosnB+bp(r)sen ne] —
n=1

il s a1 s N2 iyl n? ]_2
ag+yag+ Z[(a +7al — Z;an)cosné + (b)) + b/ — Zrbp)senné |= ;> senb — .

2
rza +rag=0; rza’+ra;7—n2an=0, n>1; r2b’1’+rb’1—b1=%; r2b;7’+rb;7—n2b,,=0, nx2.

u(l,8)=1 = aop(l)=1 y que las demas se anulan en 1. Sélo tendran solucién no trivial:
{ rlay+raj =0

ap(l)=1, ap acotada

{ r2bY +rb}—by = 2°

c.c. . .
— aqg=cCc1+C2lnr— ap=1, paraily paraiil.

r rt

C =2t )=

T 147 S by=cir+corl+ b1p . Necesitamos la fvc:
b1(1) 0, by acotada

1+r2 '

S s |
bip=—r [

o = (r+ $)arctanr—1.

il1En r<1, como M r=9 1, debe ser c2=0. Imponiendo la otra: c1+2arctanl—1=0 —
br=(1-D)r+(r+1)arctanr—1. u=1+ [r—gr+(r+%)arctan r—1]sen 6.
ii1 En el infinito b1p~ Fr—1. Para que b1 pueda estar acotada debe ser c; =—3 . Ademés: —5+c2+35-1=0 —
arctanr—m/2

by=1—Zr+(r+3)arctanr—1. u=1+ [%—gr+(r+%)arctan r—l]sen 6 [aeeprZ — 1],
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@ Plano En los apuntes: Espacio

u(r, 0)=5+> r-"[ancosné+bn sennb] u(r, 8)=>a, rr"*1p,(cos )
n=1 n=0
an=B1[2"f(6)cosnode, n=0,1,... an=25LR1+1 [ £(6) Py(cos 6) sen 6 d6
bn=R[2"f(6)senn6do, n=1,2,...  |f(6)=cos6 an=2TLR0+1 L £3p,(t)dt
STt 30, 3cos@ 1 3R? 1,5t° 3t 2R*
%+;[R— cosn@+ s senng]= <0539 4 3¢0s6 a1=3R?[j thdt ===, a3=7R*[) (Z—F)dt =% —
- u—i—fcose+—cos36 u= ?;2 cos 6+ (Zcos39—%cose) [o tanteando].
23] 4 | Bu=0. 1<r<2 _ (sen9@’) +(rsen6)o=0 5" A, =n(n+1), ©n={Pn(cos 6)}
u(1,6)=cos6, u(2,6)=0 | u=roe y r?R”+2rR’—AR=0 — R=c1r"+cr""1,n=0,1,...

u(r,2)=R(2)0(8)=0 — R(2)=c12"+c227""1=0, Ry={r"=22"+1r-1} u= i an[r"=22"+1r=1-11p,(cos8).
n=0

Sélo falta el dato: u(1,0) = i an[1-22"*1]Py(cos 6) = cos 8 = P1(cos6) — a1 =—% y los demés cero.

Asi pues, la solucién en nuestra corona esférica es: ’u(r, )= %[Sr—z — r]cose‘ .

Au=0, r<l La u(r, 6)=> anr"Pn(cos 6) satisface todo menos ur(1,0)=>nanPn(cos 0)=cos306
n=0 n=1

ur(1, 8)=cos36

r(1, ) — ap=20*1 +2 [5 c0s30P,(cos ) sen 0 do = Lo _11 t3Pn(t)dt y Yap (es Neumann).
(Desarrollo p05|ble por ser 0 el primer término deI desarrollo de cos36 en estas autofunciones).
311 3 71 5 3 7l 2 p

Integrando: a1=3 [~ t*dt=% , az=g [, t3[5t3-5t]dt =g [ [5t°=3t*]dt= {5 ydemas an=0,

pues para desarrollar un Qk bastan los k primeros P, y es ﬁ1=0 para n par. O mejor tanteando:

cos36 = 2(3cos36—3 cos@)+ 2 cos — 3a3=%, a1=3 — ’ u=C+ $[3r—r3]cos6+ 3r3cos36 ‘
P3(cos8) P1(cos6)

AU=0 r<3 La serie de los apuntes satisface todo excepto el nuevo dato inicial:
<) ur(3, 8)+u(3, 6)=sen?0 —Z anr"Pnr(cos8) — ur(3,0)+u(3,0)= Z 3"~1(n+3)a, Pn(cos 8)=sen?o

n=0

— ap= lefgsenzeP,,(cose) senfdo = 201 f (1- tZ)P,,(t)dt — ap= if—l 1-t?)dt = % ,

= 37-12(n+3) 37-12(n+3)
az= %f_ll (1-t2)(3t?—3)dt = %fol (—3+2t2—3t*)dt =—2% . [Demas a,=0, [*, =0 si n impar].
Pero para esta f(8) mejor tanteamos: 1—cos26 =—§(% cosze—%)+ % N R ao=§, 15a3 =—§.
P>(cos 6) Po(cos 6)
Portanto, u=3%— &r?(3cos?6—3) =2+ 75r?— {5r?cos20 = 2 + K[x2+y?—222].
4 —
ur—Au=0, (x, y)€(0, M) x (0, 1), t>0 X =0 } Xn={cosnx}
u(x,y,0)=1+cosxcos2y _ Y74y =0
) | 1x(0,, )=ux(m,y, )=0 u=XYT -~ Y/(0y=y/(my=0 ) Yn="{cosmy}
uy(x, 0, t)=uy(x, m, t)=0 T +A+U)T =0, Tom= {e (n2+m2)t} n,m=0,1,... aislado

(o] 0

2

u=9% 43 a”"e—” tcosnx+ Y Bme M tcosmy + § § anme=(n?+m )tcosnxcosmy|t=0=1+cosxc052y
n=1 m=1 m=1n=1

’ u(x,y,t) =1+ e >t cosxcos2y ‘ iy | , valor medio de las temperaturas iniciales.

U—Bu=0, (x,y)€(0, Mx (0, m), teR XM= 1 fsenmad, ne1, 2, o
- _ 2 =X(m)=0
by | U, 0)=0, ut(x, y, 0)=sen 3x sen<2y ooy
) u=XYT > { Y/+uy=0 _ a

u(0,y, t)=u(m,y, t)=0 Y/(0)=Y"(m)=0 } Yn={cosmy}, m=1,2,---

Uy(X, O, t)=Uy(X, m t)=0 T//+()\+IJ)T= 0, T(0)=0, Tnm={5€ﬂ v n?2+m? t}
> Com senynm? t sennx cosmy , ue(x,y, 0)=>. ] cnmvn%m? sennx cos my = 1= sen 3x

n=1m=0 n=1m=0

u= ésen3tsen3x 10 sen5tsen3xcosdy|.

— C30J§=%, C34+4/2 =—% [los demas cym=01,

25] ue—[urr+%]=0, r<1,t>0 vil{Vt—[vrr+%vr]=o L [[RVHRNR=0, T/ 4AT =0
u(r,0)=0, u(1,t)=1 v(r,0)=—1, v(1,t)=0 R acotada, R(1)=0

Problema singular visto en 3.1 (y 3.2): Ap=w2 con Jo(ws)=0y Rn={jo(wnr)}' v= ch et jo(wpr) —
[e<] A
Stenjo(wnr)=—1, cp= /2(w )fo rlo(wpr)dr —» u=1-2 Z Wjo(wnr) [—» 1 en todo el circulo]

n=1

pues [, rfo(war)dr = 3= [ sjo(s) ds = 5-J1(Wn), ya que [s/1]'=5o .
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