Soluciones del control 1 de Métodos Il - A (22-2-23)

Elegir uno de los dos apartados op] (de los problemas 2 y 3).

1. Escribir en forma candnica y calcular la solucién general de uyy+3uxy+2uxx=e*X"7. [0.8 ptos] ‘

Uxx = Uge+2Ugn+ U
B2—4AC=1 [E=x—y  [Ux=Ug+Uy e =eb oni
hiperbélica {n=x—2y ' {uy=—ua—2un | o =7 Uge" SUgg- 2y = —Ugn= €%, | Ugy =—en | forma canonica.

Uyy = Uge+4ugn+4upy

ug=p*(g)—nes, ug,n=p(E)+q(m-nes,

u(x,y)= p(x—y)+q(x—2y) + (2Qy—x) e \ .

utt—uxx=0, x€[0,4m],teR  a]Hallar u(3,2mn).
senx, xe[m, 2m] - L. [1 pto]
2. Sea { u(x, 0)={0 xe[0,mjur2m 4m] - bl Dibujar y dar la expresion de u(x, 2m).
ut(x, 0)=u(0, t)=u(4m, t)=0 op] Dibujar u(m, t) para t€[0,87]. [0.5 ptos]
Extendemos a f* impar y 8n-periddica definidaentodoR: ... .. T
al u(3, 2n)=%[f*(%)+f*(—% }:-%sen(%) =1 —on AO'S o A ~ lom

—87 —4n  —2m 4 61 8T X
—-0.5
bl u(x,2n)=%[f*(x+ 2m) + f*(x—2m)]. Hay que trasladar 2m U j v tj

la grafica de %f* a izquierda y derecha unidades y sumar:

[Aparecen la onda que va hacia la derecha (a punto de reflejarse) 05 N u(x,2m) In ya

y la ya reflejada de la que iba a la izquierdal]. 0 s 5 a4
En la f* todos las zonas no nulas vienen dadas por senx, % > m 2m /. X
que lo siguen siendo al evaluarlos en (x+2m) y (x—2m). -05

1
— s senx, x€[0, m]u[3m, 4m]
ux, 2m) {0,xe[n,3n] '

0.5
opl u(m, t) = 2[f*(m+ ) + F(n—1)] = L[F*(t+m) — F*(t—m)]. W /\ /\ t

2n 3n 4n Sn 6m 7 T
Sumando las f*/2 y —f*/2 trasladadas se tiene el dibujo. J\/ \/
A patir de ese instante t=8m se repetird periédicamente. -0.5

3. a] Resolver {ut+3t2ux=(3t2+1)u i) a partir de las caracteristicas, ii) mediante la F. (2 ptos]
' u(x, 1)=f(x) " Deducir la solucién para f(x)=e* y comprobarla. P
op] Estudiar la tangencia a las caracteristicas y la unicidad para a] y para el dato u(0, t)=0. [0.5 ptos]
al i) %=%. t3+C=x, x—t3=C caracteristicas. x=t3 trasladada — t

2
3 —_ 342 /
Conviene {g:’; v, {Zt—uzt UETUD up=(3n2+1)u, _7%
= =
0

_ 3, _ 3\ ot3+t | solucién
u=p(§)e™*N, |u(x, t)=p(x—t3)e general

Te 4 2 2 4 6!
[Peor: {§:§_t3r up=(1+3(n—8Y23)u —» u=q(§) en =" =q(x—t3)ex*t |. j /) J

u(x, 1)=p(x—1)e2=£(x), p(vV)=f(v+1)e=2, |u=f(x—t3+1)et’+t=2|,

&\

A 2: 2 ~ .
0 { otk (1331}1((/:)31: OB ik, y=p(ky e kO S () ek 2 (k) Gk, t)= efH2 (k) elkE-D).

Como Fl[f(k)elka]=f(x—a) es |u(x,t)=et’*t=2f(x—t3+1)|, como arriba.

. . _ La comprobamos: e~ +43t2e =(3t2+1)e
Si f(x)=x la solucion pasa a ser: _u= ex+t=1
U P y también se cumple el dato: u(x,1)=e*.

op] El dato inicial dard claramente solucién unica (lo prueba el dibujoo la T(x)=1-1—-0-3=1).
La recta (g, h)=(0, t) se ve que sera tangente a las caracteristicas en el origen. También lodala T:
T(t)=9g’A(g,h)—h’B(g,h)=0-1—1-(3t2)=0, si t=0. Tangencia en el punto | (0, 0)|.

Imponemos el dato: u(O0, t)=p(— t3)=0 determina p(v)=0 para todos los v, positivos y negativos.
Hay unicidad a pesar de la tangencia. La Unica solucién con ese dato es la u=0.



Soluciones del control 1 de Métodos Il - C (22-2-23)

Elegir uno de los dos apartados op] (de los problemas 2 y 3).

[1 pto]

1. Sean (E) 2(y+1)uy —xux=xy Yy los datos: i) u(x,—1)=x, ii) u(1,y)=1.
Hallar la Unica solucién que cumple uno de ellos y dos distintas que cumplan el otro.

d =—@.Separable o lineal con yp=—1 clara, ela=g-2Inx yz)%—l. x2(y+1)=C | caracteristicas.

ax
)
E=x%(y+1) _,{Uy—x ug v — —1_E& .- E_ 2
Con {n= U= 2x(y+ 1)Ug + Uy ” Xup=xy, up=1—7%. u=p(E)+n+7 p(x%(y+1))+xy+2x|.
(Mucho mas largo con n=y). L,
|

Las caracteristicas muestran que habrd solucién Unica de ii) e infinitas o ninguna de i). 1

Nos dan la misma informacién T(x)=1-0—0-(—x)=0 y T(y)=0—-1-(—-1)=1#0, Vy. ,

i) u(l, y)= +1)+y+2=1 - p(V)=—V, |u(x, y)=x(2—x+y—xy)|. y
Con los datog. 1 ULY)=PU+1)+y p(v) 06 Y)=XQ2=x+y—xy)| ~
i) u(x,—1)=p(0)+x=x, p(0)=0. Infinitas peC! pasan por el origen. \ . //

Dos soluciones cumpliendo i) son, por ejemplo, la solucién de ii) y la mas sencilla | v=xy+2x | (p=0).

Comprobamos todo: u(l,y)=1, u(x,—1)=x,y ademas: 2(y+1)x(1—x)—x(2—2x+y—2Xxy) =Xy .
v(x,—1)=x,y ademas: 2(y+1)x—x(y+2)=xy.

=1

[0.9 ptos]
[0.5 ptos]

2. a] Escribir en forma canénica y calcular la solucién general de uyy—2uxy+Uxx+U=X+y .
op] Hallar la solucién que cumple u(x,0)=x, uy(x,0)=0 y comprobarla.
. = = Uyy =Ugg+2Ugn+Unpy forma.
B2—4AC=0 parabdlica, {E_x+y - {uy Ug+tn {uxy=ugg+u§q - canonica
n=y Ux = Ug Uxx = Ugg pedida

EDO lineal de 2° orden en n con u2+1=0, u==i. La up =& (constante en este paso) salta a la vista.
solucién

u=p(E)cosn+q(§)senn+ &= ’ p(x+y)cosy+ qg(x+y)seny + x+y‘ general

p(X)+x=x, p(x)=0+ - = - aci '
1 { g(x)cos0+1=0, g(x)=—1 ’u(x,y)_x+y seny |, facil de comprobar:
oo _ u(x, 0)=x+0-0,
seny—0+0+ x+y—seny =x+y, uy(x,0)=1—cos0=0.

Utt—Uxx=0, x=0,teR [La v buena para el
3. Sea “f(x'0)={gx;:Le)Eixo§)[O'l] . al Calcular u(2,1) y u(2,3). " bio es la obvial. [0.9 ptos]
u(x,0)=0, u’(O, t)'=t op] Calcular u(2,t) paratodo t>3.

[0.5 ptos]

Wit—Wxx=0—0=0, x=0

x2—2x, x€[0,1] {wtt—wxx=0,x,teR

w=u—t— Wt(x’0)={—1,xe[1,oo) W(x,0)=0, we(x,0)=g*(x)’

w(x,0)=w(0, t)=0

Con g* extendida impar a todo x. w(2, t)=%

al w(2,1)=3[7(-1)=-1, [u2 1)=0]. w(23)=3[" 0*=3[7(-1)=-2,[u 3)=1].

op] Para t>3 el area de los nuevos intervalos que aparecen a la 5
izquierda de —1 se cancelan con los afadidos a la derecha.

Por tanto, se tiene Vt>3 que w(2,t)=—-2 — |u(2,t)=t—2]. "
1

[Con alguna cuenta mas se prueba que la evolucién del punto x=2 es
la del dibujo de la derecha: hasta t=1 no se mueve, en [1,3] sigue 0s
algo cubico y si t>3 es la recta calculada que parte del (3, 1) halladol.

22_+ttg*(s)ds, u=w+t.

Hallemos: w(2, 2)=%f§g* =%[%x3—x2]é—% =—%, u(2, 2)=%. % I 3 ; 7

4. Resolver, utilizando la transformada de Fourier { Ut=Uxx—2Ux =0, XER, £>0 [1 pto]
) ' " 1 u(x, 0) = e*/4, u acotada pto

0t+k20+2ik0 =0 A —Kk2t—2ik 2 Y t cte 1 _(X+2[’)2

k,t) = p(k ikt_ 2 k<(t+1) 2ikt )= At+d
{O(k, 0)=1/7e_’<2 EDOent atk, ) = plkye d_i_/_e € u(x, t) et €

[HemOS usado: ]_-[f/] =_ka', ]_-[f//]z_sz', ]:I:e—axz]zﬁ e_k2/4a , ]:—ll:e—akz]zﬁ e—x2/4a y ]:—l[f'(k)e—ika]zf(x_a) ]




Soluciones del control 2 de Métodos Il - A (19-4-23)

1. Sea xy” —(2+x)y’=0. al Hallar los 4 primeros términos no nulos del desarrollo de una solucién que se
[1.1+0.3=1.4 pts] anule en x=0, dando la regla de recurrencia. b] ¢Es su punto del infinito singular regular?

al x=0 es punto singular regular de x2y”’—x(2+x)y’=0 con A(A—1)—2A=0 — r1=3, r,=0.

Seanulaen x=0 la y1=> ckxk*3, co#0 (analitica). La y2=">] bxxk+dy1lnx no lo hace (acotada, ¢analitica?).
k=0 k=0

S (k+3)(k+2)cixk*2 — 2(k+3)cpxk*t2 — (k+3)cixk*+3] = S k(k+3)cixk+2 — (k+3)ckxk+3]=0 —

0 0

x2: 0-co=0, cg indeterminado; x3: 4c1—3cp=0, c1=%co; xK*+2: k(k+3)ck—(k+2)ck—1=0,

— _k+2 2/ =23 =32 h=L _3[ 354 352 LB...]
Ck=1f(k+3) Ck—1 | = C2=5C1=15C0, C3=15C2=13C0 = | Y1=X 1+4x+10x + X7+ .

[Esta serie, segun Frobenius, converge al menos donde lo hacian a*=—2—x y b*=0, es decir, Vx].
[Resoluble sin series: v’=(1+§)v, v=Cx2e*=y’, y=C(x2—2x+2)eX+K. Nuestra y1 es 3(x2—2x+2)e*—6.

o c=3
Para comprobar serfa alin mas corto: y=Cf(x2+x3+%x4+éx5+ ) dx=C(3x3+ x4 5535+ 3x8+ ) 7.

bl x=1 — t[s*y+2s3y]+[2+1]s2y=0, s2y+(4s+1)y =0. a*=4+1 — s=0 singular no regular.

2. Sea (P) y"'+2y'+ Ay =0 a] Precisarsi A=—3 y A=1 son o no autovalores, 40,6216 ot
: y(0)+y’(0)=y(1)+y’(1)=0" encontrando la autofuncién en caso afirmativo,  [-T0:6=1:6 Pts]

b] Hallar, si existe, un valor de la constante a para el que y”’+ 2y’+y=ae—jx—1 tenga infinitas soluciones
con esos datos de contorno. ae

al u2+2u+Ar=0, u=—1+4/I—X. Como a-a’<0, no podemos descartar A=—3 — u=1,-3.

_ X —3x x_ _3x Y(0)+y’(0)=2c1—2c2=0, c2=c1} o
y=c1eX+ce X, y'=c1eX-3ce™7%, Y(1)+y'(1)=2c1e—2cre~3=0=2¢ (e—e~3) ’ c1=c2=0. No autovalor.

_ _ =0 _
A=1, u=1 doble. y=(c1+c2x)e™X, y'=(c2—c1—C2x)e™ %, gie—1=0 , Vc2 . Autovalor con .

bl El homogéneo tiene si A=1 las infinitas soluciones {e7*}, y el no homogéneo tendrd infinitas o ninguna.
La ecuacién en forma autoadjunta es (ezxy’)'+ e2Xy =g—e?X , Para que tenga soluciones debe anularse:
f(;l (a—e?x) e"‘dx:f(;l (ae™*—eX)dx=a(l—e"1)—e+1=0 si :
Para ese valor tiene infinitas soluciones. Para los otros a no tendra ninguna.
[No se piden, pero las hallamos. Habra y,=Ae~2*+B, (4A—4A+A)e~X+B=a—e?* — y,=ae 2X—1 [=f casualmentel].
y=(c1+cax)eX+el=2x—1 & y=creX+(e+1)xeX +el=2x—1 ]

Habia cambiado ae™ por ae™2X (para que quien lo hiciese con la y, la hallase mas facilmente y fuese algo mas
complicado con la integral), pero se me olvidé hacerlo en los enunciados repartidos. El problema fue casi igual.
La integral era a—e+1 y las infinitas soluciones, pues, aparecieron para a=e—1. Dejo este que me gusta mas.

Resolver por separacién de variables para:
—uxx+3u=0,x€(0,2), t>0 . "
3. Sea |t hot U (0.3) . i) f(x)=0, ii) f(x)=1—cosx. [2.3 ptos]
u(x,0)=£(x), ux(0,t)=0,u(32,t)=e3¢
’ r XA V¢ [Una v que no estropea la EDP es la clara v=e~3!].

. Wt— Wxx +3w=0 X T
——a—3t. = — ’ =X —== =—
Haciendo w=u—e™>": {W(x,0)=f(x)—1, W (O, t)=w(§,t)=0' W=XT — XT'+3XT=X"T, - =++3=—A.
o0 = An=(2n=1)2, Xn={cos(2n—1)x} (formuiario). Ademas T'=—(2+A)T — Tp={e~C+ 1}
n=1,2...

Probamos entonces w=>"cp e—4("’=n+)t co5(2n—1)x, y del dato inicial: > cncos(2n—1)x = f(x)—1.

n=1

n=1
. - . 2 (m/2 4(—1)" . 2 c
Para i) los coeficientes vendran dados por cp= —72)0 cos(2n—1)xdx = =1 Y la solucién sera

u(x, t)y=e3t 4 % D % e=4n*=n+1)t co5(2n—1)x | .
n=1

Para ii) es claro que c1=—1 y que el resto son 0, asi que ’ u(x, t)y=e3t—e 4 cosx | (facil de comprobar).




Soluciones del control 2 de Métodos Il - C (19-4-23)

1. Sea xy”"—(2+x)y’=0. a] Hallar los cuatro primeros términos no nulos del desarrollo en torno a x=1 de
[1+0.4=1.4 pts] la solucién que satisface y(1)=y’(1)=1.

b] Hallar las raices del polinomio indicial en x=0. ¢Estan todas las soluciones acotadas en ese punto?

al Podemos trabajar en torno a x=1 haciendo x—1=s — (1+5s)y”’—(3+5s)y’=0, con s=0 punto regular,
y sabiendo, por los datos iniciales, que cop=c1=1.

y=>lcksk, S [k(k—1)cksk=2 + k(k—1)cksk=1] — >7[3kcksk=1 + kexsk]=0 —
k=0 2 1
s0: 2¢,—3c1 =0, cz=%c1=%. sl: 6c3+2c—6co—c1=0, C3=%C2+%C1=l+%=% (ya tenemos 4).

Luego los cuatro términos pedidos son | y=1+s+3 52+ £S3 4 =1+ (x— 1)+2(x 1)2+ 6(x 1)3+

O mas corto. De la ecuacién obtenemos: y’”’(1)—3y’(1)=0, y”/(1)=3.

Derivandola: xy”’+y” — (2+x)y”—y’=0, y"(1)=2y”(1)+y’(1)=7.

Y el desarrollo de Taylor nos da: y=y(1)+y’(1)(x—1)+ ¥ (1)(x 1)2+ £ (1)(x 1)3+
[Resoluble sin series: v —(1+S+1)v, y’=C(s+1)2es, y=C(sZ+1)e5+K & y=(52+1)e5=(52+1)(1+s+%+%+ )]
bl x=0 singular regular con ri1=3, r=0. La y1=x3 chxk, co#0, estd claramente acotada en x=0.

k=0
La yo= Zbkxk+dylln |x] también lo esta aunque apareciese el posible logaritmo, pues x3In |x|—>0

k=0
2,7 _ ; Loy _1
xcy” +Ay =0 a] Determinar si A=0 y A=z son o no autovalores,
2. Sea . 4 1+0.6=1.6 pt
P {Y(1)+2)/'(1)=Y(3)=0 escribiendo la autofuncién en caso afirmativo. [+ pEsl

b] Precisar en ambos casos cudntas soluciones tiene x2y”’+Ay=x2—3 con esos mismos datos. [In3~1.11.

y=c1+C2x (A=0)
" y=(c1+c2Inx)xY/? (A:%)

Sz T = A= 6
Para A=0: V(3)=C1+3C2=0 A=0 es autovalor con autofuncién |yo={x—3}]|.

y'(1)+2y’(1)=2c1+2c2=0, c;=—C1 | c1=cr=0
y(3)=(c1+c2In3)v/3=0 c1(1;lg13)/§=0. No autovalor.

al Las soluciones generales de las ecuaciones de Euler son: p2—pu+A=0

Para A=7: y'=x"Y2[co+3(c1+c2Inx)],

b] La ecuacién en forma autoadjunta es: (y’) + )%y = 1—% .
Para )\=% el problema no homogéneo tiene solucién unica, por tener el homogéneo sélo la trivial.
Para A=0, el homogéneo tiene infinitas {x—3}, y sobre el no homogéneo informa la integral:
fl (1-2)(x—3)dx= fl x—3—-2+3)dx=22-6-3In3-3+9=4-3In3#0. No tiene solucién.

O para esta ‘ecuacién’ tan sencilla y”=1—)7 es facil hallar y=c1+czx+7+3lnx e imponer los datos.

Hallar por separacién de variables: 2.3 pt
Ut — Uxx = F(x), x€[0, ], teR P p [2.3 ptos]

u(x,0)=ue(x,0)=u(0, t)=u(m, )=0 ° i) La solucién para F(x)=senx.

3. Sea {
ii) Dos términos no nulos de la serie solucién si F(x)=§ .

Al ser un problema no homogéneo, debemos probar una serie con las autofunciones X, del homogéneo.

X"+AX=0

Sabemos que al separar variables aparece {X(O):X(n):O — Xp={sennx}, n=1,2,... (formulario).

Llevamos u= ZTn(t) sennx a la EDP: Z [T”+n2Tn]sen nx=F(x)= ZBn sennx, Bn—nfo F(x)sennxdx.

n=1
Y de los datos iniciales: u(x,O)=ZTn(0)sen nx=0, us(x,0)= Z T;(O)sen nx=0 = T,,(O)=Tr',(0)=0 vn.
n=1 n=1

Para el caso i) la F ya estd desarrollada y basta resolver este problema:
TY+T1=1— Ti=cicost+cysent+1, T/+n?T,=0
{T1(0)=T1(0)=0 - Ti=1—cost. {

= Tp=0 (es solucién
Th(0)=T/(0)=0 y hay unicidad). ’ u=(1—cost)senx ‘

" . _1lm __ 1—(=1)" [seanulansi n pary LM 1

Para ii) necesitamos los B, = zfo sennxdx = “3n  valen ! si n imparl. Luego: z7=senx+ 3sen 33X+ .-
7] 77 _1

T/+T1=1 TY+9T3=3

Resolvemos aqui: {Tl(O) T7(0) (la de antes) vy {T3(0)—T’(O) —>Tn=%(1—cos3t).
-3

Luego | u=(l—cost)senx+ %(1—cos 3t)sen3x+ -+ (=] (Zni1)3[1—cos(2n—1)t] sen(2n—1)x .
n=1




