Soluciones del control 1 de Métodos Il (C) (15-3-17)

3yUy—Xux=2xyu

u=1y)=1 , estudiando la unicidad de la solucién. [0.4 puntos]

1. Resolver {

d 3y lineal : =x3 _ _ y
F=—2T=y=5 . obien {5ZXY - up=—2yu=-280"3u, u=p(E)e, u(x,y)=p(xy)e” S

2/3

— 3
O bien {g;; y, un=%xu=§£1/3r;—1/3u, u=p(£)e51/3'7 , u(x,y)zp(x3y)ex)’_

Imponiendo el dato: u(—1,y)=p(—y)e =1, p(v)=e"V = |u(x, y)=ex>W |,

[ Comprobamos: 3y(x—x3)e—y(x—3x3)e" =2xye y ademas u(—1,y)=e°].

Es Unica porque la recta x=—1 no es tangente a las caracteristicas.
O porque en el proceso de calculo ha quedado p(v) determinada
de forma Unica Vv. O porque T(y)=0-3y—1-(+1)=—1#0 Vy.

y \
utt—uxx=0, x€[0,5],teR
2-x, xe[2,3] Hallar el valor de u(4, 3).

2. Sea 1§ u(x, O)={X—4, x€[3,4] , ut(x,0)=0. Dibujar u(x, 3). [0.4 puntos]

0, restode [0, 5] Lz
(0, H=u(5, )=0 Hallar la expresién de u(2,t) para t€[0,3].

Extendemos f(x) a f*(x) de forma impar y 10-periédica.
La solucién viene dada por u(x, t)=%[f*(x+ t+f*(x—1)].

u(4,3)=3[f*(N+f*M)]=3[-FB)+f()]=3[+1+0]= | 3 |.

Para dibujar u(x, 3) basta trasladar %f* a derecha e izquierda
3 unidades y sumar las gréficas. En ese instante se cancelan en :
[0, 1] ambas graficas. La onda que viajaba hacia la derecha ya 1 : > g " Bad

ha rebotado y se ha invertido, y empieza a ir a la izquierda.

u(2, t)=3[f*2+t)+f*@—1t)]. Para te[0,3] es f*(2—t)=0.

2—(2+t), te[0,1]
El valor de f*(2+t)=f(2+t) depende de t. En concreto: u(2,t)=%{ (2+t)—4, te[1,2] =
0, te[2,3]

t/2—-1, te[1,2]

{—t/z, te[0,1]
0, te[2,3]

utt—4uxx—2ut+4ux=0, x,teR , identificar , .,
3. a] Resolver { mediante la F |cuadrado |. Deducir la solucion para f(x)=1.
u(x, 0)=£(x), ut(x, 0)=F(x) erfecto para f(x)
b] Escribir en forma canédnica la ecuacién y hallar a partir de ella su solucién general. [0.7 puntos]

. 2 P i ke 2_ 2_4ik—0 — ] ,
]{utt+4k 0—20t—4i k(=0 U2 —2u+4k?>—4ik=0 Ak, )= p(k) e2HRE L (k) e-2ikt

a(k, 0)=f(k), Gr(k, 0)=f(k) p=1+V1+4ik—4k2=1% (1+2ik)

i p(k)+q(k) =f(K), qk)=F(K)=p(Kk) \,

12—
2(1+iK)p(k)—2ikq(k) = f(k) 2(1+2i K)p(k) = (1+2iK) f(k) 7 pl)=27(k)=q(k).

alk, t) = 22t f(k) el 2t + 2f(k) e k2t = | u(x, t) = 2[f(x—2t) €2 + f(x+21)]].

En particular, para f(x)=1 obtenemos la solucién |u(x,t) = %[e2f+ 1]].

[Fécilmente comprobable: u(x,0)=%, ue(x,0)=e%, upr—4uxx—2ur+4ux=2e?—0—-2e?t+0=0].

b] Las caracteristicas son las de la ecuacién de ondas (lo dicen las derivadas segundas):

E=x+2t Ux = Ug+Up Usx = Ugg+2Ugn+Upn
r)=x—2t 4 ut=2uE—2un ! utt=4UEE—8UEn+4qu

— —16ugn+8up =0, uEn—%un = 0 | forma canénica.

up=v, v5=%v—> v=p*(n)e¥?, u=p(n)e¥?2+q(&), |u(x, t)= p(x—2t) eX/2+t+q(x+2t)‘ solucién general.




Soluciones del control 2 de Métodos Il (C) (17-5-17)

1. Sea xy””—(1+x)y’+y =0. al Hallar 4 términos no nulos del desarrollo de una solucién que se anule en
x=0, dando la regla de recurrencia. b] ¢Estan acotadas todas las soluciones en x=07? [0.4 puntos]
r] ¢Son analiticas todas las soluciones en x=07?

al x2y”—x(1+x)y’+xy=0. x=0 es singular regular con r(r—1)—r+0=0, r=2,0. Se anula en x=0:

y1= Z ckxk+2 - Z [(k+2)(k+1)cixKtt — (k+2)cixKt i —(k+2)cixk+2 + cxk+2]=0 —
k=0

1:2c0—2co=0, Vcp. x2 :3c1—cp=0, c1=%c0. xK*+1 .+ (k+2)kck— kCk—1=0 — cx= k-|1-2ck—1

1. _1 _1._1 _y2.1.3, 1. 4, 1.5 _
— C2=7C1=75C0, C3=5C2=¢5C0, --- = |Y1=X"+3X°+ 55X +g5x° + -+ | [=2(e*=1-x)].

b] La otra solucién y,= Zbkxk+ dy1lnx también estd acotada en x=0 (sea o no d=0), porque x2 Inx*=20.

k=0
[ee] 0 . —
[l y1 loes. Si d=0 lo serd y, — 3 [k(k—2)bkxk—1 — (k—=1)bexk] + d[2y,—2y1-y1] =0 — ;‘(I;ZEZ—]‘?O'
k=0 . =

[De hecho, con un poco de vista o alguna integral se puede dar la solucién general sin series: y=cle"+cz(1+x)].

2. Sea y”’—2y’+ Ay=0 al Probar que A=0 es autovalor y escribir la autofunciéon {yo} asociada.
’ y’(0)=y’(1)=0 ° Estudiar si A=—3 y A=2 son o no autovalores del problema.
b] Hallar el coeficiente de {yo} en el desarrollo de f(x)= eX en serie de autofunciones. [0.6 puntos]

c] Precisar cuantas soluciones tiene y’’—2y’— 3y=3, con esos mismos datos de contorno.
r] Precisar cuantas soluciones tiene y’’—2y’=3, con esos mismos datos de contorno.

En forma autoadjunta: [e=2Xy’]" + Ae™2Xy =0 . Peso r(x)=e 2%, p2—2u+A=0, u=1+yI—X.
2c, =0

al A=0, u=0,2: y=ci1+c2e?X, y'=2ce2X — 2cze2=0}_>)\=0 autovalor, [yo={1}|.

A=-=3 no puede ser autovalor pues aa’=88'=0=q(x). O directamente:
3c1—¢c>=0 —
3ci1e3—ce =0
y=[c1cosx+czsenx]eX C1+c;=0—

—

y'=[(c1+c2)cosx+(c2—c1)senx]e™™ 2coesenl=0

u=0,2, y=c1e34+cre X, y'=3c1e3X—cre X } = c2[e3—e 1] - c2=c1=0.

SiA=2, u=1=i: — c=c1=0. No autovalor.

X_ (€%,y0) fo eXdx _ j1-e! _ 1 _ [ 2e
bl e Co+nZ;Cnyn(X) I 7y [ e 2xdx =29 2ee2 17 | e+l

c] Como el problema homogéneo tiene sélo la solucién trivial y=0, el no homogéneo tiene solucién unica.
[Directamente: La solucién general de la no homogénea es: y=c;e3+coe*—1"5y=—1 ]-

r] [e2xy’] = 3e~2x, fol 3e72X#0 = no tiene solucién. [0 imponiendo los datos a y=c; e¥*+ce*—3x].

ur—uxx+3u=F(x), xe(0,m),t>0

u(x, 0)=u(0, t)y=u(m, t)=0

Hallar la solucién en el caso al y los 2 primeros términos no nulos de la serie solucién en b]. [0.8 puntos]
r] Calcular toda la serie solucién del caso b].

3. Sea el problema no homogéneo { , con al] F(x)=4senx, b] F(xX)=m.

u=X0T(t), (T7+3T)X"=xT", 5 =T 13-_)

7"
{X +AX=0 ,n=1,2,..., Xn={sennx}.

X(0)=X(m)=0 = Ap=n’
[Y ademéas T’+ (3+A)T=0, que aqui no se utiliza por tratarse de un problema no homogéneo].
Llevamos la serie u(x, t)=ZTn(t) sennx a la EDP no homogénea y al dato inicial para calcular los T :
n=1
> [T;)+n2T,,+3Tn]sen nx=F(x), funcién a desarrollar en sennx. Para al, F ya estd desarrollada. Para bl:
n=1

P EC

=2 ['msennxdx=[-2cosnx]; =

— n=2ﬁsen(2n—l)x= 4senx+%sen 3X+ .-
fr

Ademads: u(x,0)= i Th(0)sennx =0 — Tp(0)=0 para todo n. Nos queda en cada caso:

(0) 0

a] Todos los T,=0 menos T+ 4T1=4, T1(0)=0. Solucién general: T1= =Ce4t4+1 " Ti(t)=1—e4

[La T1p=1 salta a la vista, 0 bien: Ti=Ce %+ e %[ 4ettdt=Ce *+1]. La solucién es: |u=(1—e *")senx|.

b] A la vista del desarrollo de 1 anterior, es no nulo el T1 (el mismo de al) y el siguiente no nulo lo da:
{T’+ 12T3——
T3(0)=0

d.
. T3=Ce 12t4 1 2 c=— . Portanto: |u=(1—e 4)senx +3(1—e 12t)sen3x + -

T’ +(n%2+4+3)Th=cp _ © o atr—net
n . Th= 1—e—("*+3)t] por tanto: |u= e n(2n—1)x|.
]{Tn(0)=o n=misll-e ]. Por tanto: |u E 2 sen( )X

4 (2n—1)(n%2—n+1)




