Soluciones del control 1 de Métodos Il - C (21-2-24)
Elegir uno de los dos apartados op] (de los problemas 1 y 2).

1. Sea [E] yuy—ux=2u—y. al Calcular la Unica solucién de (E) que cumple u(0,y)=y+1. [0.9 ptos]
op] Hallar el punto del plano en que el dato u(x, x)= x plantea problemas de unicidad y

S s 0.5 ptos
comprobarlo con el dibujo de la recta y las caracteristicas. 0.5 ptos]

a] Z—§=—y lineal — y=Ce™. caracteristicas. \
1

. = X =eX +
Eligiendo {§=§e - {Zﬁzieﬁig i, yup=2u-—y, un=%u—1 -

u=p(En2—n? [ =p(E)n?+n=|p(yeX)y2+y|. - f

Mas largo si n=x: up=—2u+&§e™1 - u=q(§)e 21+8e 1= |q(yeX) e X+y .

[EI dibujo de las caracteristicas prueba la unicidad con ese dato. Nos dice lo mismo T(y)=0-y—1-(—=1)=1#0, Vy].

u(0,y)=p()y?+y=y+1—- py)= 5\,
u0,y)=q)+y=y+1 - qy)=1"

op] Para (g, h)=0,x) » T(xX)=1-x—1-(—-1)=x+1=0—- x=—1, y=—1. Punto |(-1,-1)]|.

En el punto la recta de datos y=x es tangente a la caracteristica y=—e~(**1), de pendiente 1 en —1.

y+2e X =2e"X42y—y,

u(x, y)=e—2x+y‘ " oy+el=y+1.

Imponemos el dato:

[Se ve que el dato lleva a p(xeX)=0, que sélo fija p(v)=0 para v=—e~1, es decir, no precisa la u si y<—e™>"1].

Utt—Uxx=0, x=0,teR
x3—3x?, xe[0,3] al Calcular u(1,2) y u(1,t) paratodo t=4. [0.9 ptos]
2. Sea uf(x'0)={o,xe[3',oo) .

Calcular u(1,t) paratodo te€[1,2]. 0.5 pt
u(x,0)=0, u(0, t)=0 op] Ltyp [1,2] [0.5 ptos]

. . . C [Wet—wxx=0, x, teR .
al] Se extiende g a g* impar definida Vx: {w(x,0)=0, We(x,0)=g*(x) ° :
[Aunque no es necesaria, su expresién en [—3,0] serd x3+3x? |. 2

1

X+t 1 2 3 4

La solucién es entonces w(x, t)=% "t g*(s)ds. En particular: | e e C

u1,2)=3 [ 0% = 3[2a =35 —T) =3B -2741)=[53). -

Si t>4 es 1-t<—3,1+t25, u(Lt)=3 [ g*=13 g*= [0].

impar

op] Para te[1, 2] el intervalo incluye ambas expresiones y, utilizando la
imparidad, se anula la integral entre 1-t<0 y t—1>0 y por tanto:

t+1 4 t+1 3
u(l, =3[ g=3[% 3] =1[8H8 _6r2—2]=|3-3t2+t-1|.

[Con alguna cuenta mas se prueba que la evolucién del punto x=1 para t>0 es la del segundo dibujo: hasta
t=1 su expresién es —2t, en [1,2] eslade arriba, en [2,4] esde orden 4y si t>4 ya vimos que se anulaba].

Utt —4uUpx +4Uxx +u=0 a] Resolverlo a partir de la forma candnica.

. 2 pt
u(x,0)=0, ut(x,0)=g(x) * bl Llegar a la misma solucién real utilizando sélo la F. [2 ptos]

3. Sea {

{ Urt=4ugg+4uUgn+Upn

forma
Uxt= 2Uge+Ugp = | Unn+u=0| znénica

Uxx = Ugg
EDO lineal homogénea de 2° orden en n con u2+1=0, u(&, n)=p(E)cosn + q(E)senn.

a] B2—4AC=0 parabdlica, {E=X+2t - {“f=2“5+“’7

n=t Ux = Ug

La solucién general es ’u(x,t): p(x+2t)cost+ qg(x+2t)sent

, ur=2p’c—ps+2q’s+qc.

u(x,0)=p(x)=0~

Imponiendo los datos: { q(x) cos 0=g(x), g(x)=g(x)

— ’ u(x,t)=g(x+2t)sen t‘ .

(et +4i kGr +(1—4k2)0= . . e
b] {““+ e+ Ja=o p=—2ikt =T = —2ik+i,—2ik—i. u(K t)=p(k)e2ikt+itq(k)e=2ikt=it

G(k,0)=0, at(k,0)=4(k)

i {p(k)+q(l<)=0, q(k)=—p(k)~\,
2ip(k)=§(k), p(k)= 5 §(k)

[Comprobando: ux=sg’, ur=cg+2sg’, Uxx=5g" , Uxt=cg’+2s9”, Ur=—sg+4cg’+4sg” — L[u]l=0, us(x,0)=c].

atk, t)= €587 gk) e=2ikt, [u(x,t) =sent g(x+21)].




Soluciones del control 2 de Métodos Il - C (17-4-24)

1. Sea (1—x?)y’’—xy’+4y=0. al Resolver por series hasta x> en torno a x=0, dando la regla de recurrencia.
Comprobar que la solucién que satisface y(0)=1, y’(0)=0 es un polinomio.

b] Hallar las raices del polinomio indicial en x=1. ¢Estan todas las soluciones acotadas en este punto?
éSon todas analiticas en élI?

[14+0.5=1.5 ptos]

a]l x=0 es regular y hay dos soluciones analiticas en el punto que se calculan en un Unico proceso de célculo:
y=ickx’< — S[k(k—1)cixk=2 — k(k—1)ckxK] — chkx + Z4ckx’< 0 —
k=0 2
x0: 2c2+4c0=0, c;=—2co. x': 6c3—c1+4c1=0, C3=—%C1. x2:12c4—2c2—2c2+4c2=0, c4=0.
XK: (k+2)(k+1)cks2—[k2—4]ck =0, crs2=K2cx - cs=1c3=—gC1, Co=Cg=---=0.

Luego | y=co[1—2x2]+ c1[x—3x3—3x5+---]|. La que cumple los datos (co=1, c1=0) es :

De la ecuacién obtendrfamos: y”/(0)=4y(0). Derivandola: (1—x?)y’”’—3xy”’+3y’=0, y’”(0)=—3y’(0).
Derivando mas: (1—x?)y™V—5xy’’=0, yV(0)=0. (1—x?)yV—7xyV—5y"’=0, y¥(0)=5y""(0)=—15y’(0).
Y el desarrollo de Taylor nos lleva a los términos de arriba: y=y(0)[1—2x2]+ y’(0)[x—3x3— x5+ --].

bl x=s5+1— s(s+2)y”+(s+1)y’—4y=0. Es s=0 singular regular con r(r—1)+§r=0 r1=%, r,=0.

Las dos y1=5Y2>" ckxK, y2=> bisk, co, bo #0, estan acotadas en s=0, pero sélo y, es analitica.
k=0 k=0

2. Sea (Py) X2y + Ay = x3—ax? al Precisar si A=—2 es o no autovalor del problema homogéneo (Pp).
) y(1)+3y’(1)=y(4)=0 " b] Probar que A=0 lo es y dar su autofuncién {yo}

. . C e . . " [.3+.5+.6=1.4 ptos]
c] Para A=0, calcular el a para el que el no homogéneo (Ps) tiene infinitas soluciones.

opl Encontrar, en términos de una tangente, la ecuaciéon que deberia resolverse numéricamente para hallar
los infinitos A >% del (Pn), y escribir las autofunciones.

[1 pto]

Las soluciones generales de las ecuaciones de Euler homogéneas las dan u2—u+A=0, u=#.
Ca _ 2 _1 Y()+3y'(1)=7c1—2¢2=0 |7 ‘
al Si A=—-2, u=-1,2, y=cix“+c2x y(4)=16c1+%cz=0. ' 16 14 #0— c1=c2=0. No autovalor.

b] Para A=0 es u=0,1, y=ci1+C2x — 553136)/15_1‘3:;:1;%2:0 — A=0 autovalor con |yo={x—4}]|.
cl En forma autoadjunta: (y")'+ &

Zy=x—a. (Pf) tendrd infinitas soluciones cuando se anule la integral:

ff(x—a)(x—4)dx=f14 (x?—4x—ax+4a)dx = __30_@4_120 = ——9 0 — si .

L, . 2
O para esta ‘ecuacién’ tan sencilla y”’=x—a es facil hallar y=c1+c2x+ F—% e imponer los datos.

op] Si A>3 la solucién es y=vX[c1cos™ X + c; sen® X ], |lamando w=+4A—1 . Imponiendo los datos:
_ 3w, _ 1+w?
y(1)+3y'(1)=3c1+Fc2=0, c1—-¥cr tan(wnIn2)==g% |, Ap=—7".
y(4)=2c1cos(win2)+2c2sen(win2)=0, cz[sen(wInZ)——cos(wln2)]= yn—{senw”lnx 31év,,coswnlnX}

3. Sea ut— 3uxx=e"?tsenx, XG(Q%), t>0 a] Calcular su solucién siendo f(x)=1—senx. [1.4 ptos]
' u(x,0)=f(x), u(o, t)=1, Ux(g, t)=0 ' [Una buena v es la constante que salta a la vista].
op] Hallar los dos primeros términos de la serie solucién en el caso de ser f(x)=0. [1 ptol
: Wt — 3wxx = e~ 2t senx {X”+AX=0 (formulario
=Uu— . N = d t d

Haciendo w=u—1 {w(x,O):f(x)—l W(0, t)=wx (L, £)=0 X(0)=X'(1/2)=0 * Xn= {snenl(gn 1)x} )c/onatoorio)e

w=>Ty(t) sen(2n—1)x = Z [T/+3n2Ty]sen(2n—1)x=e"?'senx, y ademas Z Th(0)sen(2n—1)x=f(x)—1.
n=1 n=1

Para a] es claro que T1(0)=—1 y que Tp(0)=0 si n#0. El Unico problema con solucién no nula sera:
T/ 43T =2t _ _ d.i. _ _ facil d
{T1(0)=—1 , Ti=Ce 3t+e 2t [fuco yp=Ae2] 5 C==2. |u(x, t) =1+ (e 2t—2e73!)senx (c;ﬂpr:gar)
T/ +3n%Tp=0, Tp(0)=0 = T,=0.

b] Los T»(0) vendran dados por T,,(0)=—15—2 g/z sen(2n—1)xdx=—m. T1(O)=—%, T2(0)=—%.

_ B : . T/ +3T =e2t T)+27T1=0
Los dos primeros términos de la serie solucién salen de resolver: { 1 {
T1(0)=—4/m T2(0)=-4/3n

ulx, t)=1+[e 2t—(1+2)e 3t]senx— 5-e 2"tsen3x + -




