Soluciones del control 1 de Métodos Il - C (19-2-25)
Elegir uno de los dos apartados op] (de los problemas 1y 2).

1. Sea [E] yzuy+ux=—xy2u. a] Calcular la solucién de (E) que cumple u(x,1)=e™*. {Es Unica? [1 pto]
iCudntas soluciones satisfacen u(x,—%)=17?

op] Hallar con la T los puntos del plano en que el dato de Cauchy u(x,x—1)= 0 tiene problemas

. X oo o 0.3 pt
de unicidad y observar las tangencias con el dibujo de las caracteristicas y la recta. 0.3 ptos]

dy _ .2 1_ 1_ _ 1 - %,
al gz =y? separable » —Z=x—C. | x+3=C| 0 y=g=; caracteristicas. /
%

— —1 ——y—2
Mejor {g;;"‘y - {UY_ y “ugtln Up=—xu=(:—g)u— u=p(E)ne=&n. —

La solucién general es entonces u=p*(x+}—1,)ye"‘y—1, u=p(x+}—1,)ye—xy :
C = =1 —— 2y —_N-E+E 1 o&0-8)/ /
Peorsi n=x, Y=gog Un=—Xy u=—(z"737U u=p(§) —p € .
El dibujo de las caracteristicas prueba la unicidad con el dato verde. Dice lo mismo T(x)=1-1—0-1=1#0Vx.

2_ 3_\2 —XY —__ 3a—
Imponemos el dato: u(x,1)=p(x+1)eX=eX - p(V)=1, |u(x,y)=ye™> |. (1ye_xx=ye_xy JemY=—xy’e™,

u(x,—%):p(O)f:l imposible. Ninguna solucién lo cumple. Era caracteristica. T=xi2—)%50 lo corrobora.

Ux=Ug n

opl Para (g, h)=(x,x—1) » T(x)=1-(x—1)>—1-1=0— x=2,0 —» y=1,—1. Puntos ](2,1)\ y ](0,-1)\.

En esos puntos la recta de datos es tangente a distintas caracteristicas y=C—ix, con pendiente 1 en ellos.

ugt—Uxx=0, x€[0,57], teR  , Dibujar y dar la expresién de f* en [—13m, 13m].

%, x€[0,2 nt
2. Sea U(X’O)={Ze,rl<ze[);1€1,[5n]n] . blHallar u(4m,5m) y u(4m7m). c] Dibujar u(x,5m). [1 ptol
ue(x,0)=u(0,t)=u(5m,t)=0  op] Escribir u(4m,t) para 4n<t<6m y para 6m<t<8m. [0.3 ptos]
habia errata
a] Serd f* la extensién impar y 10m-periddica de f. - Do £ o
[Su expresion en [—2m, 27] serd la inicial impar sen3. =i A - V\ t -

Y en [—12m, —8n] y [87, 127] pasa a ser —sen3 ]. v =i L \ﬂ 2n E v 1
sen
=1

La solucién sera: u(x,t)=%[f*(x+t)+f*(x—t):|.
bl u(4m5m)=3[f"(-m+f*(Om] = f*(-m =—f(m=[=1]. | N

u(4n,7n):%[f*(—3n)+f*(11n)]:%[—f(3n)+f(n)]:%:. _mj """""""" :

cl u(x,5n)=%[f*(x+ 5m)+f*(x—5m)]. Trasladando %f* s6lo aparecen en [0,5m] dos ondas iguales de altura
—1/2 entre 3wy 5 que crean otra de altura —1. [La funcién que describe esa onda resulta ser el —cos3 ].

op] Para 4n<t<6m es 4n+t€[8m, 10n] y 4n—te[—2m, 0] . Por tanto: 07 /\ /\
u(4mt)=3[sen?Zt—sen?T]=|—sens |. "J S e
—0.5
. s _ 1 4n+t _ 1 t
Si 6m<t<8m solo aparece u(4mt)=—5sen-—— =|—5sen> |. 1

Seria facil dibujar también trasladando ondas u(4m,t)= %[f*(4n+ D+f*(4n—t)]= %[}‘*(4n+t)—f*(t—4n)]T

Utt + 2Utx + Uxx =f(x)

u(x,0)=£(x), ut(x,0)=9(x)

b] Escribir en forma candnica ust+2Uix+ Uxx =2 . Hallar su solucién general. Calcular la solucién que cumple
los datos iniciales u(x,0)=x2, ut(x,0)=x. [Una v(x) cumpliendo la EDP podria acortar algln célculo].

3. a] Resolver { mediante la F. [2 ptos]

e D k(e k2 k27 . o
{““ 2ikle—k d=—Kf(K) 2 oikp—k2, =ik doble, 0, obvia. u(k, )=[p(k)+q(k)t]elkt+F(k).

a(k,0)=f(k), Gr(k,0)=9(k)

ci (p)+f(k)=f(K), p(k)=0, Ak ) p Ak aikE 4 2
(P a6t awr—a0 — 4k D=8+,

u(xt) = tglx—t) + f(x) | .

utt=u5‘g—2u5,,+ Unn

2_ = =x—t =—Ug+
T e T e o ey U(E M=PE)+AEN+7?.

parabé“Ca, n= t Ux = Ug Uxx = UE‘E

, Ur=—p’+g—q’t+2t. Imponiendo datos:

Solucién general: ’ u(x, t)=p(x—t) +g(x—t) t + t2

la que
daria a].

_ —2
{u(x,O)—p(x)—x ! — u=x2=2xt+t24+3xt—3t2+1t2, ’u(x,t) = x2+tx—t2
—2x+q(X)=x, g(x)=3x
w2 _ Wiet+2Wix+ Wxx =0 = Wpp =0, w=p(x—t)+q(x—t)t, (la u general toma otra
[V—X cumple EDP. w=u—-v — {W(X,O)=0,Wt(X,0)=X p(x)=0, g(x)=x'1 forma: u=p+qt+x?) ]




Soluciones del control 2 de Métodos Il - C (7-4-25)

a] Calcular una corta solucién de (e) no trivial y1 que se anule en x=0
[1.4 ptos]

1. Sea (e) x(1+x)y”’—xy’—3y=0.
dando la regla de recurrencia. éEstan todas las soluciones de (e) acotadas en x=07
. [0.8 ptos]

op] Estudiar si hay alguna solucién no trivial de (e) que tienda a 0 cuando x— oo

[Podria o no ser Gtil saber que y=x(1+x)2In(1+%)—x2—2*—1 es una solucién de (e)].

/ 1+Xy 0. Singular regular con r(r—1)=0. yl—chkxk se anulaen x=0
k=0

al x=0 singular. x2y” +x( 2% )y’ —
yz—ibkx’<+dyllnx también acotada en 0, sea o no d=0 (se puede ver que d#0), ya que xIn|x|— 0
STk+DkerxK + (k+ DkerxK+ 1]+ ST[—(k+ D)epxk+1 = 3cexk+1]=0 —
0

Llevando y1 a (e):
x2: 6c2+2c1—2¢1—3¢1=0, C2=%C1=Co-

x1: 2c1—co—3co=0, c1=2c¢p.

xK*+1: (k+2)(k+1)Ck+1+[k?—4]ck=0, ck+1=,2<%’1<c/< — c3=c4=---=0. |y1=x+2x2+x3= x(1+x)2‘
opl x—% (—+1)[s4+253]y+sy—3y=52(1+s)y+s(3+25)y+4y=0. s=0 singular regular con r2+2r—3=0
=1,-3. y1—sZCkxk—»0 (0osea, si x—»*0). [y2=5"3> brsk+dyiins esla y1 de arriba que — o]

k=0

k=0 5—
[A partir de la y; e integrando se puede llegar a la otra solucién elemental y citada en la posible ayuda

Esta y, tiende a —1/3 cuando x—0 vy, sorprendentemente, a 0 cuando x—oo |
[0.44+1=1.4 ptos]

a] Escribir la EDO en forma autoadjunta.
b] Probar que A=0 es autovalor del homogéneo, dar su autofuncién

{yo} y determinar cuantas soluciones tiene (Ps) para A=0
. [La respuesta es corta, aunque, (0.8 ptos]

X(1+x)y”"—xy’+Ay=
2. Sea (Py) {y’(l):y’(2)=0

op] Precisar cuantas soluciones tiene (Pf) cuando A=—3
como la homogénea es la del problema 1., se podria perder tiempo imponiendo datos]
w_y Ay 1 a__1 y' Yy Ay y v Ay 1 ;
al Y — At xea D = X1 ef =3+l X412 T xoa 1) [x+1] T o )? = x+1)2 forma autoadjunta.

= $ =YX o v=y/=C* — 2 y'(1)=4C=0 _ o
b] Para A=0 la homogénea es y"' =5 v=y'=C*(x+1), y=C(x+1)*+K. V(2)=6C=0 — |yo={1}].
=[~12;]2=1#0. Sin solucién.

| (P) tendrd infinitas o ninguna segln sea el valor de flz 1 oy 9% [
x de (1+x)y”’—y’=1. Imponiendo datos a la solucién de la no homogénea

O se ve facil la solucién particular yp
y=C(x+1)2+K—xX, y'=2C(x+1)—1 — ﬁ;;zggjzg imposible.

qg=0, todos los A>0 y seguro que A=—3 no es autovalor (comprobable con lo visto en 1.)

op] Como aa’=pp’'=q=0,
Como el homogéneo tiene sélo la solucién trivial, el (Pf) tiene solucién dnica para A=—3

3. S Ut — Uxx=2COSX, xe(o,g), t>0 a] Calcular y comprobar la solucién si f(x) cosXx
- >ea u(x,0)=f(x), ux(0, t)=u(n/2,t)=0 ~ y dar un término de Ia serie para f(x)— sen2x. (1.7 ptos]
op] Calcular y escribir la serie solucién completa en el caso f(x)— sen2x. [0.8 ptos]
77 — (formulario
X HAX=0 Xn={cos(2n—1)x} vy datos de
contorno).

a] Las autofunciones del homogéneo saldran del problema {X’(O):X(n/Z):O , oSt

[T’ +(2n—1)Th]cos(2n—1)x=2 cosx, y ademas iTn(O)cos(Zn—l)x 0O

u(x, t)= ZTn(t)Xn =8
n=1 n=1
Para el cosx es claro que T1(0)=1 y que T,h(0)=0 si n#0. El Unico problema con solucién no nula sera
i (>t Facil de comprobar,
u(x, t) = (2—e~") cosx datos obvios y

T/ +T1=2 d.i.
{ 1 T T1=Ce~t+2 [y, aojooconlafuc] —> C=—1.
etc+(2—e t)c=2c

T1(0)=1
T/ +(2n—1)2T,=0, T5(0)=0 = T, =0.
2 /2
=n/2% o sen(2x)cos(2n—1)xdx.

Con la otra f necesitamos integrar para conocer los Tp(0). Sera cp

]n/z =1 (el mismo de antes). =(2—e_t)cosx + .-

)

2
En particular es c1—3f"/ senx cos?x dx = —cos3x

~=

_3r.1 17 3 3
x= il 5750 ] = erne=my - (13—

op] Los deméas cn?% g/z [sen(2n+1)x+sen(3—2n)x]d
senacosb——[sen(a+b)+sen(a b)]
T/ +(2n—1)?T,=0 > -(2n-1)?
t@n—1yTa=0 u=(2—e‘t)cosx—z%cos@n—l)x
n=2

Mas términos de la serie salen de: {
Th(0)=cp
_ 3
(2—e ) cosx—z

e 9% cos 3x —%e—zs’fcos 5X—---




