Soluciones de los controles 1 y 1* de Métodos Il (E) (19-3-14)

1. Sea uyy+6uxy+9uxx+9u=9. Escribirla en forma candnica y hallar su solucién general. [0.4 puntos]

urt—4uxx=0, x=>0,teR
2. Sea ! u(x O)ix{cosx_l,xe[m‘m] Dibujar la extensién f*. Hallar u(3m,3m).
' * 77710, xe[0,2mul4n, @) * pipyjar u(x,3m). Hallar u(2m, t) para t>37.
ut(x, 0)=u(0, t)=0

[0.5 puntos]

2 e L ) .
ut—ux=2xe~*" i) con las caracteristicas,  [El término no homogéneo es derivada

u(x,2)=0 ii) utilizando la F. de funcién de transformada conocidal. (0.7 puntos]

3. Resolver {

Uxx = Ugeg

B2—4AC=0 =x—3 u2+9=0
i (5o = {w=werun = [ung+9u=9] "5 u=p@)cos 30+ a@sen3n 1,

Uyy = 9ugg—6ugn+Unn
’ u(x,y)=p(x—3y)cos 3y+q(x—3y)sen3y+1 ‘ [’;L‘TS'C‘?Q??E‘:]GR?

2. Para aplicar D’Alembert extendemos f a f* impar definida en todo R. £
—f(3 wNoommmmee- 2
u=3[f*x+2)+F*(x=28)] = uBm,3m=3[F*Om)+f*(=3m)]=ZL8D = [1] ,‘{‘5'3‘ y n an
Para dibujar u(x,3n)=%[f*(x+6n)+f*(x—6n):| basta trasladar an om L v 1
________ o/ COS X~
la gréfica de %f* a izquierda y derecha 67 unidades y sumar. w(x3m) 2
1| ERSA —
Si t>31 es u(2m,t)=1[f*(2n+20)+f*(2n—2t)] = [0], pues ArF2r=8T VAN sr o
- ’ on 4m \/_
[A partir de ese t es superado 27 por la onda rebotada viajando hacia la derecha]. -M-------------------mmmn---9 -

3. 1) % =—1. [dt =—[dx + C. Caracteristicas: . [La recta t=2 no lo es y hay solucién Unica].

s =x+t ur=u 32 —_n2 _n2 —x2
Mucho més corto: {gzx _’{ui=55+un — Up==2xe X' ==2ne 1 . u=p(§)+e 1" =p(x+t)+e .

Imponiendo el dato inicial: u(x,2)=p(x+2)+e X’ =0 — p(v)=—e—(V=27" | | y(x, t) = e X’ — e~ (x+t=2)

i) Si f(x)= e=**, el término de la derecha es —f’ y su transformada es ikf‘, conocida:
{at+ k=15 ek

N 1 —k?2/4_ 1 _—k2/4ik(2—t)
e ——e e .
a(k,2)=0 2 2

o i —ikty 1 o—k2/4 C.L —— 1 —Kk/4+2ik
a=p(k)e +ﬁe p(k) 75 € , a

1r 2 ikal— _ — ~a—Xx2_ a—(x+t—2)2 [Resolver con F es transformar e
Como 7~ [f(k) € ]—f(X a),es u(x,t)y=e € * imponer también el dato inicial].

‘ 1*, Sea uyy—4uxy+4uxx—4u = 8. Escribirla en forma canodnica y hallar su solucién general. [0.4 puntos]

utt—guXx=0,XZO,teR 3
sen?nx, xe[1,2] Dibujar la extension f*. Hallar u(3,1).

2*, Sea { u(x, 0)={0 x€[0,1]uU[2, ) *
4, 0)= (0. D=0 Dibujar u(x,1). Hallar u(1,t) para t>1

[0.5 puntos]

—x2/2 e L ) .
ut+ux=xe /2 i) con las caracteristicas,  [El término no homogéneo es derivada

u(x,1)=0 ii) utilizando la F. de funcién de transformada conocidal. [0.7 puntos]

3*. Resolver {

B2—4AC=0 [E=x+2 thoc = Ueg p2=4=0 -
v Ot (5 - {ugm i, - =0 u=pE)en + q(g)e2n -2,

Uyy = 4ugg+4ugn+Upn
’ u(x,y) = p(x+2y)e?y + g(x+2y)e~2 -2 ‘ )

2*, Para aplicar D’Alembert extendemos f a f* impar definida en todo R. £*
u=1[F 430+ x=30)] - uE, 1) =3[ (2)+r*(-2)=FLCR-| -1 20 1 /\%“
Para dibujar u(x,1)=1[f*(x+3)+f*(x—3)] basta trasladar la “\‘}FL Y
grafica de %f* a izquierda y derecha 3 unidades y sumar. u)
Si t>1 es u(l,t)=1[f*(1+30)+f*(1-30)] = [0], pues 12=% b R N>
[A partir de ese t es superado 1 por la onda rebotada viajando hacia_la derechal. lV_> 4 5

3*. i) % =1. fdt =fdx + C. Caracteristicas: . [Larecta t=1 no lo es y hay solucidn Unica].

Mucho més corto: { ﬁ:i_t - { ﬁii_uli—iu,, — up=xeX/2=ne=N"/2  y=p(§)—e "/2=p(x—t)—eX/2.

El dato inicial: u(x,1) =p(x—1)—e>X/2=0 — p(v)=e~(V+D2 | y(x, t) = e~ x-t+1)?/2_ g—x*/2

i) Si f(x)= e=X’/2 e| término de la derecha es —f’ y su transformada es ikf, conocida:

A LA i k22 ) . ) )
{Ut_”(U—'ke z a=p(k) ekt — e=K*/2 &4 pky=e—K/2=ik = e k*/2gik(t=1) _ g=k?/2

G(k,1)=0
1r 2 ikal_ _ _ a—(x—t+1)?/2 _ o—x2/2  [Resolver con F es transformar e
Como 7~ [f(k) € ]—f(X a),es u(x, t)=e ( ) € * imponer también el dato iniciall.



Soluciones del control 1 de Métodos Il (C) (19-3-14)

3yuy+Xxux=3u—3

. Resolver {u(—l V)=y . {Cuéntas soluciones de la ecuacién cumplen u(x,x3)=x? [0.5 puntos]

. Escribir en forma canénica uyy+4uxy+5uUxx+Uy+2ux =X. [0.2 puntos]

utt—uxx=0, x20,teR Dibujar la extensién g*.

. Sea { u(x,0)=0, ut(x, 0)={gf_r§g§:;:)[’;i)2’4] . Hallar el valor de u(3,6).

u(0,t)=0 Hallar u(3,t) para t>7 y para 1<t<5.

[0.5 puntos]

Ut—uxx+2u=0, xeR, t>0

. Resolver, utilizando la transformada de Fourier, { 0.4 puntos
u(x, 0) = e**/4, y acotada [0-4p ]

dy_3y lineal _ 3
1. ix=x — y—CX ,

XI<

— -3 — y—3
=C. Haciendo {E:yx - {uy:x ug +uUn _,
n=y Ux =—3yx “ug
3yup,=3u-3, u,,=%1 lineal (y separable), u =p(&)n-|;%jo= p(L)y+1.

(mas largo es hacer —nfn—zdn =1)

=

u=1,y)=y = —p(=y)y+1=y, p(V)=1+3 = [ulxy)=y+x3+1].

— —3
Con {E;ix - u,7=3“n_3, u=p*(E)N3+1=p*(5)x3+1, p*(V)L1+v

Solucién Unica porque la recta x=—1 no es tangente a las caracteristicas como se ve en el dibujo. O porque
en el proceso de céalculo ha quedado p(v) determinada de forma Unica Vv. O porque T=0-3y—1-(—1)=1#0.
u(x,x3)=p(1)x3+1=x [0 p*(1)x3+1=x ] nos dice que el problema no tiene ninguna solucién.

[EI dato propuesto inicialmente u(x,0)=x — p(0)-0+1=x, penalizaba a quienes (resolviendo como separable)
eligiesen como caracteristicas x3y~1=C y, por eso, propuse como alternativa este nuevo dato mas neutral].
Que ambas eran caracteristicas lo decian: T=3x3—3x2x=0 (en la nueva) y T=1-3-0—0-x=0 (en la inicial).

B2—4AC=—4 {E=X—2y {Uy=—2Ug+un {“W=4“EE—4“E'7+“W

eliptica n=y Ux = Ug Uxy i—2u55+ugn — |Uge+Upn+un=8E+2n ‘ (no resoluble).
Uxx = Ugg
3. Para aplicar D’Alembert extendemos a g* impar definida entodoR:  __ gl
N
1 X+t 4 . . 4 \ 2 3 4
Entonces u(x, t) =5 w—t 9 (s)ds sera la solucién del problema. -t

179 14 3 35244 13
u(3, 6)=§f_3g*im=par§f3 (s2—6s+8)ds=[5 -3 +4=—L+4=|-

Wl

Para t>7 es 3—t>—4 y 3+t>10. Por tanto u(3,t) = % 33_+ttg* = @ pues las areas se cancelan.

Para 1<t<5 es —2<3—t<2 y 3+t>4, conloque u(3,t)= %f;(52—65+8)ds= —% I[sldiogifigae]

Qe+k?a+2u=0 . —k2t—2t C:L — /I e—k =7 e—2ta—(t+1)K? — e —x?/(4t+4)
{a(k,0)=ﬁe—k2_) d=p(k)e - p(K)=+v2e K, G=v2e2te - |ulxt) = —e

Sélo hemos necesitado la F[f”/] y las de las gausianas: F[ e‘ax2]=%e‘k2/4a y la similar.




Soluciones de los controles 2 y 2* de Métodos Il (E) (14-5-14)

1. Sea 3xy’’—

2y’—3x“y=0. Hallar 2 términos no nulos del desarrollo de una solucién que se anule en x=0

dando la regla de recurrencia. ¢En x=0 son todas las soluciones analiticas? éSon derivables? [0.6 puntos]

x=0 es singular regular con r(r—l)—%-r+0=0, r1=§ y r=0.Se anulaen x=0: y1=> cxxk*+>3 —

k=0
Z[3(k+%)(k+§)C/<Xk+2/3—2(k+%)C/<Xk+2/3—3Cka+11/3] = Z[k(3k+5)ckxk+2/3 3Ckxk+11/3] 0
k=0

k=0
— x2/3:0cg=0, cg indeterminado; x°3:8c1=0, c1=0; x%3:22c,=0, c»=0;

3 1 C3k—
xK*+2/3 1 k(3k+5)ck —3ck—3 =0 — Ck=EiysChk-3 = C3=14C0. [ C3k=rgorrsy ¥ C3k+1=C3k42 =0]

Los dos términos pedidos son, pues:

=x53T14+ Lx34...7=x53 4 1143
y1=x>3[1+ 753+ [=x3 + 35x143 +

La otra solucién y, = Zbkxk es analitica, pero la y; de arriba no lo es. Todas son derivables. Claramente
k=0

lo es y,.Y también y1, producto de funciones derivables (x>/3 lo es, aunque no tiene derivada segunda)

1*. Sea 3xy”—y’—3x%y=0. Hallar 2 términos no nulos del desarrollo de una solucién que se anule en x=0

dando la regla de recurrencia. ¢En x=0 son todas las soluciones analiticas? é¢Son derivables? [0.6 puntos]

x=0 es singular regular con r(r—l)—%-r+0=0, r1=% y r=0.Se anulaen x=0: y1=> ¢xk*43 —

k=0
S [3(k+%)(k+%)ckxk+1/3 _ (k+%)C/<Xk+1/3 _ 3Ckxl<+10/3] = [k(3k+4)Cka+1/3 _ 3Ckxk+10/3:| =0
k=0 k=0
— x13:0cg=0, cg indeterminado; x%3:7c1=0, c1=0; x7/3:20c=0, c»=0;

3 1 C3k—
XK+1/3: k(3k+4)ck —3ck-3 =0 — Ck=pEprayCk—3 — C3=13C0. [ C3k=rioeray Y C3k+1=C3k+2=0]

Los dos términos pedidos son, pues:

— y4/3 134 ... =43 4 1413/3
y1=x¥3[1+ 35x3 +---]=x¥3 + 5x133 +

La otra solucion y,= Zbkxk es analitica, pero la y1 de arriba no lo es. Todas son derivables. Claramente
k=0

lo es y,.Y también y1, producto de funciones derivables (x%3 lo es, aunque no tiene derivada segunda)

2. Sea {x2y”+ Ay=5x2—3x3 a] Estudiarsi A=0y )\=% son o no autovalores del problema homogéneo,
) y(1)=y(2)—y’(2)=0 " escribiendo la autofuncién cuando lo sea. [ tan'3%~0.36].
b] Precisar ambos casos cudntas soluciones tiene el problema no homogéneo

[0.6 puntos]

alEuler. p(u—1)+A=0, p=221= 1,210, si A=0 (0 directamente y”/=0); p=3%1,si A=

A=0: y=c1x+C2, y'=c1 — 212:00 } = c1=—cz. Es autovalor con autofuncién _

A=3:y=xY2[c1cos P +c;sen 2] Yo o,y = Leox~V2[ sen !0 4 cos X7
y(2)-y'(2) = c2¥2[3sen!2 —cos!12]. EI []=0 si tanD2=1

N

y noloes. c1=c2=0. No es autovalor.
el homogéneo tiene sélo la solucidn trivial y el no homogégeo tiene solucidn tnica.
SiA=0: [y’]'=5-3x. fl (5—3x)(1—x) dx =f1 (5-8x+3x?) dx = 5-4[x?]?+[x3]2=0 = infinitas soluciones

. 5x2 x2 C.C. Ci1+C2+2=0 \ \
[O bien, y = CGiX+C2+5-—5 — C1t+Cot2=0 } — una de las dos constantes queda mdetermlnada].

b] Para )\_7

2%, Sea {xzy”+ Ay=7x?-3x3  alEstudiarsi A=0 y A=3 son o no autovalores del problema homogéneo,
' y(1)=y(3)-2y’(3)=0"  escribiendo la autofuncién cuando lo sea. [tan'22~0.61].
b] Precisar ambos casos cudntas soluciones tiene el problema no homogéneo

[0.6 puntos]
al A=0: y=cix+ca, y'=cy — 1+c2=0

te=0 } = c1=—c2 . Es autovalor con autofuncién | yo = {1—-x}|.

i 1)=0
A:%, H:%:I:Iii y=x1/2 |:C1 cos |nZX+CZSen Inzx] y(_), c1=0, y’ _%sz—l/Z[Sen +COSInTX:| =
y(3)=2y’ (3)—C2‘/_[2 Senlnz3 COSE] El [-(]=0 si tanmz

ynoloes. ci=c2=0. No es autovalor.
b] Para A=3 el homogéneo tiene sélo la solucién trivial y el no homogéneo tiene solucién tnica

Si A=0: [y']'=7-3x. [[(7-30(1—-x)dx = [}(7-10x+3x?) dx=14—40+26=0 = infinitas soluciones
[O bien, y_C:|_)(+C2_|.E_X2 cc c1+c2+3=0

> C1+Co+3=0 } = una de las dos constantes queda indeterminadal.




ut— %Uxx =0, xe(0,m), t>0 Resolverlo por separacién de variables utilizando

. . . . t
u(x,0)=1,u(0, t)=u(m, t)=et * la v=e"t que proporciona el formulario. [0.8 puntos]

3. Sea {

Wt — %Wxx =e7t, xe(0,m), t>0 Al ser problema no homogéneo debemos hallar las Xp
w(x,0)=0, w(0, t)=w(m, t)zo " del homogéneo. Sabemos que al separar variables en él:
X"+AX=0, X(0)=X(m)=0 —» Xp,= {sennx}, n=1,2,...

w=u—v — {

L, _ o = , n2 ot o _t
Llevamos a la ecuacion w(x, t)=>" Tp(t)sennx — >’ [Tn+ TTn]sen nx=e"'=>'Bpe~fsennx,

n=1 n=1 n=1
siendo Bj = %fg sennxdx = %[1—cos nm] = %[1—(—1)”] (que se anula para n par).
Del dato inicial: w(x, 0)=Z Th(0)sennx=0, deducimos que debe ser T,(0)=0Vn.
n=1
Debemos pues resolver los infinitos problemas (con n impar):

2
T/ +5-Th=Bpet ¢ gi
{ (I - Tn=Ce_n2t/4+482n—e—l>Tn(t)= 4an (e7t— e—nzt/4).
Th(0)=0 yp=Ae~to férmula n¢—4 nZ2—a

La solucién es, por tanto: | u(x, t)=e~t+ 1—n6 —e~(@m=1’t/4] sen(2m—1)x

= ) -
mz::l GrDren—r=aLe

ur— %uxx =0, xe(0,m), t>0 Resolverlo por separacién de variables utilizando

. ‘4 Lz 0.8 t
u(x,0)=1,u(0,t)=u(m t)=et ~ v= e~tcos2x, que cumple también la ecuacion. [0.8 puntos]

3*, Sea {

1
-7 =0,xe(0,m), t>0 < ;
w=u—vVv { Wit = 3 Wx x&(0,m) . Problema homogéneo (el primero de los apuntes).

w(x,0)=1—cos2x, w(0, t)=w(m, t)=0

Sabemos (formulario) que al separar variables salen X”+AX=0 vy T’+%T=0.

Y de los datos de contorno del problema salen los datos de contorno para la X: X(0)=X(m)=0.
Por tanto, son Ap=n?, X,={sennx}, n=1,2,..., y para esos A obtenemos T = {e="°t/4}.
Construimos la serie w(x, t)=>"cp e~"t4sennx , a la que sélo le falta cumplir el dato inicial:

n=1

w(x,0) = Z cnsennx = 1—cos2x — sus coeficientes vienen datos por la integral:

n=1

cn=%fg(1—c052x)sennxdx=w-%fg[sen(n+2)x+sen(n—2)x]dx (si n=2, fgsen4xdx=0).

_ 2[1-(=D)"] + [cos(n+2)n—1 + cos(n—2)n—1:| _ 1—(=1) [g_ 1 L] _ —=8[1-(—1)"]
- nm (n+2)m (n—-2)m - i3 n n+2 n-247  mn(n2-4)

La solucién es, por tanto: | u(x, t)= e tcos2x— 1% e~(m-10t/4 sen(2m—1)x

> 1
m; 2m=DI(2m—1)2—4]

[Las expresiones obtenidas en 3 y 3* definen, desde luego, la misma solucién Gnica del problemal.




Soluciones del control 2 de Métodos Il (C) (14-5-14)

1. Sea x2y” + x(1—x2)y’ + (3x2—1)y = 0. Hallar una solucién no trivial que sea analitica en x=0, dando
la regla de recurrencia. {Estan acotadas todas las soluciones en x=07? [0.6 puntos]

x=0 es singular regular con r(r—=1)+1-r+0=0, ri=1y rp=—1. Es analitica en x=0: y1=2ckx’<+1 —
k=0

STk+1)kexK+ + (k+1)cpxk+ L — (k+1)cxk*3 + 3cpexk*3 — cpxk+1] -
k=0

x1:co—co=0, co indeterminado; x2:2c1+2c1—c1=0, c1=0; x3:8c2+2co=0, cz=—%co;

xk+1: (k4+2)ck— (k—1—3)Ck—2 =0 — ck=%ck_2 — C3=C5=C7=--=0Yy c4=0=cg=cg="--.

La solucién pedida es, por tanto, el polinomio | y1 =x[1— zx2]=x— 7x3

Esta y1 claramente estd acotada en x=0, pero la otra solucién y2=% Z bixX + dy1Inx no lo esta.
k=0

El primer sumando se va a £ y el otro (caso de existir), tiende a 0.

X2y +xy’ + Ay =0 a] Escribir la ecuacion en forma autoadjunta. [0.6 puntos]
y(1)—y’(1)=y(2)—2y’(2)=0" b] Precisar si A=—1 y A=0 son o no autovalores del problema.

X2y + xy’+ Ay =x2—a, aeR
y(1)—y'(1)=y(2)-2y’(2)=0

2. Sea {

c] Discutir cuéntas soluciones tiene { para ambos valores de A.

al y” + %y’ + Xiz,\y =0, ef]Vx=x, [xy’]'+%)\y =0 | forma autoadjunta.

b] Euler. p(u—1)+u+A=0, uy=++/—X - u==+1,si A=—1; u=0, doble A=0.

2c2=0 — ¢c2=0 y cualquier c1 .
A=—1:y=c1x+cx 1, yy=c1—cox2 - 171 } .
y=a 2 y'=a-c 5C2+5c2=0 Es autovalor con autofuncién {x}.
C1—C2=0

—0 - — / -1
A=0:y=c1+c2Inx, y'=cox™* — C14CoIN2—Co=0

} — c1=c2=0. No es autovalor.

c] Para A=0 el homogéneo tiene sélo la solucién trivial y el no homogéneo tiene solucién tnica Va.
Para A=—1: [y’]'—%y = x—3 . Tendré infinitas o ninguna solucion dependiendo del valor de:
flz(x—?()xdx =f12(x2—a)dx =1—a. Tiene infinitas soluciones si a=J. Ninguna si a#7%.

[Bastante mas largo seria hallar la solucién particular de la no homogénea e imponer los datos].

Ut — Uxx = M2t cosmx, x€(0,1), t>0

u(x,0)=x, ux(0, t)=ux(L, )=0 [0.8 puntos]

3. Resolver por separacién de variables {

Como es no homogéneo debemos hallar las X, del homogéneo. Sabemos que al separar variables en él:
X"+AX=0, X’(0)=X'(1)=0 — X,={cosnnx}, n=0,1,2,... [Xo={1}].

Llevamos a la ecuacion u(x,t)=To(t)+ > Ta(t)cosnmx — T+ > [T/ +n?m?Ty]cosnmx = m?t cos mx .
n=1

n=1

La funcién de la derecha ya estd desarrollada en esa familia de autofunciones.

Del dato inicial: u(x,0)=To(0)+ i Th(0) cosnmx=x, deducimos que debe ser T,(0)=a,, siendo:
n=1
2 2

1 n>1. 1 1
ao=f0xdx=%, an = 2f0xcosnnxdx=ﬁ[xsennnx](1)—ﬁ o sennmxdx =

2[(=1)"—1]

e (se anula si n par).

Debemos pues resolver infinitos problemas de tres tipos:

T)=0

0 1
To=1,

{To(0)=1_’ 072

T,+T[2T1=T[2t d.i
{ 1 T1=Ce_ﬂz’:+l’—l2 =5 T1=t—l2—%e—"2t.
z m mooTm

4 —_
T1(0)=—F yp=At+B

T/ +n2m2Th=0 d.i.
{ n n - Tn=Ce—”2"2t—» Tn=ane—”2"2t (n>2, nulas si n par).

Th(0)=an

La solucién es, pues: | u(x,t)= % + (t—i -3

2 e 2.2
5 —z€ ™) cosmx— % > Me—(zm—l) ™t cos(2m—1)x
m=2




