Ejercicios evaluables 1 de Métodos Il (E)

1. Resolver (y+2x)uy —xux =y con el dato u(1,y)=1. ¢Es Unica la solucién? [0.3 puntos]

u(x, 0)=ut(x,0)=0 . a] Hallar u(g, m). bl Hallar u(x,m) para x>m. [0.3 puntos]

Ut—Uxx=0, x>0,teR
. Sea {
u(0, t)y=sent [Ayuda: v=sentcosx cumple el dato de contorno y la ecuacién].

Ejercicios evaluables 1 de Métodos Il (D)

1. Resolver 2yu, — xux = u—x2y con el dato u(2, y)=0. ¢Es Gnica la solucién? [0.3 puntos]

Utt—gl.lx)(:O, X€[0l4]l teR

. Sea u(x,O)={g<,;1€)%,_12])d[x2,eﬁ’2], ur(x,0)=0 . a]Hallar u(%,% . bl Dibujar u(x,1). [0.3 puntos]

u(0,t)=u(4,t)=0

N

Ejercicios evaluables 23 de Métodos Il (E)

1. Sea (a+4x2)y” +y=0. al Si a=0 hallar la solucién general de la ecuacién para x>0.
bl Para a=1 hallar el desarrollo en serie hasta x* de la solucién que cumple y(0)=2, y’(0)=0.
¢{Dénde converge, al menos, la serie solucién anterior? [0.35 puntos]
2. Sea (P) {y”+)\y= 0 ) . al Pr,opar que Ag=0 es gutpyalor y hallar la {yo} asociada. Justificar
y(0)=y(1)-y’(1)=0 graficamente que hay infinitos A, >0. [Dato: se ve que no hay A, <01].
b] Hallar el coeficiente que acompafa a yo en el desarrollo de f(x)=1 en serie de autofunciones de (P).
cl Precisar cuantas soluciones tiene y”/+m2y = x con esas condiciones de contorno. [0.45 puntos]

Ejercicios evaluables 23 de Métodos Il (D)

[

. Sea x2(1+x2)y” —6y=0. Hallar los 3 primeros términos no nulos del desarrollo en serie de una solucién
acotada en x=0, encontrando la regla de recurrencia. ¢Cuél es el coeficiente de x2°12 en dicho desarrollo?
¢Son analiticas todas las soluciones en x=07? [0.35 puntos]

Sea {y”—6y’+)\y=0 al Hallar sus autovalores A, y autofunciones {yn}, escribir [0.45 puntos]

y(0)=y(1)=0 - la ecuacion en forma autoadjunta y calcular {yn, yn).
b] Precisar cuantas soluciones tiene y”’—6y’—7y=7 con esas condiciones de contorno.

Ejercicios evaluables 4 de Métodos Il (E)

Utt + 2ur — Suxx =0, x€[0,m], teR i) para cualquier g(x)

u(x,0)=0, ue(x, 0)=g(x), u(0, t)=u(m, t)=0 ii) para g(x)=2senx [0.45 puntos]

1. Resolver {

Au= rsen%, r<4, 6€(0,m)

’ 0.35 t
u(4,0)=0, u(r,0)=ug(r, m)=0 [ puntos]

2. Resover el problema plano {

Ejercicios evaluables 4 de Métodos Il (D)

utr —4duxx =0, xe€(0,m), t>0

1. Resolver {u(x,0)=0, ux(0, )=0, u(m, t)=8t -

[0.5 puntos]

Au=0,r<2,6€(0,5
2. Resover el problema plano { ur(2,0)+ ku(2,8)=8cos26, para: i) k=1, ii) k=0 [0.3 puntos]
ug(r,0)=ueg(r, g) =0




Soluciones de los ejercicios evaluables 1 de Métodos Il

’ 1. Resolver (y+2x)uy —xux =y con el dato u(1,y)=1. ¢Es Unica la solucién? [0.3 puntos]

lineal L
% =—%—2 nes y= g —%fodx=§—x, X(y+x) = C caracteristicas.

= + 2
{izzy[m);jor] - u,,=—§=1—r752 - u=p(£)+n+% = p(xy+x2)+2x+y.

ul,y)=ply+1)+2y—-1=1 - p(v)=-v — |u(x,y) = 2x+y—xy—x2 ‘ .

Solucién Unica pues x=1 no es tangente a las caracteristicas,
como prueba el dibujoo A=0-:(y+2)—1-(-1)=1#0.

. o [E=xy+x? 2_ 2,y =Y —_n o= 72— 2
[Mas largo seria: {’7=y , 4E+n°-=(2x+y) Un=yiox = Jae? u=p(&)+v4&+n* =p(xy+x )+2x+y:|.
Ust—Uxx=0, x>0,teR
2. Sea { u(x, 0)=u¢(x,0)=0 . a] Hallar u(%,n). b] Hallar u(x,m) para x>m. [0.3 puntos]
u(0, t)y=sent [Ayuda: v=sentcosx cumple el dato de contorno y la ecuacién].

Primero hay que hacer las condiciones de contorno homogéneas. Con la v=sentcosx dada:

th_WXX=0' X, teR
w(x, 0)=0, we(x, 0)=g*

w=u—
—_

w(x, 0)=0, w¢(x,0)=—cosx — {
w(0, t)=0

con g* extensién impar a todo R de —cosx, es decir:

v { Wit—Wxx=0, x>0,teR

L X+t
Entonces la solucidn viene dada por u(x,t) =sentcosx+ % Xt g*(s)ds.

u(x,)
2]
. 3m/2 3n/2
En particular: a] u(%,m)=0+1 _1152 g* 3 n/nz/ cossds=[1]. V\

g* impar
[No hemos necesitado utilizar la expresién de g* que en x<0 serfa cosx ].

XA = %[sen(x—n) —sen(x+m) = @ :

X—T
[Como las ondas viajan a velocidad 1 a esos puntos todavia no ha llegado la perturbacién del origen].

b] Si x>, sélo se integra la g inicial: u(x, m) = 0+%

1. Resolver 2yuy, —xux =u —x2y con el dato u(2, y)=0. ¢Es Unica la solucién? [0.3 puntos]
% = —Zx—y — y=Ce2logx = X% x2y = C caracteristicas. s I
, [o u}aojo] 1 |
E=XY _, , —_u=f _ ,—pE_ 1 — p&) — pOCy) | 42 |
{I’]=X Un= n u= n +nf5d’7— n +E = b% +XxX°y. 05
u(2,y)=" 14y =0 - p(v)=-2v — |u(x,y) = x2y-2xy |. — =
-0.5 I
= 2 -
° {§=; Y = up="5 — u=p(E)NY2+ £ =p*0Cy) Yy + X2y (y20). \\ o :

U(2,Y)=p*(4Y) /¥ +4y=0 — p(V) =24V — |u(x,y) =XPy—2xy |.

Solucién Unica pues x=2 no es tangente a las caracteristicas. Se ve en el dibujoo A=0-2y—-1-(-2)=2#0.

urr—9uxx=0, x€[0,4],teR

2. Sea u(x,0)={gf;le)%r_12])d[xfi]l’2], ug(x,0)=0 . a] Hallar u(%,% . bl Dibujar u(x,1). [0.3 puntos]

u(o,t)=u(4,t)=0

Para utilizar D’Alembert hay que extender la f dada de forma 14 roo
impar y 8-periddica a una f* definida en todo R. La solucién 4 * 12 . N_
viene entonces dada por u(x, t) = 3 [f*(x+3t) +f*(x—3t)] . 2 .'_?1./2 \J. A 8T
5 4y_1 13 3 1 3 3 3 1
a1 u(G D=3+ D] D+ D] s D=5
8-per impar u(x1)
b] Para hacer el dibujo basta trasladar la grafica de %f* aizquierda y 1/81- - - > = «

derecha 3 unidades y sumar ambas graficas en [0, 4]. N 0’ 1 2 3 4
[A ambas ondas les ha dado tiempo de reflejarse en el extremo e invertirse].



Soluciones de los ejercicios evaluables 23 de Métodos Il (E)

1. Sea (a+4x2)y” +y =

0. al Si a=0 hallar la solucién general de la ecuacién para x>0.

bl Para a=1 hallar el desarrollo en serie hasta x* de la solucién que cumple y(0)=2, y’(0)=0.
¢{Dénde converge, al menos, la serie solucién anterior? [0.35 puntos]

al xzy”+%y=0 es de Euler con )\()\—1)+% = ()\—%)2 =0 — ’ y=(c1+c2Inx)x¥2 |, x>0.

[Una solucién vélida también para x<0 seria y =(c1+cz In|x|)|x|2].

bl x=0 es punto regular de (14+4x2)y” +y =0 y los datos iniciales nos dicen que co=2 y c1=0.

Sk o 3 [k(k—1)ckxk—2 +ak(k—1)ckxk] + 3 cixk =0 —
=0 k=2 k=0

o

. d.i.

X% 2c2+c0=0—ca=—3co=~1; x!: 6c3+c1=0—cC3=—¢C1=0;

x2: 12c4+8c2+c2=0 — C3=—%C2=

O bien: y”’(0)+y(0)=

D y=2-x2+3x4+---

Hlw
l

0 - y”(0)=-2. Derivando: (14+4x2)y"”’+8xy” +y’=0 — y""’(0)=-y’(0)=0.

Derivando otra vez: (1+4x2)yV+16xy”’+9y”’ =0 — yV(0)=-9y"/(0)=18.

. _ y'(0), 2 o y"(0),,3 y¥(0), 4 — 2, 3,4
Por tanto: y(x)=y(0)+y'(0)x + *5=X* + 25=X> + 75 X" + - =2 = x* + X" +---

Como el desarrollo de b(X)=—— T

1

. 1 . 1.
7z converge si x| <3, porque el denominador se anula en X-:l:zl

o0 porque esta serie geométrica converge si 4x2 <1, la serie solucién al menos lo hard en (- 2 2)

k—1)2

[Se puede comprobar que converge ahi utilizando el cociente y la regla de recurrencia Ck+2=_(l<(+22)wck]'

17 —_
2. Sea (P) {y +Ay=0

a] Probar que A\o=0 es autovalor y hallar la {yo} asociada. Justificar

y(0)=y(1)-y’(1)=0 - gréficamente que hay infinitos A, > 0. [Dato: se ve que no hay Ap<0].

b] Hallar el coeficiente que acompafa a yo en el desarrollo de f(x)=1 en serie de autofunciones de (P).
c] Precisar cuéntas soluciones tiene y”’+m2y = x con esas condiciones de contorno. [0.45 puntos]

al A=0: y=ci1+CXx, y'=c2—

A>0: y=c1C0sWX+Cysenwx, ¥y’ =—wcisen wWx+wc coswx, w=+vA —

c1=0+

c2(senw—wcosw)=0
Hay infintos w, con wp=tanwp, — )‘”=W,21' yn={senwpx}.
[Con algln método numérico se irfan calculando: wi~4.493, wy~7.725,...].

Como BB’ <0 podria haber A <0. El dato nos dice que no, pero lo comprobamos:

y=ci1ePX+cre PX —

[no existe p>0 con p=thp, pues (thp)’'(0)=1].

b] Los coeficientes del desarrollo 1 = Z cnyn(x)=cox + Z sen wpx vienen dados por ¢, =

En particular, (1, x)

C1+Ca—Cr=0 } — ¢1=0, ¢z cualquiera — Ag=0 autovalor con |yo={x}]|.

} C2 queda indeterminado si sehnw=wcosw.

)
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tanw |
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(=)
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E

aa=-cN —-y=0
calpleP+eP]-[eP—eP])=0 [ V=D

(1 Yn)
Wnyn)

n=0 n=1

12

1 1 1 1 3
=[,xdx=35y (x,x)=[yx?dx = 5. Por tanto, co = 5 =5 1=3x+--

. . . 1
Calculemos, aunque no se pida, el resto de coeficientes: (1,senwpx) = fo senwpxdx = Win[l—cos wnl;

(senwpx, sen wpx) =

j‘l 1- cosanx dx = 1_sen2wp _ 1 _senwpcoswp _ 1—c052wn Cch =
2 Aw, 2 2wn - 2 =N T wh(l4coswp)

c] El problema homogéneo tiene sélo la solucién trivial, puesto que A=m2 no es autovalor de (P).
[Es inmediato que senm# mcosm (0#—m), o estd claro viendo el dibujo de arriba].

Por tanto, el problema no homogéneo tendra solucién unica.

c. X]

. ’ o . . C.
[No se pide, pero seria facil hallarla. Una yp se ve casi a 0jo: y = €1 COSTTX+C2 Sen mx +% = y==1].

2




Soluciones de los ejercicios evaluables 23 de Métodos Il (D)

1. Sea x2(14+x2)y”’—6y=0. Hallar los 3 primeros términos no nulos del desarrollo en serie de una solucién

acotada en x=0, encontrando la regla de recurrencia. ¢Cuél es el coeficiente de x2°12 en dicho desarrollo?
¢Son analiticas todas las soluciones en x=07?

[0.35 puntos]

x=0 es punto singular regular de x2y”’ — 1fxzy=0 con A(A-1)-6=A-3)(A+2)=0 - A\1=3, Ap=-2.

Estd acotada en x=0 la y1= Z Cxk+3, co#0 [la serie convergera al menos en (-1, 1), donde lo hace b*(x) ]
k=0
-3 [(k+3)(l<+2)c/<x’<+3 + (k+3)(k+2)cexk+5 — 6ckx’<+3} =0 — x3: 6co—6co=0, cg indeterminado
0

x4:12c1-6c1=0, c1=0; x3: 20c2+6Co—6c2=0, C2=—3Co ;

xk+3: (k+5)kck+(k+1)kck—2=0, Ck=—I/§I§ Ck-2 = c3=c5=---=0, ca=—3C2=55Co0 —

3_3x54 37 _
Yy1=x X2 + 57X

El coeficiente de x2912, como el de todas las potencias pares de la serie solucién, es [0]

La otra solucién y» =Xi2 Zbkx’<+ dy1Inx es obviamente no analitica tanto si d#0 como si d=0
k=0

[Haciendo célculos se comprueba que y» es la sencilla funcién no analitica y2=%+1}

2. Sea {y”—6y’+)\y=0

a] Hallar sus autovalores A, y autofunciones {yn}, escribir
y(0)=y(1)=0

L . 4 t
la ecuacidn en forma autoadjunta y calcular (yn, yn) . [0.45 puntos]
b] Precisar cuantas soluciones tiene y”’—6y’—7y=7 con esas condiciones de contorno

al Las soluciones de la lineal con coeficientes constantes dependen de p2—6u+A=0, u=3+/9-X .
La ecuacién en forma autoadjunta queda: [e=®%y’]" + e Xy =0. r(x) =e~®

Como aa’=pB’=0 sabemos que los A>0, pero esto no ahorra célculos, pues hay que mirar A<,=,>9
.y = ¢ eB3+P)x G-PX p= /G C1+62=0, c2=-C1 3[eP_a—P] = —cy=
A<9: y=cie +cze ,p=v9=-2 CLe3HP e3P }—>c1e [eP—eP]=0— c1=c2=0.
—0: y— 3x _, A =0 = —
A=9: y=[c1+caXx]e [C1+Ca]e3=0 } — y=0. A=9 tampoco es autovalor.

o 3X vy ST y(0)=c1=0+ _ _
A>9: y=[c1coswx+crsenwx]e3, w=vA-9 — J(1)=Cy €3 580 W=0 } — w=nm, n=1,2,... —

An=94n2n? |, ’ynz{e3xsennnx}

1 1
(yn., yn) =f0 e~ X e6XsenZnmx dx = f 1= COSZ”"" dx =3 [Senznnxjo

peso 2 anm

,h=1,2,...

b] El problema homogéneo tiene sélo la solucién trivial y=0, puesto que A=-7 no es autovalor de (P)
[cosa que se sabia desde que vimos que los A>01.

Por tanto, el problema no homogéneo tendra soluciéon unica.

[Soluaon que se podria calcular imponiendo los datos a la solucién y=c1e’*+c,e™X—1, con y, que se ve a 0jo]




Soluciones de los ejercicios evaluables 4 de Métodos Il (E)

Ut + 2ur — S5uxx =0, xe€[0,m], teR i) para cualquier g(x)
1. Resolver { u(x,0)=0, ut(x,0)=g(x), u(0, t)=u(m, t)=0 ii) para g(x)=2senx [0.45 puntos]
. _ . . T”+2T_)(_”_ X”+)\X=O
Separando variables u(x, t)=X(x)T(t) se tiene: 57 = x = { T/ 42T/ +5AT = 0

De los datos de contorno se deduce x(0)=X(m)=0, y por tanto: Ap=n?, X,={sennx}, n=1,2,...
Para esos A es: T=e™t [cl cos (v5n?2-1t)+cysen(v5n2-1 t)} , pues u24+2u+5n?=0 — u=-1+iy/5n2-1.

Imponiendo ya el dato inicial homogéneo: T(0)=0 — ¢1=0, Tn={e—tsen (v5n2-1 t)}.

(o]
La solucién serd de la forma |u(x,t) = Z che~tsen (\/ 5n2-1 t) sennx |. Imponemos el dato que falta:
n=1

ur(x, t) =icn e‘f[\/SnZ—l cos (v/5n2-1t) —sen (v/5n2-1 t)} sennx —
n=1

0 T[
i = 2—1 = — = ;
i) ut(x,0) n;cm/Sn sennx = g(x) Cn Y L g(x)sennxdx

ii) En el caso de ser g(x)=2senx, todos los c,=0 excepto c1v4=2 — ’ u(x, t) =etsen2t senx

Au = rsen?, r<4, 6¢€(0, m)

2. Resover el problema plano { (4, 8)=0, u(r,0)=ug(r, =0 "

[0.35 puntos]

1”7 —
Las autofunciones del homogénero las da: {8(0';);%,_(1?)=0 - )\n=(2n2—1)2 , Op={sen 2n2—19}_ Q
n=1,2,...
0 _ [ 2R1/+ RI—)\ R
Probamos, pues: u(r, )= Rn(r)sen 2”2—19 -3 i rrz" el

n=1 n=1

56
>

sen 2”2‘1 6=rsen

Del otro dato de contorno se deduce que R,(4)=0, y ademds la solucién ha de estar acotada para r=0.

Como si n#3 es Ry =0 solucién (la Unica, pues sabemos que el problema la tiene), sélo hay que resolver:

— R3=c1r”?2+cr->? +R3p, con R3p=Ar3 (por no ser 3 autovalor)

— 6A+3A-2A=1, A=1;.

2 25p_ .3
{r RY+rR,—R3=r
R3 acotada, R3(4)=0

r3/2 r=>/2

[Més largo es utilizar la [fvc]: 5/

=_5 = p-5/2 (2 52 (2 4,3
sp2 52| T T R3p=r f—S/r_r J ==

c=0

Imponiendo los datos:
P 32c1+7564=0, c1=—

— | u(r, 0) = 1= (r3-2r5/2) sen?

3
11




Soluciones de los ejercicios evaluables 4 de Métodos Il (D)

ur —4duxx =0, xe(0,m), t>0
1. Resolver { u(x,0)=0, ux(0,t)=0, u(m, t)=8¢ ° [0.5 puntos]

Lo primero es hacer cero las condiciones de contorno: v=8t —
w=u—-Vv

Wt — 4VVXX =="8
w(x,0)=0, wx(0,t)=w(m, t)=0 "

Separando variables en el homogéneo u(x, t)=X(x)T(t), el formulario dice que resulta:

X" +AX=0 _(2n=132 , _ (2n-1)x _ fc TV -
{X’(0)=X(n)=0 — An=(5 ),Xn_{cosT},n—l,Z,... [y ademas T'+4AT =0].

Probamos como siempre en problemas homogéneos una serie con las autofunciones del homogéneo:
= 2n—-1)x = 2n—-1)x & 2n-1)x
w(x, t) = ;Tn(t)cos % - n2=1 [T, +4AnTn] cos % =-8 =,’§Bn cos % ,

: _ 16 (m (2n-1)x _ 32 n-Dx ™ _ 32(=1)"
siendo By = -3 [ cos 52X dx = — GneDw Seh }0 = Gn—Dym -

{T,g+(2n - 1)2T, =8B,
Th(0)=0 '

Como w(x,0)= Z Th(0)cos w =0, debemos resolver:
n=1
: . ¢ — ra—(2n-1)2t Bn —__—Bn
A simple vista se ve una Tpp asi que Tp(t) = Ce~ (-1t 4 @17 1 toro C=nty

Por tanto:

S 1) -(2n- 2n-1
u(x, t)=8t+¥ ,,Z; (Z(n—)1)3 []_ —e—(2n 1)2t] Cos( n2 )x

[Se podria buscar una v que, ademas de las condiciones de contorno, satisfaciese la ecuacién; tanteando
un poco, se encuentra v=8t+x2—m?. Con ella pasarfamos a resolver el siguiente problema homogéneo:

Wt —4wxx =0 > 2 _ . ) L
— —(2n-1)2t (2n-1)x .
w=)» cpe cos , € imponiendo el dato inicial:
{ w(x, 0)=12 —x2, wy (0, t)=w(m, t)=0 ,,; n 2 P
_ 2 (M, 2 2 (2n—=1)x _ 4(m2—=x?) (2n-1)xm 8 s (2n—=1)x _ _ 32(=1)nt?
ch=1% fo (m?=x?%) cos ==->dx = TzZn=1) SeN 3 ]0 + 1@ fo xsen - =—-=dx=-..= EeT S

0
.z -1)n — —1)2 —
con lo que otra forma de la solucién es: u=8t+x2-n?-325 ﬁe (@n-1)%t cog 20X ],
n=1

Au=0,r<2,60€(0,5
2. Resover el problema plano { ur(2,0)+ ku(2,8)=8cos26, para: i) k=1, ii) k=0 [0.3 puntos]
up(r, 0)=ue(r, g) =0

, , 0" +10=0 )
Separando variables se tiene: rioy— Ty r An=4n%, Op={cos2nb}, n=0,1,2,...
0’(0)=0’(3)=0
n=0,1,2,...
R acotado o
Y ademas: r2R”+rR’-AR=0— RO=C1tc2Inr == Ro={1} u=%+Y axnr’"cos2né.
Ran=c1r?"+car=2" — Rap={r?"} P}

Imponiendo el Gltimo dato de contorno: k% + i azn [2n22”‘1+k22”] cos2n6 =8cos26.

n=1

i) Para k=1, todos los a;,=0, excepto az[4+4]=8, y la solucién (lUnica) es: ’ u(r,8) =r?cos26

ii) Para k=0 (es problema de Neumann), ap queda libre, a;[4+0]1=8, y los demds az,=0.

En este caso existen las infinitas soluciones: ’ u(r, ) =C+2r2cos26 ‘ .

Si el dato hubiese sido ur(2,8)=8sen26 (perddn otra vez), para ii) no habria solucién, pues deberia ser:
Z n22"a, cos2n6 = 8sen26 = A7°+2An cos2n6, y esto es imposible, pues Ag= 176%1/2 sen20d6= 1—116 #0.

n=1 n=1

A la misma conclusion llegariamos observando que deberia ser: 0= {0 =fands=0+f:/285en29 2d6#0.

[En cambio, si se cumple que: 0 = fg/z 8cos26 2d9=0]




