
Parcial de 11 de abril de 2011 de Ecuaciones Diferenciales II (grupo residual)

Hacer los problemas 1 y 2, y elegir entre el 3 y el 4.
[Puntuaciones sobre 4.5, que es lo que vale el examen].

1. a] Hallar (y simplificar) el desarrollo de ƒ ()=  en serie de autofunciones del problema
�

X′′ + λX = 0
X(0)=X′(π)=0 .

b] Resolver por separación de variables

¨

t − (1+2t) = 0 , ∈ (0, π), t>0
(,0)=0 , (0, t)=0, (π, t)=1

. [2 puntos]

2. Sea 2yy +  = 4y2 y los datos iniciales: i) (−2, y)=1 , ii) (, 2)=0 .
Hallar la solución para el dato que proporciona solución única. ¿Por qué es única? [1.5 puntos]

3. Escribir en forma canónica la ecuación yy − e2 = 0 . [1 punto]

4. Precisar cuántas soluciones tiene el problema
�

y′′ + 2y′ = ƒ ()
2y(1)+y′(1)=y(2)=0 , para

i) ƒ () = 0
ii) ƒ ()=3−4 [1 punto]

Soluciones

1. a] Las autofunciones del problema conocido son Xn=
n

sen (2n−1)2

o

, n=1,2, ... y sabemos que 〈Xn, Xn〉= π
2 .

Por tanto: cn =
2
π

∫ π

0  sen
(2n−1)

2 d=− 4
π(2n−1) cos

(2n−1)
2

iπ

0
+ 4

π(2n−1)
∫ π

0 cos
(2n−1)

2 d

= 0+ 8
π(2n−1)2 sen

(2n−1)
2

iπ

0
= 8(−1)n+1

π(2n−1)2 . Así pues,  = 8
π

∞
∑

n=1

(−1)n+1
(2n−1)2 sen

(2n−1)
2 .

b] = cumple las condiciones de contorno
=−−→

�

t − (1+2t) = 0
(,0)=− , (0, t)=(π, t)==0

.

Separando variables =XT en esta ecuación desconocida:
X′′

X =
T′

(1+2t)T =−λ →
�

X′′+λX=0
X(0)=X′(π)=0 , Xn=

n

sen (2n−1)2

o

, y además T′+λ(1+2t)T=0 → Tn =
n

e−λ(t+t
2)
o

.

Probamos: (, t) =
∞
∑

n=1

cn e−(2n−1)
2(t+t2)/4 sen (2n−1)2 → (,0) =

∞
∑

n=1

cn sen
(2n−1)

2 = − , hecho en a].

Por tanto: (, t) = + 8
π

∞
∑

n=1

(−1)n
(2n−1)2 e

−(2n−1)2(t+t2)/4 sen (2n−1)2 .

y

-2
x

2. dy
d =

y
2 (lineal) → y=C2, ξ= y

2
↗ η=y→ η=

2η
ξ  , =p(ξ)e

η2/ξ = p
� y
2
�

e
2y

↘ η=→ η=4ξη3 , =p(ξ)eη
4ξ = p

� y
2
�

e
2y

Obviamente ii) es dato sobre característica y el dibujo muestra que para i) no hay
tangencia [o bien, Δ = 0 · 2y− 1 · (−2) = 2 6= 0 ], con lo que la solución será única.

(−2, y)=p
� y
4
�

e4y= 1 → p()= e−16 , (, y)= e−16y/
2
e

2y = ey
�

2− 16
2

�

.
�

Para el dato ii) hay infinitas soluciones, una para cada p∈C1 que cumpla p(1)=0
�

.

3. B2−4AC=4e2>0 hiperbólica. d
dy =±e

 , ±
∫

e−d =
∫

dy+ K → y± e−= K , características.
�

ξ = y+e−

η = y−e− →
�

y = ξ+η
 = e−[η−ξ]

,

¨

yy = ξξ+2ξη+ηη
 = e−2[ξξ−2ξη+ηη]− e−[η−ξ]

→ 4ξη + e[η−ξ] = 0 . ξ− η = 2e− → e = 2
ξ−η → ξη+

η−ξ
2(ξ−η) = 0 (no resoluble).

4. i) Euler o
y′= y=c1+

c2
 , y′=− c2

2
→
�

2c1+c2=0
c1+

c2
2 =0

. El homogéneo tiene infinitas soluciones
n

1− 2


o

.

ii) En forma S-L:
�

2y′
�′=32−4 .

∫ 2
1 (3

2−4)
�

1− 2
�

d =
∫ 2
1

�

32−10+8
�

d = 3
�2
1 − 5

2�2
1 + 8 = 0

⇒ el problema no homogéneo tiene infinitas soluciones.
h

Directamente, hallando la solución general de la no homogénea (por 3 caminos posibles distintos):

y = c1+
c2
 +

2

2 −2 , y
′= − c2

2
+−2 →

� 2y(1)+y′(1)=2c1+2c2−3−c2−1=0
y(2) = c1+

c2
2 −2 = 0

→ c2=4−2c1 , c1 cualquiera
i

.


