Soluciones del examen de junio de 2011 de Ecuaciones Diferenciales Il (grupo residual)

Elegir 5 apartados (de cualquier problema) o problemas que sumen 10 puntos:

a] Hallar la o las soluciones con u(x, 1)=x a partir de las caracteristicas.  [2 puntos]

1. t2us—ux = tu. . )
Sea tur—Ux u b] Resolver con u(x, 1)=f(x) utilizando la transformada de Fourier. [2 puntos]

al % =—t?, x= %+C caracteristicas. § = x—% . Escogiendo ademas:

u

n=t - uy=4% > u=pEN=p(x-pt.

1 1
ex [tmrtg) = un= gty = u= 89 =pla- Dt Y
ux,)=px-1)=x - p(v)=v+1, |u(x, t)=tx+t-1 ‘
La solucién es Unica porque la recta en que imponemos los datos no es tangente a las caracteristicas,
como muestra el dibujo o el hechodeque A=1-1-0-(-1)#0.

t20¢ + ik = td i ' ik _ 7 2 '
{ TSR o k0 = pl et S kel = f(k) — alk, ) = fK) teE D).

ack, 1) = f(k)

Y como F1[f(k)ek?]=f(x—a), la solucién es |u(x,t)= tf(x—%+1)

[Se llega a lo mismo imponiendo el dato en la solucién general dada en al: p(x—1)=f(x) — p(v);f(v+1)].

y”+ Ay =senx Precisar, si lo hay, un valor de A para el que el problema: [2 puntos]

2. Sea . . . . o . L.
{ y(0)=y’(g)=0 i) tenga solucién unica, ii) tenga infinitas soluciones, iii) no tenga solucién.

Los autovalores y autofunciones del problema homogéneo son Ap=(2n-1)%? e yp={sen(2n-1)x}, n=1,2,...

Para cualquier A#(2n—1)2 el homogéneo sélo tiene la solucién trivial y el no homogéneo solucién unica.

[Por ejemplo para A=0 la solucién es y = c1+c2x—senx <5 y = —senx Unica solucién del problema}.
(o112 . , oo L . infinitas ? =0
Para A=(2n-1)¢ el homogéno tiene infinitas y el no homogéneo tendra ninguna seginsea la
. 2 L . .
integral I = fg/ senx sen(2n—1)xdx [la ecuacién ya estd en forma autoadjunta: Iyl +Ay = senx].

s 2
Por tanto, no hay solucidén sélo si A=1 [ g/ sen?xdx#0 } ya que para los otros autovalores A=9,25,...

la integral es cero [sin calcularla: senx es ortogonal a las otras autofunciones] y hay infinitas soluciones.

[La integral no es dificil de calcular: I= 3 (;z/z [cos2(n—1)x — cos 2nx]dx "E" Se‘{‘((,?__ll))" - =0,

ypara n=1: I=3 (;1/2 [1—c052x:|dx=%;60}.

. . .z 7 C.C
[Por ejemplo, si A=9 la solucién de la no homogénea es y = c1 cos3x+c2sen3x + 355* 5 y = ¢y sen3x + =X Ve,

) cc. (€1=0 . . L.
En cambio, para A=1, y =c1cosx+cy senx—% COSXx — { ﬂl—cl—o imposible; no hay solucmn]
A =

Ut —Uxx+2u=0, xe(0,1), t>0

. 2 t
u(x, 0)=2cos2 %X, ux(0,t)=0, u(1,t)=e"2t [2 puntos]

3. Resolver {

Una v clara que cumple las condiciones de contorno (y que no estropea la ecuacién) es v=e~2t,

Wt — Wxx +2w =0, x€(0,1), t>0 X’ T
=Uu—vVv — . =XT » &-==4+2==)\
w=u-v {w(x,0)=2cosz%—1=cos%,wx(O,t)=w(1,t)=0 w x=7+

R X" +AX=0 _ (2n-1)2m? _ (2n=1)mx . ’__ - _ [ a=(An+2)t
{X’(O):X(1)=0 s An= 27—, Xp= {cos = } y ademas T'=—(A+2)T Th = {e }

w(x, t) =Y che= P+t cos m , W(x,0)=>"cpcos w =cos T — c1=1 y los demés ¢,=0.

n=1 n=1

.z 2
La solucion es, por tanto, | u(x, t) = e=2! + e~2te~™ 4 cos X




1 1 4 T
Urr+>Ur+SUgg =r*cos26, r<l1,0<6<5
4. Hallar la solucién del problema plano Tz Eee n 2 [2 puntos]
u(l1,68)=3, up(r,0)=ue(r,3)=0

0”+20=0

— 2 _
0/(0)=0/(L)=0 + An=4n°, On={cos2né},

Las autofunciones del homogéneo las da {
n=0,1,2,...

Probamos, pues, en la ecuacién: u(r,9) = Ro(r)+§:Rn(r) cos2n6 —
n=1

R”+ R’ +Z [R”+ R’ — 20-Rp] cos2n6 =r*cos26. Y del dato inicial: Ro(O)+ZRn(O)c052n6 3.

n=1
Los Unicos Ry, no nulos (para los demés el término no homogéneo y los datos son cero) son las soluciones de:
rRy+R,=0 r’R”+rR! —4Ry=rb 1 gcCcC 1
— Ro= 1 1 Ri=c1r2 r—24 1,6 R = L(r—r2).
{ acot. en 0, Ro(1)=3 0=3 { acot en 0, Ry(1)=0 — RI=C1ri+Cr =+ 537 = R = 55( )

Para hallar la R1p anterior lo mas corto es probar Ar® — 30A+6A-4A=1 [h(e®)=e® y 6 no autovalor].

2 2 —a [t ot s _ b
-4, Rip=r S - =- 32+16 32]'

2r —2r3| "

[Més largo con la fvc:

La solucién es, pues, |u(r,0) =3 + %(rﬁ—rz)cos 201|.

utt—uxx=0, x€[0,3],teR a] Hallar u(1, 2) utilizando la férmula de D’Alembert. [2 puntos]
5. Sea { u(x, 0)=0, us(x, 0)=3x-x2 . b] Resolver por separacién de variables y aproximar
u(0,t)=u(3,t)=0 u(l, 2) con el primer término de la serie solucién. [2 puntos]
a] Para aplicar D'Alembert extendemos g de forma impar y 6-peridédica a todo R. g* .
| X-X
La solucion viene dada entonces por u(x, t) = 5 fx+tt g*(s)ds. ., 3 ) 1 3
, - ' :
En particular: u(1,2)= 3 f_ 2f1 (3s—s2)ds = ~1.667. \ / 132 P\‘ K
g |mpar \ : . V4
L4
[No hemos necesitado utilizar la expresién de g* en [-3,0]]. Bt N hClg
X" +AX=0 _ nzn2 nmx — . T - = = nnt
b1 { J(oymx(ay=o - A= "o Xn={sen X}, n=1,2,...; T4AT =0, T(0)=0 — Ty = {sen 3¢}
u(x, t)=> cpsen ”T"t sen 12X, u(x,0) =3 Tcpsen "3X =3x—x2 —
— n=1
Bep= %f03(3x—x2)sen 01X gx = — 2. (3x—x2) cos ”’3”‘ fo (3—2x) cos "F* dx
3 12 3
=0+ 2>(3-2x)sen "2X]7 + 22 [“sen "X dx = 0+ 32 [1 - cosnm] .
21 2m-1)mt 2m-1
Por tanto, | u(x, t) = 28 Z (2m 7 sen EMDt 5o @M-L)mx
. . Lo 216 216 v3 V3 _ 162 ~ [ya bastante parecido
Aproximando con el primer término: u(l,2) ~ = sen7 sen3 T2 2 = N 1663 1 N0 exacto 5/3].



Soluciones del examen de septiembre de 2011 de Ecuaciones Diferenciales Il (grupo r)

Elegir 4 apartados o problemas que sumen 10 puntos.

1. Resolver Utt + Utx — 2Uxx =0 a] A partir de las caracteristicas. [2.5 puntos]
’ u(x, 0)=f(x), ut(x,0)=0 ° b] Utilizando la transformada de Fourier. [2.5 puntos]
B?-4AC=9 E=x+t Uxx = Uge+2Ugn~+Unpp
al hiperbélica de {r/:x—Zt { Uxt = Ugg—Ugn—2Upy — Ugn=0 — u=p(§)+q(n) = p(x+t)+q(x—2t).
coeficientes constantes Utr = Uge—4Ugn+4Upy
,0) = = =1 _¢
{U(X SN TImI > ¢ = lubo ) =3 f(x+0)+ 1F(x-21)].
ur(x, 0)=p’(x)-29’(x)=0, p(x)=29(x)+C" p(x)=5f(x)+3
(¢t — ikQe + 2k20 =0 p2 —ikp+2k?=0 . ikt _ikt i p(k)=3F(k)
A i — U(k, t) = p(k) e?! k)e~kt — 3000 >
] { Gk, 0)=f(k), G¢(k,0)=0 — u=2ik, —ik ( ) p( ) +q( ) q(k)=%f(l<)

a(k, t) = 3 f(k)e~kt+ 1 f(k)e2kt, Como F1[f(k)eka]=f(x~a), es |u(x,t)=3f(x+t)+ f(x—2t)|.

y"+y =f(x) i) f(x)=0

y’(0)=y’(1)=0" para i) Fo)=2x—1 [2.5 puntos]

2. Precisar cudntas soluciones tiene el problema {

—c2=0

. El homogéneo tiene infinit lucion 1}.
—c1+cre1=0 omogeneo tiene as soluciones {1}

i) y=c1+c2e7™, y'=—re ¥ > {
ii) En forma S-L: [eXy’]’=eX(2x-1). [, eX(2x—1)dx = eX(2x-3)]}=3-e #0
= el problema no homogéneo no tiene solucidn.

[Directamente, hallando la solucién general de la no homogénea (mejor usando coeficientes indeterminados):
y'(0)=—-c2-3=0, c2=-3

— —X 2 _ /— _ —X -3 -
y=ci1+ceX+x°-3x, y cre *4+2x-3 {y’(1)=—cze‘1—1=0,cz=—e

, imposible]

ur — (2+cost)uxx =0, xe(0,3), t>0

2.5 t
u(x, 0)=1, ux(0, )=u(%, t)=0 [2.5 puntos]

3. Resolver por separacién de variables {

Como la ecuacién es desconocida debemos empezar separando variables: u=XT —

X" _ T’ _ X" +AX=0 _ . T _ _ [a=A(2t+sent)
X = (ZFcosDT =—A —»{ X'(0)=X()=0’ Xn—{cos(Zn—l)x}, T'+A(2+cost)T=0 — Tn_{e }

Probamos: u(x, t) =3 cpe ?n2t+sent) cos(2n—1)x — w(x,0)=> cpcos(2n-1)x =1 —

n=1 n=1

4sen(2n-1)7
m(2n-1)

Cn= if"/z cos(2n—-1)x =

m/2J0 2n—

u(x, t) = 4 37 G o-@2n-1)*(2t+sent) cos(2n - 1)x
n=1

Urr+%Ur+rl2u96 =01 1<r<2

[2.5 puntos]
u(l,6)=0, u(2,0)=1+sen6d

4. Resolver por separacién de variables {

. 0”+X0=0
Sabemos que al separar variables: {e 2m-per. An=n?, Op={cosnd,sennbd} — @

n=0,1,2,...

Ro=ci1+c2Inr — Ro={Inr} o

R(1)=0 —u=aolnr+>(r"=r~")[ancosné+bnsenné]
Rpn=cir"+car "— Ry={r"—r—"} fres

r’R"”+rR’—n?R=0 —

u(2,0)=ap In2+§: (2"-2""[apcosn6+bpsennb]l =1+senb — ao=%, (2—%)b1=1
n=1

y los demés son cero — | u(r,8) = {22 + 2(r-r-1)sen@

utt—4uxx=0, x>0,teR
5. Sea {u(x, 0)=ur(x, 0)=0, u(0, )=t " Hallar u(2,4). [2.5 puntos]
g*
5. Una v clara que cumple la condicién de contorno es v=t. —_—
Wit—Wxx=0, x>0 X

w=u-v — { Extendiendo impar:

w(x,0)=0, wt(x,0)=-1, w(0,t)=0 "
{ Wit —Wxx=0, X€R

_1 10 ¥ __1 —
w(x,0)=0,wt(x,0)={1’x>0 —>w(2,4)_4f_6g =-1 u(2,4)=31.

-1,x<0




Soluciones del examen de septiembre (adelantado a julio) de 2011 de EDII (grupo r)

1. Resol Utt — BUtx + uxx =0 a] A partir de las caracteristicas. [2.5 puntos]
- Resolver u(x, 0)=f(x), ut(x,0)=0 " b] Utilizando la transformada de Fourier. [2.5 puntos]
B2-4AC=0 Eoxt3t [ Wo=Ues
al parabdlica de { _t { Uxt = 3Uge+Ugp = Upp=0 — u=p(E)+nq(&)= p(x+3t)+tq(x+3t).
coeficientes constantes n= utt = 9uge+6Ugn+Uny
ulx, 0) = p(x) = f(x) R — _3tf
{0 03 b rata=0, a0 = 3Gy = (406D =FO+30) =37 (x+30)].

~ ak, ) = [p(k) + tqlky]e-3ikt £ PUO=1C)

b] {att+6ikat—9k20=0 U2 +6iku—9k2=0
q(k) = 3ikf(k)

a(k, 0)=£(k), Ge(k,0)=0 — u=—3ik doble

FALikF(K)] = —f(x)

a(k, t) = f(k) e=3kt 4 3t ikf (k) e=3kt . Como L
(k, t) =f(k) f(k) FLLF(k) €] = fx—a)

es ] u(x, t) = f(x+3t) — 3tf/(x+3t) \ .

Hallar autovalores y autofunciones [A; e y; son calculables exactamentel.

Calcular el primer término del desarrollo en serie de f(x)=1
en las autofunciones anteriores. [2.5 puntos]

y"+Ay=0

2. Sea {y'(0)=y(n)+4y'(n)=o '

Ya en forma autoadjunta: (y’)"+Ay =0.Como aa’=0, B8’>0, g=0, sélo puede haber A>0.

y'(0)=c2=0 )

A=0: y=ca+ox - y(m)+4y’(n)=c1+(m+4)c2 =0

— c1=c2=0, y=0, A=0 no autovalor.

A>0: y=cicoswx+casenwx. y'(0)=wc2=0— y(n)+4y’(n)=c1[coswn—4wsenwm]=0.

No podemos dar exactamente todos los A, pero tan mw, = ﬁ lo cumplen
n
infinitos w, como muestra el dibujo. Para cada )\,7=w,21 es yn={coswpx}.

Son calculables A1 e y1: si w1=% [)\1=1—16] es tanz=1. y1={cos}.

S

v W
Como ({y1,y1) = J, cos?Sdx =3[, (1+cos¥)dx=S+[sen]; =2+1, 15 2 * i
(1,y1)= f coszdx=[4sen}]g=2v2 = 1=nz::1cnyn(x)— %cos§+--- | tam-rw'

t —Uxx =sent, xe(0,m), t>0

. 2.5 punt
u(x, 0)=sen?x, ux(0, t)=ux(m, t)=0 [2.5 puntos]

3. Resolver por separacién de variables {

X" +AX=0

X'(0)=x'(my=0 — Xn={cosnx},n=0,1,2,..-

Separando variables en la ecuacién homogénea: {
Probamos: u=To(t)+ Z Tn(t)cosnx — Z [T/+n2T,] cosnx=sent , To(0)+ ZTn(O) cosnx = 1—cos2x.
(ya desarrollada)
T/ =sent T, +4T,=0 =
0 2 , _ 3
= {T0(0)=1/2 , {T2(0)=—1/2 (y los demas T,=0) = |u=3

—cost— % e % cos2x/|.

. . T Fu + sUgg =0, r<l,0<6<m
4. Resolver por separacién de variables " r 96 — . [2.5 puntos]
ur(1, 9)—9, u(r,0)=ue(r,m)=0

@”4+X0=0 Ap = (2n-1)?
n="3

. 2n-1
Sabemos que al separar variables: {@(0):@’(1‘[):0 - , On={sen <=6}, n=1,2,... —»

n+% R acot_agf en 0

1 — ,1)=0
r’R"”+rR=ApnR=0— R=c1r""2+cor” 2'"'2—19ur(£—)>

R, = {r”_%} - u(r,8)=> cp =7 sen
n=1

" cos 2”2'1 6de6

8
n(2n-1)? fO

S 2n 1 2n 1 _ 86 2n-1 11
Z 211 sen 6=0 — ch=5-72[, Osen 0d0 = — 735y cos=5=6] g +

utt—4uXx=O, XZO,tGR

2x—-x2, x€[0, 2]

—x2, , . Hallar u(1,1 ) Dibujar u(x, 1 [2.5 puntos]
u(x, 0)={ 3 5, u(x, 0)=u(0, )=0 ) (1, 1). jar u(x, 1). P

5. Sea {

Para usar D’Alembert hay que extender impar a todo R:

N =
1

u(L, 1) =3[*G)+ (-] =33 -f()] =| -

u(x, 1) = 3 [f*(x+2) +f*(x—2)] . Basta trasladar la
grafica de %f* a izquierda y derecha y sumar.




