Soluciones del examen de junio de 2008 de Ecuaciones Diferenciales II (grupo C piloto)

1. a] Dada 3 11, =2 hallar: a;] la solucién con u(x,0)=x,

ay] dos soluciones que cumplan u(x, —3x)=—2x.
Bur—uy=g(x) byl utilizando las caracteristicas,
LR { u(x,0)=f(x) " byl con transformadas de Fourier, y comprobar a; . [3 puntos]
3 . ¢=t+3x _ _ _
a] £=3 — t43x=C; {U—x — uy=—2, u=p(l)—2n = p(t+3x)—
t
O bien, {g;?—f&x — Buy =2, u=p*(&)+3y = p*(t+3x)+3t.

p(Bx)—2x=x — p(v)=v — u=1t4+3x—2x <
,0) = =t
ar] u(x,0) PBx)=x = p) =2 — u=tixtdt

La solucién es tnica pues claramente f=0 no es tangente en ningtn punto a las caracteristicas.

[O dicho de otra forma, porque A =1-3 —0-(—1) =3#01].

p(0)—2x=—2x — p(0)=0, vale toda p € C! que lo cumpla, por ejemplo p=0 —
p*(0)—2x=—2x — p*(0) =0, vale toda p* € C! que lo cumpla; p* =0 — |u=3t

al u(x,0) =

[Otra mas: eligiendo p(v) =v arriba o p*(v) =% abajo obtenemos la solucién de a;1].
En este caso el dato se daba sobre una caracteristica y no podia haber solucién tnica.
[Era A=13—-(-3)(-1)=0].
b;] Elegimos rnejor 7 =x y tenemos: u,7 =—g(n), u=p(&)—J] g(s)ds = p(t+3x)— [; g(
/3 +
u(x,0)=p(3x)— fy g =f(x )=fG)+) 8 — u=f(x+%)+fo 3g—fogﬁ

:f(x—l—é)—l—fxwr§ g(s)ds| (si g(x)=2, f(x)=x — u=x+%5+2%, como arriba).

i + ikt = ¢(k) . ik ( ) dato inicial » (k)
? k t) = p(k)e ™73+ S22, p arbit ommical (k) = f(k)— &0
> {ﬁ(k,O)Zf(k) 8k t) = pk) e A 5, p arbitraria p(k)=7 k)~ 5
ik, t) = f(k) e M/34 g() [=552] — u(x,t) = f(x+5) + V27 g(x)h(x),
donde h( ) vale 1 en [—t/3,0] y 0 en el resto, con lo que:
V27 g(x)*h(x f 173 §(x—u)du _fzs_fxx% g(s)ds como antes.
. ijA=-2 . . Y'Y +HAy=1—x

2. Precisar para i A=0 cuéntas soluciones tiene el problema: {y, 0)=y'(2)=0 - [1.5 puntos]

La ecuacion en forma Sturm-Liouville es: (e*y’)’ + Ae¥y = (1-x)e* (p,r>0).

i] Como q=0y aa’=Bp =0, los autovalores del problema homogéneo son todos >0, con lo que
el problema homogéneo no tiene méas solucién que la trivial si A = —2 y, por tanto, en ese caso el
no homogéneo tiene solucién tnica.

[Es facil ver directamente que A =—2 no es autovalor: p?+u —2= (u—1)(p+2) —
x C1 *2C2 =0

2
— — c1=c=0].
C162*2C26_4:0 1 2 |

y=cie*+ce 2, y'=cie*—2cre”

ii] Veamos cudntas soluciones tiene el homogéneo:
wp—1) — y=ci+ce ™, y=—ce* — :;;;20:0 — =0y ¢; indederminado — y,={1}.
Para saber si el no homogéneo tiene infinitas o ninguna:
fz 1(1—x)e*dx = (1—x) ex]z—l—foz edx = —e’—1+e?>—1= -2 # 0. No tiene solucién.

[Se podria comprobar directamente a partir de la solucién general de la no homogénea: y=ci+ce *+2x—5x 1x2].




Au=0,r<1,0€(0,m)

3. Hallar la tinica solucién de este problema en el plano: ¢ u(1,60)+2u,(1,0) =4sen 3 .
u(r,0)=ug(r, 1)=0

Comprobar que cambiando +2u,(1,0) por —2u,(1,0) el problema fisicamente imposible que

resulta pasa a tener infinitas soluciones. [2 puntos]
! _
Separando variables: {8(516)@,_(78):0 — /\n:(2n4;1)2, @n:{sen 2”2_19}, n=1,2,... —
r +rR—AyR=0— R=c1r" 2+4cor "2 — n=1r"2:, n=1,2,... —
2R"4+rR—A,R=0 — R=cyr"2 net) R n=) 1,2
R acotadaen 0
[} 00 d f 1
u(r,0) = Z "1 se n 216, u,(r,0) = Zlcn(n—%) =3 sen 2-lg ato que ita
i cn[142n—1] sen 2710 = 4sen ¥ 39 — c;=1 y todos los demds ¢, =0 — | u = r¥/?sen 29

Sila condicién es u(1,0)—2u,(1,0) =4sen 3 todo es igual hasta:

Z 2¢y, [1 n] sen 2”2 lg — 4gen ¥ 39 — cp=—2, 1 indeterminado y los demds ¢,=0 —

n=1

Hay infinitas soluciones de la forma | u = Cr!/? sen —273/2gen 329 [En este caso, la férmula de Green
no permitia probar la unicidad].

a] Hallar u(1,2). b] Hallar u(x,1).

utt—uxx—O xE[O,Z],tER
4. Sea < u(x,0)=x%, us(x,0)=0 . i] Utilizando D’Alembert. [3.5 puntos]
u(0,t) :0, u(2,t)=4 iil Separando variables [dato m; (2(7;17);3 -z ]

wy—wyx =0, x€10,2]
v=2x cumple las condiciones de contorno. w=u—2x — { w(x,0)=x>—2x, w;(x,0)=0 .
w(0,t)=w(2,t)=0
il Extendemos f de forma impar y 4-periddica a f* definida en R: B
., —x(x+2) en [-2,0], x(x—2)en [0,2], —(x—4)(x—2)en[2,4],... L R L
Y la solucién viene dada entonces por w = % [f*(x+t)+f*(x—t)]. ! 1M ’

impar

Por tanto: w(1,2) = 1 [F3)+f(~1)] ‘B L[F(—1)+ (-] "B f1) =1 — [u(1,2)=3].

Para hallar w(x,1) aparecen dos casos como (por ejemplo) muestran los dominios de dependencia:

X —(x=1)(x X x—1)] =
AT 5 Wt oo T

[También es claro que trasladando f* una unidad a izquierda y derecha y sumando todo se cancela].

ii] Resolviendo el problema en w por separacion de variables (hecho en clase):
X' +AX =0, X(0)=X(2)=0 — A, =", X, ={sen "2
=X(x)T f 1 X 2 =1,2,...
u(x, ) =X(OT() = {T”Jr)\T —0, T(0)=0 — T, = {cos 3!} S

Probamos, pues: w(x,t) = Z kn cos "3t sen 15X — Z knsen 2% = x2—2x —
n=1

n=

kn = f02<x2_2x> sen 7% dx = — 2. (x*—2x) cos mx’o + iz fo x—1) cos "3* dx
= iz (x—1)sen mx‘o s fo sen 2% = b [cosnm—1] —
[ee]
wlx ) = =3 (2m1_1)3 cos (Zm_zl)m sen (2’”_21)7”‘
m=1

Para t=1 todos los cosenos se anulan, con lo que w(x,1)=0 (como por D’Alembert).

. m+] 3 .
Ademas w(1,2)= Z :%[1—;—3—%51—3—%—1—---]:%%:1,comoarr1ba.




Soluciones del examen de septiembre de 2008 de Ecuaciones Diferenciales II (grupo C piloto)

1. Sea yuyy—4y ux—uy = 0. a] Escribirla en forma canénica, hallar su solucién general y la que
satisface los datos iniciales u(x,1)=x, u,(x,1)=2x.
b] Separar variables u = XY en la ecuacién y comprobar que la solucién particular de a] aparece

como producto de soluciones asociadasa A=0. [3 puntos]
al B2—4AC=16y* — hiperbdlica si y£0. 9% = Hy +2y — x+y*=C =
S ' Javal

§:x+y2 Uxy = Ugg + 21/[5,7 + Uy , %%
{U:x—yz = { ty = 2y[ug—uy] — —16y ug; =0, ug =0 T

Uyy = 4]/2 [u§§_2ugn+uﬂn] + 2[”:‘;—”17] forma canénica

— u=p(@)+q(n), | u=plx+y?)+q(x—y*) | = uy =2y[p'(x+y*)—q' (x—y?)] .

solucién general

Imponiendo los datos:

{P(x+1)+q(x—1)=x — P (x+1)+q (x—1)=1
2p(x+1) =27 (x—1)=2x — p'(x+1)—¢'(x—1)=x

— P41 =5 2 (o) =3 - p(0) =L +K.

2
gx—1)=x—p(r+1) = TG K= SO K (o) =—§ K - w= O B =y

[Unica solucién perfectamente determinada. La recta de datos iniciales y=1 no era tangente a las caracteristicas].

bl u=XY — yXY'—XY' —4PX"Y =0 — X =

yyll_y/ AL X”—|—)LX =0
a4’y YY" =Y +402Y =0
X'"=0 — X=c1+0x
Para A=0: WY'=0 s Y=kitkn? Cualquier producto es solucién: {1}, {x}, {y*}, {xy*}.

EuleroY'=v

[Aunque la ecuacién con A #0 para Y parece complicada y no resoluble, haciendo y? =t aparece la
clasica Y"+AY =0. De hecho, haciendo en la EDP ese mismo cambio se acaba en la ecuacién de ondas].

N — 2
2. Sea { ;, ) z Y (Z) _HO . Determinar, si existe, un valor de a para el que tenga infinitas soluciones.
[2 puntos]

La ecuacién homogénea se puede resolver como Euler: A(A—1)—A=0 — y = ¢1 + c2x?,

2

ohaciendo y'=v — v/=2 — v =Ce"" =Cx — y=c1+cx* [y =20cx].

Y'(2)=4c,=0

Imponiendo los datos a esta solucién: Y/ (4) =8¢, =0

— =0y ¢ indeterminado.

El homogéneo tiene, pues, infinitas soluciones y, ={1} y el no homogéneo tendra infinitas o ninguna.

—logx
En forma autoadjunta: y”—1y/=x—12 e (1y")'=1-% . Hallemos la integral:

f4 1-(1-5)dx =2+ [5]4 =2—-7 — Si tiene infinitas soluciones. [Si 4#8, ningunal.

[Se llegaria a Io mismo imponiendo los datos en la solucién genera de la no homogénea - - y = c1+cpx%+ %x3 tax - .



[2.5 puntos]

it =0, x€(0,7), >0 pogiiverlo y hallar para cada x € (0, 77) el

3. Sea § u(x,0) =0 limite de la solucién u(x,t) cuando t — oo
ux(o,t):ux(n,t):t !

Tanteando o casi a 0jo se ve que v=xt cumple las condiciones de contorno. Haciendo w=u—xt —

W—Wyxxy=—X
Hay que probar una serie de autofunciones del homogéneo

w(x,0) =0
wx(o,t):w_x(n,t)zo
X"+AX =0 o
{X’(O):X’( )=0 — X,={cosnx}, n=0,1,... — w(x,t)—To(t)+£Tn(t)cosnx —
T} + S [T, 41T, cosnx = —x = by Zb cosnx, con by,=—2 ["xcosnxdx:
n=1
__2r_ __2 _ 2 _ [ —4/(n*m), nimpar
bh=—=2%=-m, bn——ﬁxsennx]0 +Ef0 sennydx = —#[cosnm—1] = 0, npar
T =_Z . T, +n2T,=b, — Ce "t+1 — by —n?t
{Tg(o):zo — To(t)=—73t {Tn(o) 0 = Ta(t) = p[1—e"1].
5 — o0, si xe(m/2,m)
[1 e~ @1 cos(2m—1)x | — 0, si x=7/2
— —o0, sl x€(0,71/2)

u(x,t) = t(x—%) - i;

=7 y tiende hacia

pues ese es el limite del primer sumando y la serie se anula cuando x=
cos(2m—1)x
(suma de esta serie convergente).

_*Z 2m—1)%

un ntmero real finito para cada x:

— = >
i s Ut gxx 00 b (())tER utt—uw—ﬂ—o 1’>0 feR
. Sean ¢ v(x,0) v¢(x,0) T u(r,0)=0, us(r,0)= -5,
v(0,t)=0 1+r
a] Hallar v(1,4) y u(1,4). bl Mas en general, hallar v(1,t) para t>0 [2.5 puntos]
a] La solucion para v es v(x,t) = xxtt g*(s)ds, siendo g* {7 "
la extension impar de Sf 3 respecto a x=0. En particular,
3 L i
g"impar .5 3.2 5 17 3 5
o(1,4) =3 7 g7 (s)ds® =7 s =log(1+s%)]; =|log 3 o
-1 [Maximo de g*
en (21/3/25/3)}

[No ha sido necesario conocer la expresiéon de ¢* para x <0]

Como haciendo v=ur el problema en u se transforma en el problema en v (cambiando r por x)

la solucién del primer problema es:
LMo (s)ds — | u(1,4) = v(1,4) = log 5

u(r’t) = 2r Jr— tg

bl v(1,t) tendra dos expresiones distintas, dependiendo de que 1—t sea mayor o menor que 0

St t<1, 0(L8) = § [ g = log(1+)]; ] = log (i
1+t , g"imparq 14t 1+t 3
L e T g = 1og(1+59)],7] = [log 1

Sit>1, 0(1,t) =1 [,




