
Soluciones del examen final de junio de 2012 de Métodos Matemáticos II (grupos D y E)

1. Hallar la solución de �y�2y��=4�y que cumple �(�,�1)=2�+1 . ¿Es única? [2 puntos]

dy
d� =�

1
2y ! �=�+y2

% �=y! ��=4���4�3 , �=2�2���4+p(�)=2y2�+y4+p(�+y2)
& �=�! ��=�2� , �=p�(�)��2=p�(�+y2)��2

y

x�(�,�1)=2�+1 %
p(�+1)+2�+1=2�+1 ! p(�) = 0 &

& p�(�+1)��2=2�+1 ! p�(�)=�2 %
�(�, y)= 2y2�+y4

Solución única, pues y=1 no tangente a las características o � = 1·1�0(�2) = 1 6= 0 .

2. Sea 3�y00+y0+�y=0 . Hallar los 3 primeros términos no nulos del desarrollo en serie de una solución que
no sea analítica en �=0 , encontrando la regla de recurrencia. [2 puntos]

�=0 es punto singular regular de �2y00+� 1
3y
0+ �2

3 y=0 con �(��1)+ 1
3� = 0 ! �1= 2

3 , �2=0 .

Es no analítica en �=0 (ni siquiera es derivable) la solución y1=
�X

k=0

ck�k+2/3 , c0 6=0
⇥
la serie solución convergerá en todo R, pues lo hacen �� y b�

⇤
.

! X

0

h
3(k+ 2

3 )(k�
1
3 )ck�

k�1/3 + (k+ 2
3 )ck�

k�1/3 + ck�k+5/3
i
=

X

0

h
k(3k+ 2)ck�k�1/3 + ck�k+5/3

i
= 0

! ��1/3 : 0 · c0=0 , c0 indeterminado; �2/3 : 5c1=0 , c1=0 ; �5/3 : 16c2+c0=0 , c2=� 1
16c0 ;

�k�1/3 : ck=� 1
k(3k+2) ck�2 ! c3=c5= · · ·=0 , c4=� 1

56c2=
1

896c0 ! y1= �2/3
h
1� 1

16�
2+ 1

896�
4� · · ·

i
.

3. Sean g(�)=
n � , 0�1/2
0 , 1/2<�1 , (P)

⇢
�tt � ��� = 0 , �2[0,1] , t2R
�(�,0)=0,�t(�,0)=g(�) , �(0, t)=�(1, t)=0

y �(�, t) la solución de (P) .

a] Desarrollar g en serie de {senn��} y precisar el valor de la suma de la serie para: i) �= 1
4 , ii) �=

1
2 .

Elegir b1] o b2]:
b1] Hallar el valor de �

�1
2 ,

3
4
�
utilizando D’Alembert.

b2] Resolver (P) mediante separación de variables.
[2.5 puntos]

1/2

1/4

g

1/2 1

a] g(�) =
�X

n=1
bn senn�� con bn= 2

1

R 1/2
0 � senn��d�=� 2�

n� cosn��
⇤1/2
0 + 2

n�

R 1/2
0 cosn��d�

bn = 2
n2�2 sen

n�
2 �

1
n� cos

n�
2 .

La suma de la serie en �= 1
4 y en �= 1

2 será 1
4

�
pues g es continua en �= 1

4 y 1/2+0
2 = 1

4
�
.

h
En 1

2 se puede comprobar:
�X

n=1

2
n2�2

sen2 n�
2 =

2
�2

�X

m=1

1
(2m�1)2 =

1
4 ,

pues vimos en problemas que la suma de la serie era �2
8

i
.

Con el ordenador se puede observar como el desarrollo converge hacia g .
En el dibujo de la derecha aparece junto las sumas parciales 5 y 100:

1/2

11/2

g

3/2–1/2

*b1] Para usar D’Alembert extendemos g a g� impar y 2-periódica.�
Que es precisamente hacia lo que converge la serie de a]

�
.

Entonces es: �
�1
2 ,

3
4
�
= 1

2

R 5/4
�1/4 g

�= 1
2

R 1/2
�1/4 �d�=

1
16�

1
64 =

3
64 .

b2]
⇢
X00+�X=0
X(0)=X(1)=0 , �n=n2�2, Xn=

�
senn��

 
;
⇢
T 00+�nT=0
T(0)=0 , Tn=

�
senn�t

 ! �=
�X

n=1
cn senn�t senn�� .

n=1,2, . . .

�t(�,0) =
�X

n=1
n�cn senn�� = g(�) ! cn= bn

n� , �(�, t) =
�X

n=1

h
2

n3�3 sen
n�
2 �

1
n2�2 cos

n�
2

i
senn�t senn�� .



4A. Resolver
⇢
�t � ��� + � = 4t cos� , �2 (0,�) , t>0
�(�,0)=1 ,��(0, t)=��(�, t)=0

. [2 puntos]

Autofunciones del homogéneo: � = XT ! X00
X =

T 0
T +1=�� !

⇢
X00 + �X = 0
X0(0)=X0(�)=0 ! Xn =

�
cosn�

 
, n=0,1,2, . . .

Probamos � = T0(t)+
�X

n=1
Tn(t) cosn� : T00+T0+

�X

n=1

⇥
T0n+(n

2+1)Tn
⇤
cosn�= 4t cos� , T0(0)+

�X

n=1
Tn(0) cosn�=1 .

(ya desarrollada)
⇢ T 00+T0=0
T0(0)=1

! T0=e�t ;
⇢ T 01+2T1=4t
T1(0)=0

, T1p=At+B ! T1=Ce�2t+2t�1 !
d.i.

C=1 (y los demás Tn⌘0 )

) �(�, t) = e�t +
�
2t�1+ e�2t

�
cos� .

4B. Resolver el problema plano
®
�rr+ 1

r �r+
1
r2 ��� = cos� , r<2

�(2,�) = sen2�
. [2 puntos]

Las autofunciones del homogénero las da:
⇢
�00+�� = 0
� 2�-per. ! �n=n2 , �n=

�
cosn� , senn�

 
, n=0,1, . . . !

�=�0(r)+
�X

n=1
[�n(r) cosn�+bn(r) senn�] !

r�000+�
0
0

r +
�X

n=1

h r2�00n+r�
0
n�n2�n

r2 cosn�+
r2b00n+rb

0
n�n2bn

r2 senn�
i
=cos� .

⇥
No basta probar algo menos general como R0(r) +

P
Rn(r)[�n cosn�+bn senn�] ; se debe dar libertad a �n(r) y bn(r)

⇤
.

De los datos de contorno: �n(2)=0 ; bn(2)=0 , n 6=2 ; b2(2)=1 y todas deben estar acotadas en el círculo.

Por tanto, �n 6=1, bn 6=2⌘0 (es solución y hay unicidad). Y además:
⇢ r2�001 +r�

0
1��1= r2

acotada y �1(2)=0

�1p=Ar2�!
2A+2A�A=1

�0=c1r + c2r�1 + r2
3 !

c2 = 0
2c1+ 4

3 = 0
! �1(r)= r2

3 �
2r
3 ;

h
Más largo con la fvc:

����
r r�1

1 �r�2
����=�2r�1 , �1p = r�1

R r·1
�2r�1 � r

R r�1 ·1
�2r�1 =

r2
3

i
.

⇢ r2b002 +rb
0
2�4b2=0

acotada y b2(2)=1
! b2=c1r2+ c2r�2 ! c2 = 0

4c1=1
! b2(r)= r2

4 !

�(r,�) = 1
3 r(r�2) cos�+

1
4 r

2 sen2� .

5A. Resolver el problema espacial

(
�rr + 2

r �r +
1
r2

h
���+ cos�

sen���
i
= 0 , 1<r<2

�(1,�)=cos� ,�(2,�)=0 , �2[0,�]
[1.5 puntos]

Sabemos que al separar variables �=R� aparecen:
�
sen��0

�0+�� sen���=0 y r2R00+2rR0��R=0 .

La acotación en �=0,� nos da los autovalores �n=n(n+1) y autofunciones �n=
�
Pn(cos�)

 
, n=0,1, . . .

Para esos �n la ecuación en R tiene por solución R=c1rn+c2r�n�1 y de imponer �(r,2)=R(2)�(�)=0

resulta R(2)=c12n+c22�n�1=0 ! Rn=
�
rn�22n+1r�n�1 ! �(r,�) =

�X

n=0
�n

⇥
rn�22n+1r�n�1⇤Pn(cos�) .

Sólo falta un dato: �(1,�) =
�X

n=0
�n

⇥
1�22n+1⇤Pn(cos�) = cos� = P1(cos�) ! �1=� 1

7 y los demás cero.

Así pues, la solución en nuestra corona esférica es: �(r,�) = 1
7
⇥
8r�2 � r⇤cos� .

5B. Resolver
⇢ �t � 2��� + t� = 0 , �2R, t>0
�(�,0)=e��2/8 , � acotada

, utilizando la transformada de Fourier. [1.5 puntos]

®
�̂t + (2k2+t) �̂ = 0

�̂(k,0)=2e�2k2
�!

EDO en t
�̂(k, t) = p(k)e�

t2
2 e�2k2t =

d.i.
2e�

t2
2 e�2(1+t)k2�!

t cte
�(�, t) = 1p

1+t
e�

t2
2 e�

�2
8(1+t) .

Sólo hemos tenido que utilizar: F[ƒ 00]=�k2 ƒ̂ , F[e���2]= 1p
2�

e�k
2/4� y F�1[e��k2]= 1p

2�
e��

2/4� .



Soluciones del examen de septiembre de 2012 de Métodos Matemáticos II (grupos D y E)

1A. Sea
® �tt � ��� = 0 , ��0 , t2R
�(�,0)=

n cos ��
2 , �2[1,3]

0 , �2[0,1][[3,�) , �t(�,0)=�(0,t)=0
. a] Hallar �(1,3) . b] Dibujar �(�,2) . [1.5 puntos]

–3 –1

–1

2

cos

f *
1

3

1/2 u(x,2)

1
4

3
1

5

πx
2
__

Para usar D’Alembert hay que extender impar a todo R :

a] �(1,3)= 1
2

h
ƒ�(4)+ ƒ�(�2�

i
= 1

2

h
0� ƒ (2)

i
= � 1

2 cos� =
1
2 .

b] �(�,2) = 1
2
⇥
ƒ�(�+2) + ƒ�(��2)⇤ . Basta trasladar la gráfica

de 1
2 ƒ

� a izquierda y derecha 2 unidades y sumar:

[En ese instante sólo está la onda que va hacia la derecha, pues se cancela
la que va hacia la izquieda con la de la extensión que va hacia la derecha].

1B. Sea y00+ �y0+ y = 0 . Hallar los 3 primeros términos no nulos del desarrollo en serie de una solución no
trivial que se anule en �=0 , encontrando la regla de recurrencia. [1.5 puntos]

�=0 es punto regular. Para que la solución se anule en �=0 elegimos c0=0 y c1=1 .

y1=
�X

k=0

ck�k !
X

2

k(k�1)ck�k�2+
X

1
kck�k +

X

0

ck�k = 0 !

�0 : 2c2+c0=0 , c2= 1
2c0 = 0 ; �1 : 6c3+2c1=0 , c3=� 1

3c1=�
1
3 ; �k�2 : k(k�1)ck+(k�1)ck�2=0 ,

ck=� 1
k ck�2 ! c4=c6= · · ·=0 , c5=� 1

5c3=
1
15 ! y = �� 1

3�
3+ 1

15�
5� · · · .

⇥
Más largo (y sin encontrar regula de recurrencia). Partiendo de y(0)=0 e y0(0)=1 .

Derivando la ecuación: y000+ �y00+ 2y0= 0 , y��+ �y000+ 3y00= 0 , y�+ ���+ 4y000= 0 !
y000(0)=�2y0(0)=�2 , y��(0)=�3y00(0)=0 , y�(0)=�4y000(0)=8 ! y = �� 2

6�
3+ 8

120�
5� · · · ⇤.

1C. Sea
⇢
�y00 � 2y0 = 2
y(1)+y0(1)=y(2)=0 . Escribir la ecuación en forma autoadjunta. Determinar cuántas

soluciones tienen el problema homogéneo y el no homogéneo. [1.5 puntos]

y00� 2
�y
0= 2

� . Multiplicando por e�2/�= 1
�2 , obtenemos la forma autoadjunta de la ecuación:

h
y0

�2

i0
= 2

�3 .

La ecuación homogénea es de Euler �2y00�2�y0= 0 , �=0,3 ! y=c1+c2�3
h
o �0= 2

�� , �=C�
2 , y=K+C�3

i
.

Imponiendo los datos: c1+4c2 = 0
c1+8c2=0

) c1= c2= 0 . El homogéno tiene sólo la solución trivial y⌘0 ,
) el no homogéneo tiene una única solución.

⇥
No se pide, pero es fácil calcular esta solución única: yp=A� ! A=�1 ! y=c1+c2�3�� .

Imponiendo datos:
c1+4c2�2 = 0
c1+8c2�2 = 0 ) c1=2 , c2= 0 , y=2��⇤.

2. Resolver por separación de variables:
®
�t � 1

t ��� = 2cos� , �2�0, �2
�
, t>1

�(�,1)=cos3� , ��(0, t)=�
��
2 , t

�
=0

. [2 puntos]

Autofunciones del homogéneo: �=XT ! X00
X =

tT 0
T =�� !

⇢X00 + �X = 0
X0(0)=X

� �
2
�
=0 ! Xn=

�
cos (2n�1)�  , n=1,2, . . .

Probamos � =
�X

n=1
Tn(t) cos(2n�1)� :

�X

n=1

⇥
T0n+

n2
t Tn

⇤
cos(2n�1)�=2cos� , �(�,1)=

�X

n=1
Tn(1) cos(2n�1)�=cos3� .

(ya desarrollada) (ya desarrollada)
⇢ T 01=�

1
t T1+2

T1(1)=0
! T1 = C

t +
1
t

R
2t dt = C

t +t �!d.�. T1= t� 1
t

⇢ T 02=�
9
t T2

T2(1)=1
! T2=Ce�9 ln t=Ct�9 �!

d.�.
C=1 (y los demás Tn⌘0 )

) �(�, t) =
�
t�t�1�cos�+ t�9 cos3� .



3. a] Desarrollar ƒ (�)=cos� en {senn�} (simplificar el resultado). ¿Converge la serie hacia ƒ en todo [0,�] ?

b] Resolver por separación de variables
®
�rr+ 1

r �r+
1
r2 ��� = 0 , r<1 , 0<�<�

�r(1,�)=cos� , �(r,0)=�(r,�)=0
. [2.5 puntos]

a] {senn�} son autofunciones de problema de contorno en [0,�] y sabemos que hsenn�, senn�i= �
2 .

cos� =
�X

n=1
bn senn� ! bn= 2

�

R �
0 cos� senn�d� = 1

�

R �
0
⇥
sen(n+1)�+sen(n�1)�⇤d�

= 1
�
⇥� cos(n+1)�

n+1 � cos(n�1)�
n�1

⇤�
0 =

1
�
⇥1�cos(n+1)�

n+1 + 1�cos(n�1)�
n�1

⇤
= 2(1+(�1)n)n

�(n2�1)
[=0 si
n impar]

Si n=1 los cálculos anteriores no valen, pero es b1= 1
�

R �
0 sen2�d� = 0 , como los demás impares.

0
π/2

π

Por tanto, cos� = 1
�

�X

m=1

8m
4m2�1 sen2m� .

La igualdad se da seguro si �2 (0,�) , por ser ƒ continua en el intervalo.
Pero si �=0 y �=� , obviamente la suma 0 de la serie no coincide con el valor
de la función en los puntos ( 1 y �1 , respectivamente). Esto también es claro
si dibujamos la función impar y 2�-periódica hacia la que debía tender la serie.

b] Conocemos las ecuaciones que salen al separar variables:
⇢
�00 + �� = 0
�(0)=�(�)=0 ! �n=n2, �n=

�
senn�

 
, n=1,2, . . . y además r2R00+rR0�n2R=0 .

Las soluciones acotadas de estas ecuaciones de Euler son Rn=
�
rn

 
, n=1,2, . . . , lo que nos lleva a probar:

�(r,�) =
�X

n=1
cnrn senn� . Imponiendo el dato de contorno que falta: �r(1,�) =

�X

n=1
ncn senn� = cos� .

Viendo el resutado de a] podemos ya escribir la solución (única): �(r,�) = 1
�

�X

m=1

4
4m2�1 r

2m sen2m� .

4. Hallar la solución de
⇢
t�t � �� = �
�(�,1)= ƒ (�) .

a] A partir de las características.
b] Utilizando la transformada de Fourier.

[2.5 puntos]

a] dt
d� = � t (lineal), t = Ce�� ! te� = C características.

⇢
�= te�
�= t ! ��� = � ! � = p(�)�= p

�
te�

�
t .

�(�,1) = p
�
e�

�
= ƒ (�) , p(�)= ƒ (ln�) ! �(�, t) = t ƒ

�
�+ ln t

�
t

x

1h
Con

⇢
�= te�
�=� queda ���=� ! �=p�(�)e��= p�

�
te�

�
e��

d.�.! p�(�)
"
=� ƒ (ln�)

i
.

h
Única, pues t=1 no tangente a las características,
o porque: � = 1 · 1� 0 · (�1) = 1 6= 0 �� .

i
.

b]

®
t�̂t+ik�̂ = �̂
�̂(k,1)= ƒ̂ (k)

! �̂t = 1�ik
t �̂ ! �̂(k, t) = p(k)eln t�ik ln t

c.�.�! p(k) = ƒ̂ (k) ! �̂(k, t) = t ƒ̂ (k)e�ik ln t .

Y como F�1
⇥
ƒ̂ (k)e�k�

⇤
= ƒ (���) , la solución es �(�, t) = t ƒ

�
�+ ln t

�
, como antes.


