Soluciones del examen de mayo de Métodos Il (C) (16-5-24)
Elegir CUATRO problemas entre 1, 2, 3, 4y 5. Elegir DOS entre 6, 7 y 8.

’ 1. Sea uy+xux=u—2e™Y. Calcular la solucién que cumple u(—1, y)=0 probando su unicidad. [1.6 ptos] ‘

%=}<,y—ln|x|=c. O mejor, gy—x x=Ce¥, xe™¥=C. N |

Mas corto: {,‘?z;e_y,u,,:u—Ze n, u=p(£)ef7+e—'7=p(xe—y)eY+e—y_ 0.5 /
. =xe™”V _ 2 _ — :

O bien: {§=x , e y=% - u,7=%—n—§—> u=q(&)n—g=q(xe Y)x+e V. TN
u(=1,y)=p(—e¥)eY+e =0, p(v)=—v?
( Y) P( _) "~ P( ) N U(X,y)=(1—X2)e_y .
u(=1,y)=—q(-e¥)+e =0, q(v)=—v 7 .

Unica por el dibujo de las caracteristicas o porque T(y)=0-1—1-(=1)#0 Vy.

2. S {utt+4utx+4uxx+ut+ 2ux=0 a] Resolver el problema con la transformada de Fourier. [1.6 ptos]
u(x,0)=0, ut(x, 0)=g(x) " b] Hallar su solucién general a partir de la forma canédnica. P

ci
t—)

{att+(1—4ik)at—(2ik+4k2)0=0, p=3[4ik—1x4/1]=2ik,2ik—1. a(k, t)=p(k)e2ikt+q(k)e2ikt-
((k,0)=0, Gt(k,0)=4(k) {p+q=o
2ik(p+g)—g=g "'

a=g(k)e?kt[1—et], |u(x, )= g(x—2t)[1—et]|.

_ _ Utt=4uge—4ugn+Upn
2 _ " E=x-2t Ur=—2Ug+Up _ _p forma
b] B-—4AC=0 parabodlica, {n=f = lux=ue ) Lulxt——uZUEg+UEn = Upn+Un=0 Znéhica
xx = UEE

_ 1 solucis
u(x, t)=p(x—2t)+qg(x—2t)e ;‘;#g'rgln

EDO lineal de 2° orden enla n con u=0,—1 —» u=p(§)+q(§)e "1,

Comprobamos por aqui: {f(zngﬁzg)(f)zzf)(xl)o—(;&r)ig&?o ;(X)=_pg((xx))=Tg(X) - u(x,t)=g(x—2t)(1—et).

3. Sea x?y”+x(1—4x?)y’+(12x?—1)y=0. Hallar una solucién no trivial cuyo desarrollo en torno
a x=0 es un polinomio, dando la regla de recurrencia. {Posee soluciones no acotadas en x=07? [1.6 ptos]

r(r—1)+r—1=0, r=+1. Acotada y1=> ckxk*1. No lo est4, sea d=0 o no, yz=%2bkx’<+dy1lnx.
k=0 k=0 N0, x—0
ST(k+ Dkcxk+ L+ ST [(k+ DexK1—a(k+1)cpxk+3 + 12¢c,xk 3 —gexk*1]=0 — x1: [1—1]co=0 Vco.
k=1 k=0
x2:3c1=0, c1=0. x3:8c2+8c0=0, co=—cp. xK*1: (k+2)kck+(16—4k)ck_2=0,

Ck=%ck—2 — c3=C5=:--=0, c4=0=cg=---. La solucién es, tomando co=1, |y1=x—x3|.

. (urr—uxx =0, x€[0,1],teR a] El valor de u(3 9)
4. S { , hallar con D’Alembert: 474 1.6 pt
u(x,0)=x(1—x), ut(x,0)=u(0, t)=u(l, £)=0 bl u(x, 1) vxe[3/4,1]. 0P

u(x,t)=’M con f* exensién impary 2-peric’>dica de x—x2.

a1 u(3. =3 @+ (-] = rw+r3)]= ]3]

2L 31
0 como u(x, t) es de periodo ===2 en t podiamos haber hallado u(3,7).

b1En [3,1] es 3<x—7<3 y 1<x+3<3 conloque u(x,7) seré: 0200 1=1/4
S e D=3 = 3= D=+ = 5G] = | 30—
SLf +f(x SLx=7)x=7)+(x=7)(7—x)]=| 3(1—=x) |. 0.100
0.050
. X, 0<x<} - . ‘
En el resto de [0,1] seria u(x,%): {;_Xz_% 4%<xs% y el dibujo esta a la derecha. 0% 055 050 %S )
s Utt — Uxx =0, x€[0, 1], teR Resolverlo separando variables y ver que el [1.6 ptos]
3. Sea u(x,0)=x—x2, ur(x,0)=u(0, t)=u(l, t)=0 " primer término de la serie da u(3,3)~ 5~0.13.

. L[ X74+AX=0 _ T”+AT=0 _ _
Del formulario y los datos nulos: {X(O):X(1)=0 — Xp={sennmnx}, {T’(0)=0 — Tp={cosnmt}, n=1,2,...

© 97 =)
Luego u(x, t)=> cpcosnntsennmx. Como u(x,0)=> cpsen nmx =x—x2 —
n=1 n=1

1 —2(x—x2 1 1
cn=2 [y (x=x2)Xp= 22X ) cosnmx ifo (1—2x) cos nmx 0200
0.150-
2 4[1—(—-1)" )
nz—nz(l—ZX)Xn] n27I2 fO Xn —%113)] (=0 si n par). o100
0.050
ad — — (3/4,1/4) | X
ulx, t)= % cos2m 1()21::‘:(]3_;]3(2m Lmx | - %COS ntsennx+ -+ — U= % . 0 0.25 0.50 0.75 1
valor exacto 1/8=0.125 primer término y solucién exacta si tz%




6. Sea {Xzy” +xy’+Ay=0 a] Determinar si A=—4 y A=—1 son o no autovalores, escribiendo
’ 2y(L)—y’(D)=y(2)—y’(2)=0" su autofuncién en caso de serlo.
b1 Para uno de esos dos valores de A hallar la constante a tal que x2y” +xy’+Ay=15x3—a [1.8 ptos]
tenga infintas soluciones con esos mismos datos. '

al Ecuacién de Euler con u=+v—X. Si A=—4 es y=c1x2+c2Xx~2, y=2c1Xx—2c2x"3 . Imponiendo los datos:

2y(1)—y’(1)=4c2=0 \ .
{ y(1)=y'(1) 2 con c1 cualquiera. Es autovalor, con autofuncion .

y(2)—y'(2)=3c;=0 "
2y(1)—y’(1)=c1+3c2=0

Si A=—1, y=cix+C2x L, y=c1—cax2. { CE3 ’ 0 = c1=c>=0. No autovalor.
y=ci1x+c2 y=c1—c2 Y2)—y'(2)=c143c2=0 # 1=C2

1 3/4

b] Para A=—1 el no homogéneo tendra solucién unica. Para que haya infinitas debe ser A=—4 y ademas:
2
(xy’) +%y=15x2-2 — O=J x2(15x2—)dx = [3x5—%x2]§ =93-32 Infinitas si [a=62].
1

Més largo imponiendo los datos a la solucién general de la no homogénea: y=c1x?+c2x~2 +3x3+ 5.

1 1

. Urr+=Ur+=SUgg=4,r<1,0<6<m

7. Resolver el problema en el semicirculo { Rtz Hee . [1.8 ptos]
u(1,0)=cos 26, ug(r,0)=ug(r, m)=0

Conocemos la EDO que da u=RO — O + 16 =0 An=n?, Op={cosnb} [@o={1}]
a - 0’'(0)=0'(m=0" /""" == o=tihl

Se lleva u(r, 8)=Ro(r) + Z Rn(r)cosn6 ala EDP y al otro dato de contorno:

n=1

sl 2
Ry + %RZ) +> [R/+ %R;—';—ZR”] cosnB@=4 (ya desarrollada, todas homogéneas excepto la de Rg ).
n=1

Ro(1)+ > Rn(1)cosn@=cos26 = R2(1)=1y Rp(1)=0 si n#2.Y las soluciones han de estar acotadas.
n=1
Si n#0,2 es Rp=0 (solucién acotada de r’R” +rR/ —n?R,=0 con dato 0 y hay solucién Unica). Sobreviven:

* Rp=Ar? (Ae?) » (242)A=4 o V/=—Y+4.

2R ’ 2
reRy + rRy=4r
{ 0 0 5 Ro=ci+cainr+r2 5 ¢3=0, c;=—1.

Rpacot., Ro(1)=0 (mejor que fvc)
2 ’ —
r<R” + rR.—4R,=0 cc =0 m
2 2 2 —2 2 — 2 2 =2x2— ACi
{ oot 2(1) 1 — Ro=cir<+car g c1=1" ’u(r,e)_r 1+r COSZQ‘—ZX 1 [facil de comprobar].

ut —2(uxx+uyy)=0, (x,y)€(0,5)x(0,3),t>0 Resolver este problema en 3 variables
8. Sea { u(x,y,0)=f(x,y) para una f general y dar su solucién si [1.8 ptos]

uy(x,0,t)=u(x,3,t)=u(0,y, t)=ux(5,y, t)=0  f(x,y)=sen3xcosy.

X" Ty X"+ AX=0 ”
U(X,y,t)=XYT—>XYT'—Z[X”Y+XY”]T=0.7=ﬁ—7=—)\ _){Y_”=)‘+T_/=_/J_’ Y'+uy =0
Y 2T T ==2[A+ulT

De las condiciones de contorno: X(0)=X’(3)=Y’(0)=Y(5)=0 . Asi pues: errata formulario |

{/\,,=(2n—1)2, Xn={sen@n-1)x}, n=1,2,... _ _ {e-2tEm-1+@m-171e)
Um=02m—1)2, Yym={cos(2m—-1)y}, m=1,2,... nm '

, 'y debe ser: u(x,y,0)=i i Cnmsen(2n—1)xcos(2m—1)y = f(x, y)

n=1m=1

© o 77
Luego |u(x, ¥, t)=>1>" cpm Tnm XnYm

n=1m=1

/2 rm/2
— = IGJ f(x,y)sen(2n—1)xcos(2m—1)ydxdy |, n,m>1.
0

C - ==
nm 2 o

En caso de ser f(x, y)=sen3xcosy, identificando y sin hacer ninguna integral, se tiene c1=1 y el resto 0.
u(x, y, t)y=e 2% sen3xcosy|.

Y la solucidn, facil de comprobar, es en este caso:




Soluciones del examen extraordinario de Métodos Il (C) (25-6-24)
ELEGIR TRES problemas entre 1, 2, 3 y 4 (de 1.8 puntos) y ELEGIR DOS entre 5, 6 y 7 (de valor 2.3 puntos).

1. Sea 3x%uy+ux=4yu. al Calcular la solucién que cumple u(1,y)=e3~2 probando su unicidad.  [1.8 ptos]
b] Dar un dato de Cauchy para el que la EDP tenga: i) infinitas soluciones, ii) ninguna solucién.
d . —y—x3 _ y
F=3x2, y—x3=C. Mejor {§=§ X up=(45+4n3)u, u=p(§)eEn+n‘=p(y—x3)ePy—3x*, 3/
. [E=y—x3 __ 3 _ 4n—4E+4E _ _£)4/3 _5)l/3
[Peor. {f]=y , x=(n—-8)%Y3 - un=3 grsu— u=p(&)e—8">+45(n-£) T]. -

al u(l,y)=p(y—1)e¥3=e3-2 p(y—1)=el™Y, p(v)=eV, |u(x, y)=ePy-y+x’=3x" | ‘

Unica por el dibujo de las caracteristicas o porque T(y)=0-3—1.-1=—1#0 Vy. S5/ 1/ 2] *
b] Los datos los daremos sobre la caracteristica y=x3. u(x, x3)=p(0)eX" . -1
Si i) u(x, x3)=0 tendra infinitas soluciones [una para cada peC?! con p(0)=0]. i _/

Y si ii) u(x, x3)=1 ninguna lo cumple, pues para ninguna p puede ser p(0)=e"‘4.
[T(x)=1-3x?>—3x?-1=0 Vx confirma que la curva es caracteristica].

2. Resolver, utilizando exclusivamente la transformada de Fourier, los dos problemas:
] {utt—ux,(:O,x,teR b] {ut—uxx=0,xeR,t>0

u(x,0)= 2e‘x2, ut(x,0)=0 u(x,0)= 2e‘x2, u acotada [1.8 ptos]

al {a(k, 0)=ﬁe—‘<2/4, Qe(k, 0)=0 a(k, t)y=pk)e' '+ q(k) e

p(k) + q(k)= 2 e~k*/4
ik[p(k)—q(kK)]=0 — q(k)=p(k)

1L k24 e 1r2 kal— B a1 4 am(x+1)? [la que daria
Como F~![-~e J=e™, Frlf(k) ek ]=f(x—a), es |u(x,t)=e te D’Alembert]

— — 1 o—Kk/4_ . — 1 —k%/4T aikt 4 aik(=t)
plk)=—e q(k), a(k,t)y=—e [ekt + el ].

] {at+k20=0

=0 — —Kk2t Cb o — —k2(t+1/4) 1e—ak?]— _1_ .—x%/4a
ack, 0)= vZ e—k2/a a(k, t)=p(k) e Gk, t)=+2e .Es F1[e ] = \

2a

.z 2
con lo que la solucién del problema es | u(x, t)=%e x*/(4t+1) |

Utt—Uxx=0, x20, te:‘ o1 a] Hacer el dato de contorno 0 usando una v clara
3. Sea { u(x,0)=0, ur(x,0)={ g X XSIAL

0, xe[1, ) y dar la expresién de la g* del problema para w.  [1.8 ptos]
u(o, t)=t ’ ’ bl Calcular u(1,2), u(2,2) y u(x,2) para x>3.

al] v=t cumple la condicién de contorno. w=u—v=u—t —
Wit—Wxx=0—0=0, x>0, teR
{w(x,0)=o,wt(x,0)={:§;§§{‘1’;£), w(0,)=0 -
{wtt—wx,(:o, x,teR
w(x, 0)=0, wi(x, 0)=g*(x) ’

wix, )=1 [ g*(s)ds. u(x,2)=2+1[*2 g*(s)ds.

bl u(l,2)=2+3[> g*=2-2[71ds=[1]. u@ 2)=2+3[yg*=2+3[y+1[ =2-1-3=|3

;:'22 (-1)ds=2—-2= @ . [No ha llegado la onda, que va a velocidad 1].

con g* extensién impar —

Para x>3 es u(x,2)=2+%

4. Hallar 4 términos del desarrollo de una solucién no trivial de xy”’—(2+x)y=0 que se anule en x=0, dando
la regla de recurrencia. ¢éQué funcién elemental podria ser? Comprobarla. [1.8 ptos]

r(r—1)=0, r=1,0. Se anula y1=2ckx’<+1. También acotada, sea d=0 o no, y2=2bkx’<+dyllnx.

k=0 k=0 N0, x—0
[e<] [e<]
STk+ Dkcxk =S [2ckxk  +xk+2]=0 - x1: 2c1—2c0=0, c1=co. x?: 6c2—2c1—Co=0, cz=%c0.
k=1 k=0

2Ck—1+Cik— 2C2+C 1 1 1
xK: (k+1)kcxk—2Ck—1—Ck—2=0, c;FW - 3= =z2c0. |y1=x(1+x+35x2+gx3+---)].

2¢3+¢cy _ 1/3+1/2 __Co
20 20

Parece ser y1=xeX. (Otro termino: ca= co—ﬁ). y1=(x+1)eX, y!'=(x+2)eX. Es solucion.




ELEGIR DOS entre 5,6y 7

Y42y + Ay =0 a] Justificar que A=—3 no es autovalor.
5. Sea { ©0)=y’(%)=0 - b] Probar que A1=2 lo es, dar su autofuncién {y1} y calcular (y1,y1).
(2.3 ptos] yI=yia)= c] Basandose en una grafica probar que siguiente autovalor A, es menor que 37.

a] En forma autoadjunta [ezxy’]'+ eZX)\y=0. aa’=BB’ =qg=0 = todos los A=0 y A=—3 no lo puede ser.
{c1+cz=0 1 1

c1eW4_3c,e=3W4 =0 |em* —3e-3m4 #0 = c1=c2=0.

O bien u2+2u—3=(u—1)(u+3)=0, y=c1eX+ce 3

SiA>1: u2+2u+A=0, u=—1xiw, con w=v¥A—1 — y=(C1C0OS WX+Csenwx)e X.

_ c1=0+ . _
— — X — X
b] A=2 - y=(c1cosx+cysenx)e ™ — { cze—"/“(cosz—sen 1)=0 v, Autofuncién yl—{e senx} .
4 4 4 i )
(}/1,)/1)=fg/ ry?dx= g/ e2X e=2Xgen2xdx = g/ (352X qx ot A
_g_[sen2x:|71/4_ m_ 1 4
=8 4 lo |8 %
cl A>2 - {Cl_o\ aw . ¢2 cualquiera cuando tanT¥ =w. 2]
c2e”™4(wcos ¥ —senTr)=0 4

El primer corte es si w=1. El segundo se tiene antes de la asintota de w=6. 2 /4 6 /8
Luego w2<6.Y, por tanto, Aa=w3+1<37. ] / | /

2
L . ur—Suxx=3senx, xe(0,m), t>1
6. Resolver por separacién de variables ET X (0, m) . [2.3 ptos]
u(x,1)=sen2x, u(0, t)=u(m, t)=0
7 ’ 2 _
u=XT en EDP homogénea — X—=i=—)\, X"+ AX=0 , Xn={sennx},n=1,2,... Probamos, pues:
X 2T X(0)=X(m)=0
7, 2n2 _ _ & —
n N = , AL)= = .
u(x, t)= ZT (t)sennx Eof Z[T +55 Tn]sennx=3senx, con u(x,1) > Th(1)sennx=sen 2x
n=1 (ya desarrollada) n=1 (ya desarrollada)

Todas las T,=0, salvo las dos primeras (son problemas de EDOs homogéneas con dato inicial 0) menos:

T/ ==2T d.i.
{ 1=7eik3 Ti=5+5[302dt= 5+t =5 Ty=t—3%

T1(1)=0
T =-371, _g di; .
{ — Tp=Ct C=1. Lasoluciénes |u(x,t)=(t—%)senx+ s sen2x|.
T2(1)=1 t
Urr+ = ur+ uee 0,r<2, 0<6<— Calcular su solucién para i) f(6)=cos 36 y dos
7. Sea - . L, .. [2.3 ptos]
(2,9) f(e), ue(r,O)—u( ,2)_0 términos de su serie solucion para ii) f(@)=m.

e”+/\e=o,e'(0)=e(g) 0 - Ap= (2n 1)2, Gn—{cos(Zn 1)6}
u=RO — n=1,2,...

r’R”+rR’—AR=0 R= c1r2” Ly cori-2n KR, ={r2n-1}

La solucién sera de la forma u(r, 6) = > c',}rzn_1 cos(2n—1)6. Falta solo el ultimos dato:
n=1

u(2,6) = i cn22"~1cos(2n—1)6 =f(6). En el caso i) basta identificar y en el ii) hay que integrar.
n=1

Para i) es claro que séloes nonulo el ¢c2: 8ca=1 — |u(r, 6)=%r3 cos36|.

(2n—-1)m
5 .

Para ii) los coeficientes vienen dados por cp = 3 /2 mcos(2n—1)6 d6 =

m22n-1 J0o T5en

4
(2n—1)22"—

r2n—1cos(2n—1)6. Y los dos términos: |u(r, 8)=2rcos 6—%r3cos 30+---

0 __1\n+1
Por tanto: u=>" %
n=1




