Ecuaciones Diferenciales II (C - piloto) Soluciones del parcialillo 1 (6/3/08)

1. Sea [Eq] y3uy—ux =2y?u . a] Hallar la solucién general de [E;] tomando i) =y, ii) y =x.
b] Resolver [E{] con el dato inicial u(x,1)=2x, estudiando la unicidad de la solucién.
cl ;En qué puntos del plano es tangente la curva 2x=—y? a alguna caracteristica de [E;]?

dy 2d 1 1
al = —y® — y_;/: —p= —2x+K — 2x—]? K caracteristicas.

2x—%
) S22 — Py =2, = 2u = u=p(@)pP p<zx—y—>y2-

A
=y Q

\ .
—2 " /_
11){g_xx = =y =2y%u, Uy = 25—5—> u:fn(—g)g 2x—— /

(con otros multiplos de ¢ puede salir una expresién algo dlferente)

bl u(x,1)=2x — p(2x—1)=2x, p(v)=v+1 — | u = 2xy>+y*>—1 |,

solucién tinica porque x queda determinada de forma tnica en funcién de v, o porque
larecta y =1 no es tangente en ningtin punto a las caracteristicas, como prueba el dibujo
o la expresion:

A=1-13-0-(-1)=1#0.

2
AdG=(-%y) = A=(ny-1(-1)=1-y*=0 - y=+1—| (=3,1) |y | (- 3,-1) |

2. Sea [Ep] us+2uyi+uxx+u=0.a] Escribirla en forma canénica y hallar su solucién general.
b] Hallar (y simplificar) la soluciéon de [E;] que satisface u(x, —x) =0, us(x, —x)=1.
c] Escribir una solucién de [E;], distinta de la #=0, que cumpla u(x,x)=u;(x,x)=0.

a] De coeficientes constantes y parabélica. x— st =x—t=K caracteristicas. t

Uy = Ugg—2Uz,+U
C:x_t N Uy = —u§—|—l/l;7 utt — fi +li]7 7 — Upp+U = 0
n=t Uy = Uig ’ xt = /] nm -

Uy = Ugg

— u=p(f)cosy+q(&)senn, | u=p(x—t)cost+q(x—t)sent

[El1g1endo n=xsellegaa uy;+u=0 — u=pi (x—t)cosx+ g (x—t)senx].

bl ui(x,t) = [g(x—t)—p'(x—t)] cost — [p(x—t)+q'(x—t)] sent
p(2x) cos x— q(2x) senx=0(, — [2p'(2x)—q(2x)] cos x—[p(2x)+24q'(2x)] sen x =0
x)] cos x+[p(2x)+¢'(2x)] senx =1

a + 2x)=2senx v)=2sen 3
V201 cos a4 p(2x) sen ¥ =2 [#]xcos +[o] xsen — p(2x) — p(v) 2
[o] x cos —[e] xsen — q(2x) =2cosx — p(v) =2cos 5

— U= ZSenTcosH—Zcos = Lsent = ZSenxTH (solucion tnica).

— p(0)=p'(0)=4(0)=4'(0)=0 —

I {p(O) cosx+g(0)senx=0 — p(0)=¢(0)=0
[9(0)=p'(0)] cos x—[p(0)+4'(0)] senx=0

Por ejemplo, podemos tomar p(v)=v? y q(v)=0 — | u = (x—t)?>cost |,

0, para usar sélo cosenos, p(v)=1—cosv, g(v)=0 — | u = [1—cos(x—t)]cost




Ecuaciones Diferenciales II (C - piloto) Soluciones del parcialillo 2 (1/4/08)

1S vy +Ay=0 a] Probar que sus autovalores y autofunciones {y, } coinciden con
- oea y(0)=y'(mr)=0" lo escrito en el formulario.

< .o o )
b;] Desarrollar X, 0=x<3 en serie cn #(x), escribiendo en particular ¢; y ¢
0, 7<x<m y P y

(evaluando las funciones trigonométricas). b2] éCuanto vale chyn( ) ? Deducir de ello,

n=1

y de que arctan1:1—3+5—~ -+, el valor de EW

a] Como aa’=pp' =0, g(x)=0, nos podemos limitar a los A >0.

(
0. y— y(0)=c1=0 _ _
A=0: y=c1+cx, y/(l):cz:O} — y = 0. A=0 no autovalor.

0)=ci=0 (2n 1) _ (2n—1)x
A>0: y=cq cos wx-+cysenwx , y/( )=c1=0 M= = Yn= {sen )
y' () =wcy coswmr=0 n=1,2,.
b1] En el formulario tenemos escrito el valor de (yn, yn) = 7 . Por tanto:
cn==2["f senM%l)x dx = 2 O"/szen@d
__ 4xcos @n-1)x ”/2+ 4 /2 o ZHTDX g0 8sen 21T B 2 cos 2 U™
T(2n— 1) 0 n(2n—1) JO 2 (211—1)2 2n—1

W22 =V2(3-1) y =R R =Va(sht)).

En particular, ¢;= = =

b,] La serie converge hacia f(x) para los x€ (0, 71) en los que f es continua (en los extremos
nosotros no lo sabemos), y hacia 3[f(x*)+f(x~)] enlos que f es discontinua. Por tanto:

3
'~
=
|
=
IS

W

=) cpsen-—z-— = 5
1

n

2. Discutir, segtin los valores de la constante a, cuantas soluciones tiene el problema:
{ x%y" —3xy'+3y = a—x?
yM)=y'(1), y(2)=2y'(2)

Veamos primero cudntas soluciones tiene el problema homogéno. La ecuacién es de Euler.

—1)— — _ _ 3 c1+c2=c1+3c2 =0y
AA=1)=3A+3=0 = A=1,3 » y=caxtox — {2c1+8c2:2c1+24cz "~ ¢ cualquiera.

Existen infinitas soluciones {x} del homogéneo y, por tanto, el no homogéneo no tiene solucién
tnica para ningtn a. Nos falta estudiar cudndo tiene infinitas o ninguna.

Para ello escribimos la ecuacién en forma autoadjunta:

nm_ 3.7, 3 xe I3ty 5 1 _
YV—wWtmy=5-1"— |5| +t3y=5—3=f().
1 2 1 7 1
ﬂ} o i+g:£_ =0 si a:%

=371 x 324 2

[ rommar= [ & Lar=[1- 0]

Sia= % el problema tiene infinitas soluciones y para cualquier otro a no tiene solucién.

[Directamente. Como 0 y 2 no son ‘autovalores’ hay y, =A+Bx? — y=cix+cx>+5+x2.

: 12 — 33 1 4, .2
Los datos no se pueden cumplir para a# %> y para ese valor es y=c1x— 35 +2+x7].



Ecuaciones Diferenciales II (C - piloto) Soluciones del parcialillo 3 (29/4/08)

— Uyxy = 0, XE(O,l), t>0
x,0)=0, uy(0,t)=0, uy(1,t)=2e

[Simplificaria los célculos hallar una v(x, f) =X (x)T(t) cumpliendo
tanto la ecuaciéon como las condiciones de contorno].

1. Resolver {Zz ¢ yhallarel lim u(x,t).

X"+ AX=0 8
[ )
T'+AT=0

Necesitamos una v que cumpla las condiciones de contorno. Lo mas habitual es probar rectas
(no hay en este caso) y si no pardbolas (en x):

v=A(t)x+B(t)x2 =5 v=x2%"t.
Con ella conseguimos las condiciones homogéneas, pero la ecuacion resulta ser no homogénea:
Wi — Wyy = (x242)e!
w(x,0)=—x2, wy(0,t)=wy(1,t)=0

Conocemos las EDOs que aparecen al separar variables u=XT en la EDP: {

w=u—v — [P] {

Buscamos una v mejor. Como e~ ! estd asociadaa A =1 en [e], sabemos que su producto por
soluciones de X”+X=0 cumple la ecuacion:

tCC x__ _ 2cosx ,—t

v=(cicosx+cysenx)e ! = vf=—2E8xe

Wt — Wyy =0
(x,0) =295 . (0,t) =wx(1,t) =0

senl 7

w=u—0v" — [P*] {

X"4+AX, X' (0)=X'(1)=1 — Ay =072, Xy ={cosnmx}, n=0,1,... —» T,={e "7t} —

dz

a9 | & __ 2cosx ag _ (1 2cosx
2 —|—I§16lnCOSTZ7TX— sen 1 2 f “senl dX—Z

w = “0—1—2 a, T, X, =

2(=1)" _2(=1)" _ 4(=1)"*"
nm+1 nn—1 = n272-1

ay, = —Senl fo COS X COS NTTX dxx—= _senl fol [cos(nm+1)x+cos(nm—1)] dx=

5 ; e 1+1 2,2 [aislado a la izquierda y
u=2-52e'+4) ryre "Tlcosnmx — 2 | metemos cada vez menos
= t—o0 calor por la derecha]

Mas largo es hallar la solucién de [P]: w = Ty(t)+ iTn (t)cosnmx —

T/+i[Trlz+n27T2Tn]COSH7Tx=e H(x2+42) = e t+e! ZB COS N7TX ,

pues fo (x2+42)dx=1%, y siendo Bn—2fO x +2)cosn7txdx———f0xsennnxdx—%.

B, cosnmx , hay que resolver:

e

W=

Como w(x,0)="Ty(0)+ iT( )cosnmx=—x>=—

n=1

" | T.(0)=-B,

. 2.2
—tdl —t_ 2 2 ,—ncmht

_ B, R B,le '—n-m“e

—_—
nzrrz 7 COS N7TXx e 2

u=2+(x*-3) *t+42




2. Hallar (en términos de funciones elementales) una solucién acotada de:
U542 4 du =0, r<1, 0<0<7m
u(1,0)=sen§ , u(r,0)=uy(r, 7)=0

[Separando variables y haciendo s=2r aparece
una ecuacién cuya solucién esta en el formulario].

[Tanto cuidado con el lenguaje en el enunciado se debe a que no tenemos grantizada ni la unicidad].

Separando variables: u=R0O — R”®+ r RH + ’TR/ 1472 = —%" =)\ —

" —
{8(6;1%7(?_[)20—>)\n_(2n 1)2 @n_{senZn 19} n=12,... y r2RN+rR/+(4r2_/\)R:O.

Esta ecuacion para la R se parece mucho a la de Bessel. Para quitar el 4 que sobra, como se
hace habitualmente, se hace el cambio:

=VAr=2r — R'=2MR RI=48R _, 2R R4 (2_))R=0,

ue para los A, de arriba es Bessel con p=#n—1, cuyas soluciones acotadas en =0 son las
y

{]._ 1 (s)}={J,_ ! (2r)} =R, (todas se pueden escribir en términos de funciones elementales).

Probamos pues: u = écn Ty (2r) sen 2-19 , ala que sélo le falta satisfacer:
= 2—1pg _ o O _ 1 i o _ 1 0
3 Cn ]n_%(Z) sen <~ =seny; — c1=7 @ Y losdemds ¢, =0 — u = 15 ]%(Zr) sens .

1 1
2 2
Podemos escribir la solucidon anterior en términos de funciones elementales.

sen 2r [ cos2r sen?2

T | %%, moestdacotada en r=0] y ]%(Z)ZW,

sen 2r 0
LL(T’, 9) W sen 5 5

Como (salvo constante) | 1 (2r)=

Comprobemos el resultado, ya que es tan corto. Los datos adicionales, casi a ojo:
u(1,0)=sen?, u(r,0)=0 [sen0=0], up(r,7)=0 [cos Z=0].
Y la ecuacion:
(r~1/2sen Zr)/ =—3r"%2sen2r4+2r /2 cos2r,

(r‘l/z sen 2r)” = %r‘5/2 sen2r—2r—3/2cos2r—4r~12sen2r —

6
xng ( [2r75/2 4y~ V214752 1y =524 44~ 1/2] sen2r + [ — 2r 3/242r73/2] cosZr) =0.

sen 2




Ecuaciones Diferenciales II (C - piloto) Soluciones del parcialillo 4 (29/5/08)

ou—0;p=0,r>0,teER Upp—Upr — %urzo,rzO,tER

1. Sean [D,] U(r,O):{zr 2, r€[0,2] F(r) y [P,] u(r,O):{z_r’re[O’z]Ef(T) '

0 en el resto 0 en el resto
ve(r,0)=0(0,t)=0 u(r,0)=0
al Hallar v(6,3), v(2,3) y u(4,3). bl Dibujar y hallar la expresién de v(r,3).
c] Hallar el valor maximo de u(r,3) [v/15~3.873].

Sabemos que haciendo v=ru se transforma P, en P,
y que las soluciones de P, vienen dadas por

Utt_vrr - O, X,teR

v(r,0)=F*(r), v¢(r,0)=0

con F* extension impar de F respecto del origen.

a] La férmula de D’ Alembert nos dice que: ov(r,t) = [F*(r+t)+F*(r—t)] . Por tanto:

0(6,3) = L[FX(9)+F*(3)] = L[F(9)+F(3)] = (ya nos lo diria el

dominio de influencia).

0(2,3) = 3 [F(O)+F(-1)] = 3 [FG)~F()] = 3[0-1] =| -3
Y como u(r, ) =24 es: u(4,3) = L [F(7)+F(1)] = L[F(7)+F(1)] = 4[0+1] =| 1

[Hallar este valor con Poisson-Kirchoff seria complicado, pues habria que integrar
2—r sobre la interseccién con la esfera r < 2 de la superficie esférica de radio 3
centrada en un punto situado a distancia 4 del origen].

jera 3F*(r) tres unidades a izquierda y derecha
y sumar las graficas resultantes en r>0.

La que va hacia la izquierda se sale de [0,0) y 1/2 y\.../3 b0
s6lo queda la mitad dela F* trasladadaa [1,5]:

b] Para dibujar v(r,3) basta trasladar la onda via- P(r’?))
1/2

Para dar la expresién analitica de v(r,3) debemos dis-

tinguir 4 posibilidades, como se puede ver en el dibujo t
de los dominios de dependencia de la derecha.

0 si xe [0 1]

(r—3)+1(r—3)2 = 1(r—1)(r-3) si re [1,3]
(r—3) — 1(r—3)2 = =4 (r-3)(r—5) si re [3,5]

0 si x€ [5,00)

[Coherente con los dos primeros valores de a] y el dibujo].

v(r,3) =

c] La grafica de u(r,3)= @ tendrd su maximo en un punto de [3,5] donde su expresion es:

d
d

—r48-15) 5 1(1415)=0 — r=1/15 (algo <4) — Valor maximo =| 4—+/15 |.
2 r 2 r

[Este valor (~ 0.127) es un poquito mayor que el valor calculado en a]
de u(4,3)=1/8=0.125. Al dividir por r el maximo de v se traslada
un poquito a la izquierda de 4 y vale un poco mads que el valor ahi].




x2
2. Sea {“f_”xxz(xz_l)e_2, xeR,t>0

El término no homogéneo es la
u(x,0)=0, u acotada

derivada segunda de e /2 ]
Hallar su solucién (en términos de funciones elementales) y el tlim u(x,t):
a] Aplicando la transformada de Fourier directamente.

b] Haciendo un cambio para convertir la ecuacién en homogénea y evaluando
la integral del formulario mediante un cambio de variable.

al Como [f"]=—Kf y e ™= L W/in =12 o2,

V2a
2
Oi+k* i = —k*e /2 . K2 K22 . K2)2 K2t —K2)2
1k, t k)e —e n(k,t)=e e —e
{ﬁ(k,O)zO oo T 1) = p(k) — (k1)
— u(x,t)=73"1 [e—kz(t—s—%)} e ¥/2 1 o—x/(442) _ o—x2/2

V1+2t

s —eF2 (o)

t—o0

N

X

b] Con la pista dada es claro que v=—e™ 7 satisface la ecuacion. Haciendo w=u—v:

Wt—Wyxx = 02 formulario w— 1 /°° e_SZ/Z e_(x—s)2/4tds.
u(x,O):e*x /2 2yt | o

Para evaluar la integral completamos cuadrados buscando [ e Pd p=+:

2
X
(2t41)s2—2xs 32 _[ 25— 5| e, (s }2_ .
4 (2\/E)2 4t 4t(2t4+1) 2/t 21241 4142

Llamando p al tltimo corchete, con lo que dp =~ 22\7;1 ds, tenemos:

_ 1 2V —x2/a2) [T P g, 1 —x2/(4t+2)
w= 2/t 2t +1 € _Ooe dp = V21 )
Y, deshaciendo el cambio, llegamos a la solucién de arriba.

(o) [Estamos todo el rato sacando calor en [—1,1] y ddndolo (menos cantidad segtn nos alejamos)
[ ]
fuera de ese intervalo. Las temperatura

s acaban siendo negativas y menores cerca del origen].



