Ecuaciones Diferenciales Il (C - piloto) Parcialillo 1 (5/3/09)

[Nota > 0.7 se suma al final de febrero; suspenso > 0.4 suma 0.3 6 0.4 puntos al final de febrero].

1. Sea (E) (y—2x)uy +ux =y. al Resolver (E) con el dato u(0,y) =y—2. ¢Es Unica la solucién?
bl Imponer a (E) unos datos de Cauchy para los que no tenga solucién. [0.7 puntos]

2. Sea (e) utt—uxx+Dut+Eux =4, con D y E constantes. [0.7 puntos]
al Escribir (e) en forma candnica. {Para qué relaciones entre D y E es esta forma resoluble?
bl Para D=-2, E=2, hallar la o las soluciones de (e) con los datos: u(0, t)=e?2t, uy(0, t)=2.

Ecuaciones Diferenciales Il (C - piloto) Parcialillo 23 (2/4/09)

[Nota >1 se suma al final de febrero; suspenso > 0.6 suma 0.4 6 0.5 puntos al final de febrero].

1. Sea x2y"” —ay =3x-4 Precisar cudntas soluciones tiene para: i) a=2, ii) a=0.
. y(1)+y’(1)=y(2)=0" [Ayuda: In2 es un ndmero irracional]. [0.6 puntos]
-2t n

Ut — Uxx = e “tcosx, xe(0,5), t>0

2. Resolver { &= X (n 2) [0.6 puntos]
u(x,0)=1, ux(0,t)=0, u(5,t)=1
1, 0<x<1 i ) w0

3. Sea f(x)={o, 1<)>252 . a] Hallar su desarrollo en serie de Fourier f(x) = "2—0 +nZ:1an cos %

i{Cudnto debe sumar la serie para i) x=1, ii) x=2? Comprobarlo sustituyendo en la serie.

Ut — Uxx + = =0, x€(0,2), t>0 ., .
b] Resolver { ule O>)(X=f(§<+)1, (O, t)=(ux(;, =0 por separacién de variables. [0.8 puntos]
Ecuaciones Diferenciales Il (C - piloto) Parcialillo 34 (26/5/09)

[Nota > 1.3 se suma al final de febrero; suspenso > 0.8 suma 0.5, 0.6 6 0.7 puntos al final de febrero].

1. R | | bl | Au=09r, 1<r<?2 0.
. Resolver el problema plano . . t
P P u(1, 6)=2sen26, uy(2,6)=0 [0.9 puntes]
Utt—U=0, X20,t€R a1 Hallar u(2,3). Uafades uns buens vix ) sae e
2. Sea { u(x, O)=e‘tx, ut(x,0)=0. . b:1 Hallar u(x, t), x, t>0. [1.1 puntos]
u(o, t)y=e" Elegir entre: b,1 Dibujar aproximadamente u(x, 3).

Ust—3Uxt+2uUxx =0, X, teR
u(x, 0)=f(x), ut(x,0)=0
para f(x)=x2 (comprobando el resultado). [0.6 puntos]

3. Resolver con transformadas de Fourier { y deducir la solucién




Ecuaciones Diferenciales | (C - piloto) Soluciones del parcialillo 1 (5/3/09)

1. Sea (E) (y—2x)uy +ux =y. al Resolver (E) con el dato u(0,y)=y—2. ¢Es Unica la solucién?
b] Imponer a (E) unos datos de Cauchy para los que no tenga solucién.

%:y"lzx - y=CeX—2eXfe‘Xxdx?Ce"+2x+2 — (y—2x-2)e *X=C — I J=2xs2

[6 yp=Ax+B]

=(y-2x—2)e~*
{E (y=2x=2)e — Up=y =Ee+2n+2 — u=p(E)+&e+n2+2n,

2
nN=X (parece mejor) /\
u=p(ly-2x-2]e™X)+y+x%-2. %

[Si hubiésemos escogido n=y no se podria despejar la x de §=(n-2x-2)e™x]. /

al p(y—2)+y—-2=y-2, p(y—=2)=0—- p(v)=0 Vv, |u=y+x%-2

Solucidén unica segln lo visto, o porque x=0 nunca es tangente a las caracteristicas:
A=0-(y—2-0)-1-1=-1# 0 Vx [0 porque esta claro en el dibujo].
bl Hay una caracteristica sencilla: y=2x+2. Imponemos datos sobre ella:

u(x, 2x+2) = p(0)+2x+x2 = f(x) — salvo que escojamos f(x)= K+2x+x?
(en ese caso existirian infinitas soluciones), el problema no tiene solucién.

Por ejemplo, con u(x,2x+2) =0 no hay solucién.
[Hallando A =1:(2x+2-2x)-2-1 =0 Vx, confirmamos que es caracteristica].

2. Sea (e) upt—uxx+Dus+Eux =4, con D y E constantes.
a] Escribir (e) en forma candnica. {Para qué relaciones entre D y E es esta forma resoluble?
bl Para D=-2, E=2, hallar la o las soluciones de (e) con los datos: u(0, t)=e2t, ux(0, t)=2.

al Las caracteristicas de esta ecuacion son las de la ecuacién de ondas ¢
(sélo dependen de las derivadas de segundo orden):

E=x+t _ [Utr=ug—uy Utt = Ugg—2Ugn+Unn
n:x—t UX=UE+UFI ! uXX=uEE+2uE,I’)+quU

—4ugn+(D+E)ug+(E-D)up =4 — si es resoluble.

up=v Vp a oj
b] UEr’—UrI=—1 e V‘E:V—l I

*v=p*(n)eS+1 — u=q(E)+p(n)es+n.

solucién unica

La solucion general es, pues, |u=q(x+t)+p(x—t)eXtt+x—t]|.

Imponemos los datos (ux = q’(x+t) + p’(x—t) et + p(x—t)eXtt +1):
{u(O, H=q(t)+p(-t)et—t=e2t - g’(t)—p’(-t)el+p(-t)et=1+2e2t
ux(0, )=q’(t)+p’(-t) et +p(-t) et +1=2 2p’(—t)et==2e%, p/(-t)=—et, p’'(V)=—e""

— p(V)=e V+K — q(t)=t—Ke! —» u=x+t+eXtteXt L x—t, |u=2x+e?t

Veamos si con cambios del tipo u= ePtedw conseguimos resolver (e) en algin caso mas:

ue=[pw+we] ePt+ax Uee=[p? W+2pWe+wee] ePtHax
Ux=[qW+wx]ePHIX " | Uy = [q2 WH2qWx+ Wi ] €PHHX

Wit — Wxx + (2p+D)we + (E—2q)wx + (p2—q2+pD+qE)w = 4e~Pt-ax
Para que la forma candnica tenga sélo una derivada primera hemos visto que debe ser
E?D+2(p+q) o bien E?—D—Z(p—q) , Yy ademas debe anularse lo que acompafa a u:
(p+q)(D+p+q)=0 (p—q)(D+p—q)=0 — E==xD en ambos casos (nada nuevo).

[En el caso b], con p=g=1 acabamos en una ecuacién de ondas: Wir—Wxx=4e~ =X ]




Ecuaciones Diferenciales Il (C - piloto) Soluciones del parcialillo 23 (2/4/09)

x2y"” —ay =3x-4 Precisar cuantas soluciones tiene para: i) a=2, ii) a=0.

1. sea [P] {Y(1)+y’(1)=y(2)=0 ' [Ayuda: In2 es un ndmero irracional].

Veamos primero cuantas soluciones tiene el homogéneo en ambos casos.

i) Para a=2 la ecuacién es de Euler con pu(u—1)-2=0 — y=c1x?2+cox~ 1, y' =2c1x — cox~2.

y(1)+y’(1)=3c1=0

V(2) = 4cy +% _o — c1=c¢c>=0 — [P] tiene solucidén unica.

Imponiendo los datos: {

[Se podria calcular esta solucién Unica directamente o con la funcién de Green:

datos
Con la fvc o tanteando --- y=c1x2+czx‘1—37x+2 — y=%x2—%—37x+2.

-1 2 -1 — —
1 p% x2-8x s71(x2-8x71), 1<s<x

yi=Xx"
x"1(s2-857"1), x<s5<2

—3_4
y2=x2-8x"1" J)=5-2

—x~2 2x+8x72 =3, p(x)=1, G(x, 5)=%{

_ 2
- y=302-8x"1) [ (2-3)ds+ 5 [ (3s—4-23+3)ds = Ix? - & - 2 +2].

ii) Para a=0 también es de Euler, o podemos ‘resolverla’ asi: y”" =0 — y’=c1, y =C1X+C>

1 (1)=2 = . . . gn s .
{ﬁz%zyz(cl)-pc;:l-gcz 0 el homogéneo tiene infinitas soluciones y,={x-2}.
4

2

- Que [P] tenga infinitas o ninguna depende de:

La ecuacién en forma S-Les (y’)'= %—
2 3 4 _ 2 10, 8 _ 2 872 _
o=2)(3-5)ax =[] (3-+5)dx=3-10[Inx]; - [ 2] =7-10In2 #0.
Como esta integral es no nula, [P] no tiene solucidén para a=0.
[Verlo directamente lleva algo més de tiempo:
y”=§—>% — y’=3|nx+§+c1 pﬂ(3Sy=3x|nx—3x+4|nx+c1x+cz —

{ y()+y’(1)=2c1+c2+1=0

V(2)= 2C14+02410In2-6=0 * sistema que no tiene solucién porque 1 #10In2-6].

Ut — uxx = e 2tcosx, x€(0,3), t>0

2. Resolver
Y {u(x, 0)=1, ux(0,)=0, u(Z, t)=1

[A una varilla inicialmente a 1° con el extremo izquierdo aislado empezamos a meterle y sacarle calor
(cada vez menos) en su interior, mientras obligamos a que el extremo derecho se mantenga a 1°].

Lo primero es hacer cero las condiciones de contorno. Una v que las cumple salta a la vista:

weu—1 [ Wi — Wxx = e 2tcosx )

v=1l — - , problema no homogéneo.

w(x,0)=0, wx(0,t)=w(3,t)=0
Hallemos las autofunciones del homogéneo. Sabemos que al separar variables u=XT queda:
X" +AX=0, que con los datos X’(0)=X(35)=0 nos da: X,={cos(2n—1)x}, n=1,2,....
Probamos: w(x,t) =3 Tp(t)cos(2n-1)x — > [Tr’,+(2n—1)2T,,] cos(2n—-1)x=e 2t cosx
n=1 n=1

La funcién de la derecha ya esta desarrollada en esas autofunciones. Hay que resolver, pues:
T/ +Ti=e2t T/ +(2n-1)°Tp=0
T1(0)=0 Th(0)=0 '

La solucién de las ultimas es obviamente T,=0. Para la primera:

n=2,... [ya que iTn(O)cos(Zn—l)x= 0].
n=1

, 0)=0
Tip=Ae 2t & —2A+A=1, Ty=Ce~t—e 2t [§ Ty=Ce~t+e~t[e~t] 0T ()=e-t— o2t

La solucién del problema inicial es, pues: |u(x,t)=1+ (e~t—e~2!) cosx

[u s 1: toda la varilla tiende a ponerse a 1°].
—00




1, 0<x<1 . . ©
3. Sea f(x)={o, 1;’;;2 . a] Hallar su desarrollo en serie de Fourier f(x) = "2—0 + > apcos %

n=1

i{Cuédnto debe sumar la serie para i) x=1, ii) x=2? Comprobarlo sustituyendo en la serie.
Ut — Uxx + 77 =0, x€(0,2), t>0

L, iables.
U(x, 0)=F(x), tx(0, £) = Ux(2, )=0 por separacion de variables

b] Resolver {

a] Los desarrollos en cosenos son: f(x) =% + Z apcos =, con ap = fo f(x)cos " dx.

1 1 0 si npar
En este caso: ap=3 [; dx=1, ap=[; cos P dx = Zsen, y es sen { P

(-1)™ si n=2m+1 "

El desarrollo de nuestra f(x) es, por tanto: %+% Z (Zrnlln; cos (2"”51)""
m=

i) En x=1 es f discontinua, y la serie de Fourier tendera hacia
%[f(l‘)+f(l+)] = % como se comprueba facil sustituyendo:

s+2 Z (17 cos ZMEDT — 1 {105 cosenos se anulan]. ¢—1—Q ------------------- —
ii) Como tiende en todo R hacia la extensién par y 4-periédica :_ : t
de f, en x=2 ha de tender hacia f(2)=0. Sustituyendo: 10 1 2 3
i+ Z 2m+1 T cos(2m+1)m = i- %mio (27nlin£ =0,
puesto que la Ultima serie 1—%+%+--- = arctan 1=%.
b] Separando variables: u=XT — Xyn Tl+t+1 A - {i:,(g))\sz,(g)zo T’+[)\+t+1]T—0.

Los autovalores y autofunciones del problema de contorno sabemos que son:

22
, Xn={cos "%}, n=0,1,... » T'+[ZE+5]T=0 - T,={= -} -

t+1
u(x, t) = +Ya —e_nznzw cos 12X — u(x,0) =%+ apcos X =f(x) —
, 4D Z I} 2 = Z n =

2.2
nn
An=—7—

t+l

__ 1 2 (=17 2m+1)2n2t/4 (2m+1)nx
u(x, t) = 5y + mEEn Z omyT € M4 cos
m=




Ecuaciones Diferenciales Il (C - piloto) Soluciones del parcialillo 34 (26/5/09)

Au=9r, 1<r<?2

1. Resolver el problema plano {u(l, 9)=2sen26, u/(2,0)=0 "

Separando variables en el homogéneo aparecen, como sabemos, estas ecuaciones:
0”4X0=0 y r2R”+rR’=AR=0.

La que da las autofunciones siempre es O, para la que las condiciones de contorno
0(0)=0(2m)

son las implicitas 0/(0)=0’(27

) [o sea, © 2m-periddica] —» ©p={cosn6,sennb}, n=0,1,....
Probamos, pues: u(r,8) = ao(r)+i [an(r)cosn6+ bp(r)sennb] —
n=1
a6’+%a6 + g[(a;%%a; - ’;’—:an) cosné + (b;,’+%b;, - ’;—Zzbn) sen ne] =9r —
rlay+raj=9r*, r?a//+ra/—n?a,=0, r’b//+rb! —n?bp=0, n>1.
Del dato de contorno u(1, 8)=1-cos26 deducimos que ag(l)=1,a2(1)=-1 y los otros 0.
Y del otro dato, a;(2)=b;(2)=0 vn.

Sélo dos de los problemas para las ecuaciones de Euler no tienen solucién trivial:

c1+1=1

rlag+raj=9r>  ag,=Ar3 3_24]
941220 — Go=r>=24Inr.

C.C.
0 — ap=ci+cinr+r’ =5
ao(l)—l,ao(Z)—O

1 Inr
0o 1/r

1 _ 9r _ (9rinr _ 5.3 _ 2,3 2
=7, app=Inrf T =3r3Inr—3r3Inr+[3r ]

[Més largo es hallar agp con la fvc: ‘

2 ~17 / —
rca+ral—4a,=0 5 cC C14Cr=— 2 16
{ 2 2 as _C]_r2+C2r 2 — az __ﬁ_ﬁ

az(1)=-1,a;(2)=0 - 461-2=0

La solucién (Unica) es, por tanto, | u(r, 8) =r3-24Inr — % [r2+%] cos 26

[Separando en 2, el problema no homogéneo se podria mirar como en 1 variable al no depender de 6:

u//+%u/=9r Au=0
u(l)=u’(2)=0 u(1,8)=2sen?6,ur(2,0)=0 "

Como una solucién de la EDP es v=r3 también se podria hacer w=u—Vv y acabar en un homogéneol.

— u=r3-1-24Inr, y quedaria por resolver {

Ut —3Uxt+2uUxx =0, X, teR

u(x, 0)=£(x), ue(x, 0)=0 y deducir la solucién

3. Resolver con transformadas de Fourier {

para f(x)=x2 (comprobando el resultado).

e+ 3ik Qe —2k20 = | .
{”“+3' Ue=2k"0=0 " o Siku—2k2=0, p=—ik,—2ik — Ok, t) = p(k)e~Kt + q(k) e~2ikt

a(k, 0)=F(k), Gr(k, 0)=0

ci { p(k) +q(k) = f(k) q(k) = —f(k) |

- ? — Q(k, t) = 2f(k) ekt — f(k)e—2ikt
—ikp(k)-2ikq(k)=0, p(k) £ —2q(k) = 2f(k) (k1) =27(k) J(k)

Y como F-1[f(k)eka]=f(x—a), la solucién (Unica) es |u(x, t) = 2f(x+t) — f(x+2t)

En el caso particular de que f(x)=x2 queda u=2x2+4xt+2t2—x2—4xt—4t2 =|x2 - 2t?

[Directamente no se podia usar la F por no tener x2 transformadal.

Comprobando: ust—3uxt+2uxx=—4+2-2=0, u(x, 0)=x2, us(x,0)=-4-0=0.




t—to=0, x>0, teR a1 Hallar u(2,3). [y ura buena v ) sl de
2. Sea {U(X' 0)=e"%, ur(x,0)=0. oai b.1 Hallar u(x, t), x,t>0.
u(0,t)=e" Elegir entre b,]1 Dibujar aproximadamente u(x, 3).

al Busquemos una v (mejor que la inmediata v=e!) que cumpla también la ecuacién
” = =-1 X=ci1e¥+ce™*
Separando variables: {?”Iﬁ;'(:g ety T—kiet:kzze_t — cumple ecuacién y u(0,t)=e"t la
Wit—W =0,x>0
v=ex-t V25V I w(x, O)XXO we(x, 0)=e™X Wee—Wxx =0, X€R
w(0, £)=0 w(x, 0)=0, w¢(x, 0)=g*(x) (impar)

_ 15 _ 15 -1_g-5 —lra-14a-5
- w2,3)=3[29% = 3[/9=-3¢ *°=1le ] = |u2,3)=3[e1+e73]
[Es bastante mas largo con la v mala: .
-t -t
Ve et WUV Wit—Wxx=—e"t, x>0 . .
- w(x, 0)=e -1, w¢(x,0)=1, w(0, t)=0 s=t1 /1 N\ s=5T
Wet—Wxx=F*(x), xeR F*, f*, g* '
w(x, 0)=f*(x), we(x,0)=g*(x) ' impares peteX 1
=1-e
1 15 1 375-T =1 .
= 7[f*(—1)+f*(5)] + ff—l g%+ ffof-[_l F* gj impar : s
1rlp5-7 _ 1¢375-T _ /Y
ZU(S) —f]+ 2f1 7f0 1-7 € T‘§f1f1—1 et=-- 1 10 T2 gegpeen 0
.z . . —Xx-—t 1 X+t * X>0
b;1 La solucion viene dada por u(x, t)=e +3 )y 9", siendo g*(x)= { “eX. x<0
Como, por ejemplo, muestra el dominio de dependencia, hay que distingir dos casos:
. t t
Si x<t, w(x,t)=73 [/ eSds=3[ext-ext] ... "
~ uGxt) = &' [e*+ex] = [echx]. oy,
Si x2t, wix, t)=3 [ eds = 3 [etX—e™t] N
~ UG )= & [et+e~] =[e*cnt . e

b,1 Para dibujar (sin repetir los calculos de arriba), identificamos la ondas que viajan:

G(x) = lfgg* =3

5[1-e™], para x>0 y es par. G va hacia la izquierday —G a la derecha.
;




