
Soluciones del control 1 de Métodos Matemáticos (19 de octubre de 2021)

1. Sea 𝑓 (𝑥, 𝑦)= 𝑥 + 1
𝑦2 . a] Dibujar las curvas de nivel 𝑓 =0 y 𝑓 =1 . Calcular ∇𝑓 (0, 1) y Δ 𝑓 . [0.3+0.1+0.15+0.45]

b] Elegir entre: b1] Hallar la ecuación del plano tangente a 𝑓 en el punto (0, 1) .
b2] Dar el vector 𝑢̄ unitario para el que 𝐷𝑢̄ 𝑓 (0, 1) es mínima.

c] Si 𝑐(𝑡)=
(
e2𝑡−1, e𝑡

)
, elegir entre:

c1] Hallar el punto en que la recta tangente a 𝑐(𝑡) en (0, 1) corta 𝑦=0 .
c2] Si ℎ(𝑡)= 𝑓

(
𝑐(𝑡)

)
, hallar ℎ′(0) mediante la regla de la cadena en R𝑛.

d] Calcular
∬
𝐷

𝑓 , con 𝐷 menor región acotada por la parábola 𝑥= 𝑦2−1 y las rectas 𝑦=1 y 𝑥=3 . [1 pto]

a] 𝑓 =0 → 𝑥=−1 . 𝑓 =1 → 𝑥= 𝑦2−1 parábola
(
mejor que 𝑦=±

√
𝑥+1

)
.
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. ∇𝑓 (0,1)= (1,−2) . Δ 𝑓 = 𝑓𝑥𝑥+ 𝑓𝑦𝑦 = 6𝑥+6

𝑦4 .

b1] 𝑓 (0, 1)=1 . Plano tangente: 𝑧=1+(𝑥−0)−2(𝑦−1) , 𝑧=𝑥−2𝑦+3 .

b2] 𝐷𝑢̄ mínima en el sentido opuesto al gradiente ⇒ 𝑢̄=
(
− 1√

5
, 2√

5

)
.

c] 𝑐(0)= (0, 1) , 𝑐′(0)=
(
2e2𝑡 , e𝑡

)
|𝑡=0= (2, 1) ,

c1] Tangente: 𝑥= (2𝑡, 1+𝑡) corta en (−2, 0) .

c2] ℎ′(0)= ∇𝑓 (0, 1) · 𝑐′(0) = (1,−2) ·(2, 1) = 0 .[
Componiendo era claro: ℎ(𝑡)= e2𝑡

e2𝑡 =1 , ℎ′ (0)=0 . 𝑐(𝑡) es la curva de nivel dada de otra forma
]
.
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O bien
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2. Sea 𝑓 (𝑥,𝑦,𝑧)= (𝑦 cos 𝑥, sen 𝑥, 1) . a] Hallar div 𝑓 y rot 𝑓 . ¿Es 𝑓 conservativo? b] Dibujar la región 𝑉 acotada
por 𝑥=0 , 𝑥=𝜋 , 𝑦=−1 , 𝑧=0 , 𝑦+𝑧=0 y calcular

∭
𝑉

div 𝑓 . c] Hallar de dos formas distintas el valor de la
integral de linea de 𝑓 entre (0,−1, 0) y (𝜋,−1, 1) sobre el segmento que une los puntos. [0.15+0.35+0.5 = 1 pto]

a] div 𝑓 = 𝑓𝑥+𝑔𝑦+ℎ𝑧 = −𝑦 sen 𝑥 . rot 𝑓 =
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= 0 y 𝑓 ∈𝐶1 ⇒ conservativo.
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∭
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c] Con la definición. La parametrización más fácil es: 𝑐(𝑡)= (𝜋𝑡,−1, 𝑡) , 𝑡 ∈ [0, 1] .∮
c
𝑓 ·𝑑𝑠 =

∫ 1
0 (− cos 𝜋𝑡, sen 𝜋𝑡, 1) · (𝜋, 0, 1) 𝑑𝑡=

∫ 1
0 (1−𝜋 cos 𝜋𝑡) 𝑑𝑡=1−

[
sen 𝜋𝑡

]1
0= 1 .

Con el potencial:
𝑈𝑥 = 𝑦 cos 𝑥 → 𝑈= 𝑦 sen 𝑥 + 𝑝(𝑦, 𝑧)
𝑈𝑦 =sen 𝑥 → 𝑈= 𝑦 sen 𝑥 + 𝑞(𝑟, 𝑧)
𝑈𝑧 = 1 → 𝑈= 𝑧 + 𝑟 (𝑥, 𝑦)

→ 𝑈 (𝑥, 𝑦)= 𝑦 sen 𝑥+𝑧 ,
∮

c
𝑓 ·𝑑𝑠 =1−0= 1 .



Soluciones del control 2 de Métodos Matemáticos (30 de noviembre de 2021)

1. a] Sea
{
𝑦′′− 2𝑦′+ 𝜆𝑦 = 0
𝑦′(−1)= 𝑦(0)=0 . Estudiar si 𝜆=0 y 𝜆=1 son o no autovalores, escribiendo la

autofunción en caso afirmativo. [0.7 pt]

b] Hallar la solución general de 𝑦′′−2𝑦′=2e𝑥 . ¿Tiene solución única cumpliendo esos datos de contorno?

a] 𝜆=0 , 𝜇2−2𝜇=0 , 𝜇=0, 2 , 𝑦=𝑐1+𝑐2 e2𝑥 →
{
𝑦′ (−1)=2𝑐2 e−2=0
𝑦(0) = 𝑐1+𝑐2 = 0 , 𝑐2=𝑐1=0 , 𝑦≡0 . No es autovalor.

𝜇2−2𝜇+1=0, 𝜇=1 doble, 𝑦= (𝑐1+𝑐2𝑥) e𝑥
𝑦′= (𝑐2+𝑐1+𝑐2𝑥) e𝑥 →

{
𝑦′ (−1)=𝑐1 e−1=0
𝑦(0) = 𝑐1 = 0 , ∀𝑐2 . Autovalor con

{
𝑥 e𝑥

}
.

b] 𝑦𝑝 = 𝐴e𝑥 ( 𝜇=1 no autovalor) → 𝐴e𝑥−2𝐴e𝑥 =2e𝑥 , 𝐴=−2 . La solución general es: 𝑦=𝑐1+𝑐2 e2𝑥−2e𝑥 .

Como el homogéneo tenía sólo la solución trivial 𝑦≡0 , el no homogéneo tiene seguro solución única.[
Si impusiésemos los datos a la última solución quedarían 𝑐1 , 𝑐2 determinados. Aunque no se pide, lo hacemos:{

𝑦′ (−1)=2𝑐2 e−2−2e−1= 0 , 𝑐2= e ↓
𝑦(0) = 𝑐1+𝑐2−2 = 0 𝑐1= 2−e y la solución única es 𝑦 = 2− e+ e2𝑥+1−2e𝑥

]
.

2. Sea 𝑦𝑢𝑦− 𝑢𝑥 = 𝑦
2e𝑥 . Hallar sus características y, usando la regla de la cadena, la ecuación para 𝑢𝜂 .

Calcular su solución general y la única que satisface el dato inicial 𝑢(𝑥, 1)=0 . [0.6 pt]

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=− 𝑦

1 , 𝑦=𝐶e−𝑥 , 𝑦e𝑥 =𝐶 .
{
𝜉= 𝑦e𝑥
𝜂= 𝑦

,
{ 𝑢𝑦 =e𝑥𝑢 𝜉 +𝑢𝜂

𝑢𝑥 = 𝑦e𝑥𝑢 𝜉
, 𝑢𝜂 = 𝑦e𝑥 =𝜉 , 𝑢=𝜉𝜂+𝑝(𝜉) , 𝑢(𝑥, 𝑦)= 𝑦2e𝑥+𝑝

(
𝑦e𝑥

)
.

características solución general

O bien:
{
𝜉= 𝑦 e𝑥
𝜂=𝑥

,
{
𝑢𝑦 = e𝑥𝑢 𝜉

𝑢𝑥 = 𝑦e𝑥𝑢 𝜉 +𝑢𝜂
, 𝑢𝜂 =−𝜉2e−𝜂 , 𝑢=𝜉2, e−𝜂+ 𝑝(𝜉)= 𝑦2e𝑥+𝑝

(
𝑦e−𝑥

)
(la de arriba).

𝑢(𝑥, 1)=e𝑥+𝑝
(
e𝑥
)
=0 , 𝑝(𝑣)=−𝑣 , 𝑢= 𝑦2e𝑥−𝑦e𝑥 , 𝑢(𝑥, 𝑦)=

(
𝑦2−𝑦

)
e𝑥 [Fácil de comprobar].

2*. Escribir 𝑢𝑦𝑦+2𝑢𝑥𝑦+𝑢𝑥𝑥−2𝑢𝑦−2𝑢𝑥+𝑎𝑢=0 en forma canónica y hallar su solución general si 𝑎=0 ,
𝑎=1 . [0.6 pt]

𝐵2−4𝐴𝐶=0
parabólica

{
𝜉 = 𝑥−𝑦
𝜂 = 𝑦

→
{
𝑢𝑦 =−𝑢 𝜉 +𝑢𝜂

𝑢𝑥 =𝑢 𝜉
,

{
𝑢𝑦𝑦 =𝑢 𝜉 𝜉 −2𝑢 𝜉 𝜂+𝑢𝜂𝜂

𝑢𝑥𝑦 =−𝑢 𝜉 𝜉 +𝑢 𝜉 𝜂

𝑢𝑥𝑥 =𝑢 𝜉 𝜉

→ 𝑢𝜂𝜂−2𝑢𝜂+ 𝑎𝑢 = 0 forma
canónica

[Similar a la ecuación de 1.]

Si 𝑎=0 , 𝜇2−2𝜇=0 , 𝜇=0, 2 → 𝑢= 𝑝(𝜉)+𝑞(𝜉) e2𝜂 , 𝑢(𝑥, 𝑦)= 𝑝(𝑥−𝑦) + 𝑞(𝑥−𝑦) e2𝑦 solución
general

Si 𝑎=1 , 𝜇2−2𝜇+1=0 , 𝜇=1 doble → 𝑢=
[
𝑝(𝜉)+𝑞(𝜉)𝜂

]
e𝜂 , 𝑢(𝑥, 𝑦)=

[
𝑝(𝑥−𝑦)+𝑦𝑞(𝑥−𝑦)

]
e𝑦 solución

general

3. Sea
{
𝑢𝑡−2𝑡𝑢𝑥𝑥 = 0 , 𝑥 ∈

(
0 , 𝜋2

)
, 𝑡 >0

𝑢(𝑥,0)= 𝑓 (𝑥), 𝑢𝑥 (0, 𝑡)=𝑢
(
𝜋
2 , 𝑡

)
=0 . Hallar su solución si i) 𝑓 (𝑥)=cos 3𝑥 y el primer

término de la serie solución si ii) 𝑓 (𝑥)=sen 𝑥 . [0.7 pt]

[Separar variables, dar las autofunciones 𝑋𝑛 y los 𝑇𝑛 , imponer a una serie el dato inicial
e identificar el único 𝑐𝑛 no nulo en el caso i) o hallar el 𝑐1 con una integral para el ii)].

𝑢=𝑋𝑇 → 𝑋′′

𝑋
= 𝑇 ′

2𝑡𝑇 =−𝜆 →
{
𝑋 ′′ + 𝜆𝑋 = 0
𝑋 ′ (0)=𝑋

(
𝜋
2
)
=0 → 𝜆𝑛= (2𝑛−1)2, 𝑋𝑛= {cos(2𝑛−1)𝑥} , 𝑛=1, 2, . . .

Y además: 𝑇 ′=−2𝜆𝑡𝑇 → 𝑇 =𝐶e−𝜆𝑡2 , 𝑇𝑛=
{
e−(2𝑛−1)2𝑡2} . Cumple todo menos el dato inicial la serie:

𝑢(𝑥, 𝑡)=
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛 e−(2𝑛−1)2𝑡2cos(2𝑛−1)𝑥 → 𝑢(𝑥,0)=
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛 cos(2𝑛−1)𝑥= 𝑓 (𝑥) , 𝑐𝑛= 4
𝜋

∫ 𝜋/2
0 𝑓 (𝑥) cos(2𝑛−1)𝑥 𝑑𝑥 .

Para i) se ve claro que es 𝑐2=1 y el resto 0 , con lo que la solución es 𝑢(𝑥, 𝑡)= e−9𝑡2cos 3𝑥 .

Para ii) hay que integrar. Sólo se pide 𝑐1=
4
𝜋

∫ 𝜋/2
0 sen 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 = 2

𝜋
sen2𝑥

] 𝜋/2
0 = 2

𝜋
. La solución empieza por:

𝑢(𝑥, 𝑡)= 2
𝜋

e−𝑡2cos 𝑥 + · · ·


