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Sobre estos apuntes

Version 2021. Se cambian los problemas para incluir de los exdmenes de los 2 dltimos afios. Retoques mayores
se irdn haciendo en los restimenes para las clases que se irdn publicando y actualizando a lo largo del curso.

Version 2020. No cambiaron estas notas (sélo fechas y leves retoques), pero se crearon versiones resumidas de
las secciones en formato horizontal para ser utilizados como transparencias en las clases.

Version 2019. Abundantes cambios. Los principales: las secciones adicionales se fueron a un final
y se fusionaron los capitulos 3 y 4 (EDOs y problemas de contorno), aumentando, de paso, los ejemplos en
varias secciones. También se cambiaron y afiadieron ejemplos y explicaciones al (nuevo) 4. Los margenes de los
apuntes se redujeron ligeramente. Los problemas siguieron la nueva estructura y recogieron los de exdmenes del
previo. Hay 2 péginas de introduccion, 60 de temas bésicos, 12 de y los 7 habituales de
problemas (sin contar los o del ).

Versiones 2017 y 2018. S6lo cambios en los problemas, incluyendo como cada afio los de exdmenes de cada
curso anterior y algunas pequefias correcciones en teoria.

Version 2016. Otra vez bastantes ejemplos nuevos. En el tema 1 mas de curvas, de regla de la cadena y de repaso.
En el 2, sobre todo de integrales de linea. Cada uno aumenta en 2 paginas. En el 3 se extienden las ecuaciones
de primer orden y se acortan mds las soluciones por series. En el 4 hay ejemplos nuevos de series de Fourier.
Algin cambio en el 5 y bastante negrita para marcar diferencias entre homogénos y no homogéneos. La versién
tiene 74 paginas de teorfa (contando la introduccién) y 7 de problemas (con cambios).

Version 2015. Bastantes pequefios cambios (también las fuentes de LaTeX). Ademads de los cambios habituales
en problemas de cada curso los mds importantes fueron:

Se incluyé en 1.1 un repaso de rectas y planos y se quité la pagina informativa sobre Taylor y maximos. En 1.2
se cuentan antes las funciones vectoriales que el caso general de campos vectoriales. En el 2 se quit6 teorfa a
cambio de ejemplos. Se introdujeron con mds detalle cilindricas y esféricas.

Las EDOs de primer orden fueron al principio del 3. Se acortaron las soluciones por series. En 4 cambiaron
detalles intentando dejar mds claro algin tema sencillo. Se llevaron a 5.6 (‘problemas mds complicados por
separacion de variables’) los ejemplos no preguntables. La transformada del Fourier pas6 a 5.7.

Version 2014. El cambio més radical fue la fusién de los capitulos 5 y 6 en uno con todas las EDPs. El objetivo
era presentar antes la separacién de variables, que pocos llegaban a estudiar. En 5.3 se resuelve ya la ecuacién del
calor. La formula de D’Alembert se uni6 a la separacion de variables para ondas en 5.4. 5.5 es para Laplace. La
tranformada de Fourier fue al 5.6 y los problemas en mds variables al 5.7 (secciones no exigidas en exdmenes).
Se incluyeron ademds mds ejemplos en 5.1.

Los capitulos 1 y 2 aumentaron en dos paginas cada uno por la presencia de nuevos ejemplos (del tipo de los de
exdmenes): mds curvas de nivel y derivadas direccionales, mds integrales de linea... El 3 tuvo pequefios cambios
y el 4 casi ninguno. Y se afiadié un repaso de series, por si no se habian visto en Matemdticas 1.

Los problemas como siempre se retocaron (bastante por la reorganizacion de temas), incluyendo exdmenes
y controles del curso anterior y retirando otros menos bdsicos. Aparecieron por primera vez los ‘problemas
adicionales’ (de temas laterales). Novedad visual importante fueron los nuevos colores. Color verde claro para
los ejemplos de temas exigibles . Y un color gris para ejemplos a titulo informativo .

Version 2013. Para simplificar la asignatura (ante las dificultades del curso anterior), se quitaron los problemas
mds complicados y se pusieron otros mds sencillos (entre ellos los de los exdmenes). Se precisaron las secciones
no preguntables, poniendo en gris sus titulares. Hubo bastantes cambios menores en teoria y de ejemplos por
otros mds elementales. El estudio de Legendre y Bessel y sus problemas de contorno viajé al final del curso.

Version 2012. Primera de las ‘Notas de Métodos Matematicos (ingenieria de materiales)’.

Parte de las notas son version reducida de los ‘apuntes de métodos matematicos II (EDPs)’ para esa asignatura
del Grado en Fisica. Los capitulos 1 y 2 son un resumen de los apuntes de los de ‘Célculo’ de ese grado. En 3
hay material de los ‘apuntes de ecuaciones diferenciales I’ (de un curso de la vieja Licenciatura en Fisica). Los
problemas salieron del material de esos otras cursos.

Al elaborar las notas se tuvo en cuenta que la asignatura de la Ingenieria es de 3.5 horas por semana, frente a,
por ejemplo, las 4 semanales de los Métodos Matematicos II del grado. Y que ademas se debia ver el cdlculo en
varias variables. Y se supuso que las EDOs lineales se habian visto en ‘Matematicas II’. Para hacer mds ligeras
las notas, se suprimieron demostraciones y ejemplos complicados. A pesar de todo, se prefiri6 dejar temas para
contar a titulo informativo, no exigibles en los exdmenes del curso.



Bibliografia

[L] Larson-Hostetler-Edwards. Calculo y geometria analitica. McGraw-Hill

[M] Marsden-Tromba. Célculo vectorial. Pearson Addison Wesley.

[B] Boyce-Di Prima. Ecuaciones diferenciales ordinarias y problemas con valores en la frontera. Limusa
[Si] Simmons. Ecuaciones diferenciales. McGraw-Hill

[H] Haberman. Ecuaciones en derivadas parciales con series de Fourier y problemas de contorno. Prentice Hall
[St] Stephenson. Introduccién a las ecuaciones en derivadas parciales. Reverté

Los dos primeros libros tratan el cdlculo en R™ y estdn destinados a quienes quieran extender lo que figura en
los dos primeros capitulos del curso
Los dos siguientes son esencialmente de EDOs, con lo que serian adecuados para ir mds allé del capitulo 3

. En particular, el [B] estd muy bien para estudiar los problemas de contorno y las series de Fourier,
y también tiene una buena introduccién a las EDPs.
Los dos ultimos son de EDPs y desarrollan, por tanto, el capitulo 4 . Los problemas de contorno
para EDOs se suelen estudiar también en libros de EDPs. El [H] es un libro gordo (aunque de nivel no muy
complicado) y trata muchos mds temas de EDPs que los de estas notas. El [St] tiene pocas paginas.

[Estas notas pueden ser utilizadas y citadas por cualquiera sin
ningin problema, siempre que no haga negocio con ellas].



Introduccion

Estas notas tienen en esencia tres partes. Una primera con una version resumida del calculo diferencial
e integral en varias variables (capitulos 1 y 2). Otra (la més corta) con la teoria de las ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDOs) y de sus problemas de contorno. Y una tercera con el estudio de
las ecuaciones en derivadas parciales (EDPs).

En el capitulo 1 se estudia el calculo diferencial en R”. La seccién 1.1 trata los campos escalares
(funciones f de R" en R), viendo el significado de sus derivadas parciales y direccionales, y de su
gradiente Vf , sobre todo para n=2. En 1.2 se estudian los campos vectoriales (f de R” en R )y, en
particular, las funciones vectoriales (n=1) que describen curvas, se presenta la regla de la cadena
(que se utilizard en el curso) y se definen divergencia, laplaciano y rotacional (V-f, Af y Vxf).

El capitulo 2 estd dedicado al calculo integral en R". En 2.1 se estudian las integrales dobles y triples
de campos escalares y se ve la ulilidad para su célculo de los cambios de variable (en particular, a
polares en el plano). En 2.2 se hacen integrales de linea (a lo largo de curvas) de campos escalares
y vectoriales, se estudian las integrales que no dependen del camino y se presentan los teoremas de
Green y de la divergencia en el plano.

El capitulo 3 trata las ecuaciones diferenciales ordinarias. En 3.1 las de primer orden. En 3.2 las
lineales de segundo orden y”’+a(x)y’+b(x)y=f(x), viendo los pocos casos en que son resolubles
elementalmente (coeficientes constantes y Euler, sobre todo). Los problemas de contorno para
EDOs se estudian en 3.3. Veremos que para deteminados valores (autovalores) de la constante A que
aparece, la homogénea tendrd infinitas soluciones no triviales (autofunciones). [Con valores iniciales
siempre hay una sola solucién]. Se dardn ideas también sobre problemas no homogéneos. Estudiaremos
en 3.4 las series de Fourier (desarrollos de funciones como sumas infinitas de autofunciones, que casi
siempre serdn senos o cosenos). Todo serd utilizado resolviendo EDPs por separacién de variables.

El capitulo 4 trata ya las ecuaciones en derivadas parciales, en las que aparecen derivadas parciales
de una funcién incégnita de varias variables. Todas las que veremos seran lineales y en dos variables
(para simplificar, aunque la realidad tiene habitualmente méds dimensiones). Una solucién serd una
funcién u(x, y) € C? que llevada a la ecuacién la convierte en una identidad. Tras ver brevemente las
de primer orden, trataremos EDPs de segundo orden (con derivadas de orden 2 o menor):

Pu Pu Pu ou ou _
Aa_yz+Baxay +CW+D$ +Ea+HM —F(X,y) .

Entre ellas se encuentran muchas ecuaciones de la fisica. En concreto las tres cldsicas (que tienen
propiedades muy diferentes y que escribimos aqui en su version general para n variables):

Ondas u;;— c?*Au=F. Calor u,—kAu=F. Laplace Au=F.

La teorfa avanzada de las EDPs viene a ser la generalizacion del estudio de estas tres, que son ejemplos
respectivos de los grandes tipos en que se clasifican: hiperbélicas, parabdlicas y elipticas.

Casi nunca se puede dar la solucién general de una EDP (por eso, muchas veces las soluciones serdn
series). Con cambios de variable la hallaremos en 4.1 para algunas de primer orden (y aparecera
una funcidn arbitraria de las caracteristicas, soluciones de una EDO ligada a la EDP) y en 4.2 para
pocas de segundo (con dos funciones arbitrarias). Para la cuerda infinita se llegard aqui a una férmula
(de D’Alembert) para sus soluciones (en 4.4 se le sacard jugo). Veremos qué condiciones adicionales
(iniciales o de contorno) se imponen a las EDPs para tener solucion tnica.

En 4.3, tratando el calor, se introduce el método de separacion de variables para resolver las EDPs
clasicas homogéneas y no homogéneas (se abordan de forma diferente) y en diferentes coordenadas.
Los recintos deben ser sencillos (y acotados, al menos, en una de las variables). Se supone la solucién
como producto de funciones de cada variable, lo que lleva a resolver EDOs en cada una de ellas, alguna,
al menos, con condiciones de contorno. Las soluciones acaban siendo series de Fourier. La técnica es
la misma en ondas (4.4) y en Laplace (4.5), con ligeras novedades que se irdn estudiando.



Describamos el significado fisico de las EDPs cldsicas en dos variables. La ecuacién de la cuerda
vibrante (de ondas unidimensional) describe las oscilaciones de una cuerda eléstica, tensa y fija en sus
extremos. Se supone que sus oscilaciones son siempre transversales y de pequefia amplitud. Se
prueba que si u(x,t) representa el desplazamiento vertical del punto "

de abscisa x en el instante ¢, la funcién u(x,t) satisface la EDP: instante ¢

u(x,t) """"""" d
b~ = Pl B

donde ¢?>=T,/p, con T, fuerza de tensién en los extremos, p masa
por unidad de longitud y F(x,t) fuerza externa que actda sobre el punto x en el instante 7. Para
determinar la evolucién de una cuerda dada, se fijard la posicién de la cuerda y la distribucion de
velocidades verticales en el instante inicial, es decir, u(x,0) y u,(x,0). También se debera de tener
en cuenta que estd fija en los extremos x =0 y x=L, o sea, que u(0,7) =u(L,t) =0. El modelo
matemdtico de esta cuerda ideal es sélo una simplificacién de la realidad, como las siguientes.

La distribucién de temperaturas a lo largo del tiempo en una varilla delgada (que podemos suponer
unidimensional) viene regida por la ecuacion del calor:
U —kuy,=0

donde u(x,t) es la temperatura del punto x en el instante ¢ y k>0 es una constante que mide la
capacidad de conducir calor de la varilla. Si hay fuentes de calor en el interior de la varilla aparece una
F(x,t) en el segundo miembro de la ecuacién. A diferencia de la de ondas, aqui basta conocer sélo la
distribucion inicial de temperaturas u(x,0) (junto con las condiciones de contorno, que pueden ser de
varios tipos) para precisar la solucién.

Puede describir la ecuacion de Laplace:
Uxx+Uyy=0

entre otras situaciones fisicas, la distribucién estacionaria de temperaturas en una placa bidimensional
o la posicién de equilibrio de una membrana. La existencia de fuentes de calor en el interior o de
fuerzas actuando sobre la membrana aportaria una F en el segundo miembro. Frente a las ecuaciones
anteriores que describian la evolucién de un sistema a lo largo del tiempo, ésta describe situaciones
estacionarias y las condiciones que se le imponen a ella serdn siempre de contorno.

En el capitulo 5 final se tratan resumidamente cuatro temas que no son objeto de exdmenes en el
curso. En 5.1 se introducen las integrales de superficie (de campos escalares y vectoriales) y se ven
los teoremas de Stokes y de la divergencia en el espacio. En 5.2 se resuelven EDOs lineales mediante
series de potencias (inico método posible en muchas ocasiones). En 5.3 resolveremos por separacién
de variables problemas con EDOs nuevas (como las de Legendre y Bessel, resolubles siguiendo la
seccion anterior) y algin problema en tres variables. Se utiliza en 5.4 la transformada de Fourier
para resolver EDPs en recintos no acotados (en particular, la del calor en la recta infinita).



1. Calculo diferencial en R"

1.1 Campos escalares y sus derivadas

El espacio R”

R"= {x: (X15eesXn): XK E R} es un espacio vectorial de dimensién n con las operaciones:
X+Y= (X1, eee s X))+ (V15 ooe s V) = (X141, e s Xn+Yn) y kx=(kxy, ..., kx,), X,yeR", keR.

Si x,y€R" se definen ademas el producto escalar de dos vectores X - y=x1y; + -+ X, V5 ,
la norma o médulo del vector ||x||=(x-x)'/?=, [x+--+x} yla distancia d(x,y)=|x~-y]||.

[Otras notaciones para los elementos de R" son x o X ] punto (x,y.2)

A cada elemento de R" le llamaremos indistintamente punto o vector de R".
Casi todos nuestros ejemplos serdn en R> o R® donde llamaremos x=(x, y) o
x=(x,y,z) . Un xeR? se puede ver como el punto de coordenadas cartesianas
(x,y) ocomo el vector que une el origen (0, 0) con (x, y) [anélogo en RS]. R
es caso particular de R" y a los nimeros reales se les llama a veces escalares.

Las siguientes propiedades (menos las dos tltimas) son facilisimas de demostrar:

X.y=y-x, (kx)-y=k(x-y)=x-(ky), x-(y+z) =X y+x-z, x-x20, ||k x||=[k][x]],
(desigualdad de desigualdad

Ix[|=0 < x=0, |x-y| <[]yl Ix+yll < lIxl+lyll ¢

Cauchy-Schwartz) ° triangular) °
Muchas definiciones y propiedades de arriba tienen significado geométrico claro. Suma [1x])...
es el vector diagonal del paralelogramo de lados x e y. O lo que es lo mismo, es Txry/
el vector cuya punta es el punto donde acaba x si llevamos paralelamente su base al vy {”,j,y”

extremo de y . La desigualdad triangular dice que la longitud de un lado de un tridngulo
es menor que la suma de las longitudes de los otros dos... (significado analogo en R3).
En R el producto escalar pasa a ser el producto y la norma, el valor absoluto.

En R?yen R’ hay una forma alternativa de expresar el producto escalar.

Se prueba que: ’ x -y =|x|||lyllcos ¢ |, con ¢ angulo que forman x e y.

De esto se deduce que x -y =0 cuando son perpendiculares.

A los vectores de la ‘base candnica’ de R" los llamaremos {el, N en} = {(1,0, ...,0),...,(0,0,... ,1)}
y todo x se puede escribir como combinacidn lineal de ellos: x=(xy,...,x;)=x1€] + - +x,€,.

En R? habitualmente se escribe e;=i=(1,0) y e;=j=(0,1).
Yen R, e,=i=(1,0,0), e;=j=(0,1,0), e3=k=(0,0,1).

Un vector se dice unitario si tiene norma 1. [i, j y k loson|.

Si x#0,un u unitario con su misma direccién y sentido es u= ﬁ .

X
i j k
Sélo para n=3, se define el producto vectorial de x e y como el vector: | XXy =|x; x» x;
[Es perpendicular a x e y, su longitud es el drea del paralelogramo que Yoy s
tiene por lados esos vectores y su sentido es el que sugiere i X j =Kk].
Ej1. Sean x=(1,0)=i e y=(-2,2). Entonces es: YN TR

x+y=(-1,2). Jy=(-L1). |Ix||=1, [lyl=V8=2V2. x-y=-2.

[Como ¢> % debia ser x - y=||x]|||y|| cos ¢ <0. De hecho es ¢ =arc cos \_T; = %’ ]

Ej2. Si x=(1,0,2), y=(-2,1,3), su producto escalares x-y=4. Ixll=V5., ||y||:\/ﬁ.
Ix=y|l=I(3,=1,=1)]|=V11 nos proporciona la distancia entre los dos puntos x e y.

(1,0,2)-(-2,-7,1)=0

i jk
xxXy=|102|=(0-2)i—-3+4)j+(1-0)k =(-2,-7,1). dicular).
y - ( )i—( ) +( ) ( ) (=2,1,3)-(=2,-7,1)=0 (perpendicular)

=2
Ixxy||=3V6 nos da el drea del parelogramo cuyos lados son los vectores.



Rectas y planos

En Célculo en una variable, una recta del plano se suele escribir y=mx+b 6 y=yo+m(x—xg),
fijandonos en la pendiente m , la ordenada en el origen b o el punto (xg, yg) por el que pasa.

Veamos otras expresiones ahora utilizando vectores. La recta que pasa
por los puntos p=(p1,p2) ¥ q =(¢1,g2) se puede escribir:
x=p+t(q—-p) o x=(1-r)p+1q, teR.

[Para te[0,1], p+t(q—p) describe el segmento que une esos puntos].
O dado p y el vector direccidon v =(vi,v,) larectaes x = p+¢v, oen coordenadas: {)ycz};;g; .
Ej 3. Describamos paramétricamente de varias formas el segmento que une p=(-2,3) y q=(1,0).
En cartesianas la recta se ve claro que es y=1—x. De aqui: (¢,1-t), te[-2,1].
De la expresion de arriba, como v=q—p=(3,-3), deducimos otra parametrizacion:
p+tv=(-2+3t,3-31), te[0,1].

O intercambiando los papelesde p y q: q+¢(p—q)=(1-32,3¢), t€[0,1].

[Las 2 primeras expresiones describen el segmento, al crecer ¢, en el mismo sentido y la tercera en el opuesto].

Las ecuaciones vectoriales de las rectas en el espacio son las mismas, pero con 3 coordenadas:

xip1+tv1 Elimi dola ¢: 22PL_Y=P2 _ 27Pp3 [interpretando que el numerador
y=pativy . iminando la £: vi  va T w3 es 0 si se anula su denominador].
Z=p3+ivy
La ecuacion general de un plano en el espacio es [Con a.b, ¢ nolas tres cero.
g p p yree= Si d=0 pasa por el origen].
A» Si u y v son dos vectores (no miltiplo uno de otro), x=tu+sv,t,s€R
describe el plano que contiene esos vectores y pasa por el origen.
ey X=p+tu+sv es otro plano, paralelo al otro y
que pasa por p (y los puntos p+u y p+v). K\
Un plano quedard también determinado conocidos un punto p suyo y un \'ﬂyy"
’

vector n normal (perpendicular) al plano pues entonces: | (x—p)-n =0|. ,/' /”
Si n=(a, b, c), desarrollando: a(x—p1)+ b(y—p2)+c(z—p3)=0, que se
puede poner ax+by+cz=—ap;—bpr—cp3.Comparando con la ecuacién
escrita arriba, concluimos que un vector normal a un plano ax+by+cz=d es el vector (a, b,c).

Ej 4. Demos varias expresiones para la recta que pasa por los puntos p=(1,2,-8) y q=(7,5,1).
Un vector direccion es v=q—p=(6,3,9), ylarectaes: p+1tv= (1+6¢,2+3t,—-8+9¢), teR.
O con un vector mas bonito u=(2,1,3) y q envezde p: q+ru = (7+2¢,5+¢t,1+3¢), teR.

x=T7+2t -7 -1
Eliminando ¢, por ejemplo, de la segunda: {y:5+t — Z=—=y-5= ZT .
z=1+3t

Y eligiendo dos pares de términos (nosotros los primero = tercero y segundo = tercero) obtenemos la
recta como interseccion de dos planos:

3x—21 = 22-2, 3y—15 = z—1, es decir, {3x‘22=19

3y—z=14

Ej 5. Hallemos la ecuacién del plano que pasa por p=(3,2,-1), q=(1,-1,3) y r=(3,-2,4).
Es perpendicular al plano, por ejemplo, (q—p)x(r—p) = (-2,-3,4)x(0,-4,5) = (1,10, 8) .
El plano es, por tanto: 1(x—3) + 10(y—2) + 8(z+1) =0, es decir, x+10y+8z=15.

x=3-21 — 1=3-%
Mais largo es eliminar ¢ y s de x=7(q—p)+s(r—p) = {y:2—3l—4s s:%—%—% N
z=—1+4t+5s
3a+2b=c=d [imponiendo que
0, atin peor, resolver el sistema {a—2b+3c=d paseppor Tos pl?ntos] —S a :% , b= 1(;01 ,c= 85‘1
3a-2b+4c=d



Campos escalares (también llamadas funciones escalares).

f:DcR"—R
X=(x1, ..y Xn) = f(X)

(son funciones reales de varias variables reales en un dominio D ).

Su grafica es el conjunto de puntos de la forma (xl, ey Xy f(x1, . ,xn)) ,con (x1,...,x,)€D.

Si n=1 describe una curva en el plano, si n=2 una superficie en el espacio (que se puede tratar de dibujar

en perspectiva) y si n>3 estamos ya en un espacio de dimensién >4 . Trabajemos con ella para n=2.

f: R”—R
(x,9) = f(x,y)

Para esquematizar su grafica (sin ordenador) buscaremos secciones (curvas en
el espacio) que obtendremos cortando la superficie con diferentes planos.

Unas secciones interesantes se consiguen cortando con planos z=cte, llamadas curvas de nivel (es
decir, curvas del plano xy sobre las que f toma un valor constante). Otras ficiles de calcular son
las obtenidas al hacer x=cte o y=cte (en particular los cortes con los planos yz o xz).

Ej6. | f(x,y)=x>+y?|. Las curvas de nivel, dadas por x’+y>=C, Z::{.(x'y)

Las secciones con

Con esto es fécil (en este caso sencillo) dibujar la gréifica
de lo que se llama un ‘paraboloide de revolucién’.

[Si las curvas de nivel son circunferencias centradas, la superficie serd de revolucion]. %

serdn aqui circunferencias, de radio VC .

_ )
;:8 : i:iz son pardbolas.

Ej7. |g(x,y)=(x—y)? ‘: C — x—y=+VC (rectas paralelas).

C=4 C=1 C=0
y

En concreto, si C=0, 1,4 se obtienen y=x, y=x+1, y=x+2.

=g(xy)
El corte con x=0 es una pardbola: z= y2 . También lo son los ,
cortes con y=0 (z=x?) ocon y=-x (z=4x2). Q N
Viene a ser la gifica de la parabola z=y? trasladada a lo largo s AN 5l

de larecta y=x (que es donde se anulala g).

Ej 8. Sea | h(x,y)=y*>—x?|. Dibujemos la grifica de este ‘paraboloide hiperbélico’ (silla de montar).

Los cortes con y=0 y x=0 son las pardbolas z=—x> y z=y?
[y en general son pardbolas los cortes con y=C y x=C].

Las curvas de nivel son en general las hipérbolas y>—x?>=C
[menos para C=0 en que se reducen a las rectas y=x+x ].

No es facil hacer el dibujo en 3 dimensiones, pero las curvas de

nivel y los cortes ya nos bastan para hacernos una idea bastante aproximada de la grafica.

Hay otras superficies importantes que definen mds de una (o no definen ninguna) funcién escalar:

Las primeras definen 2 campos escalares z=++vR2-x2—y2 y z=++/y2+x2 y la tercera ninguno.
V4 z

[las curvas de nivel
son circunferencias]

Los cortes con x=0 son la circunferencia z=++/R%— y2 (esfera), y las rectas z=+y (cono).

El cilindro no depende de la z. Es la circunferencia unidad llevada verticalmente (de —oo a o).

Todos estos ejemplos son ‘cuddricas’: Ax2+By2+CZ2+Dxy+Exz+Fyz+ax+by+cz=d (que generalizan las
cénicas a R3). Hay maés tipos de ellas: elipsoides, hiperboloides de una y dos hojas, parejas de planos...



Entornos y abiertos. Estos términos apareceran varias veces en el curso, asi que los definimos:

[circulo en el plano, esfera

n 3 j— n.
Entorno de centro a€R" yradio r es B.(a)={xeR": [x-al|<r} I cupacio.sin bordes].

El punto a€ A es interior al conjunto A CR" si hay algtn r tal que el entorno B,(a)CA.
A es abierto si todos sus puntos son interiores, es decir, si A=intA={x interioresa A}.

Frontera o borde de A es 0A= {X: Vr, B,(x) contiene puntos de A y de R"—A} .
Se llama cierre de A al conjunto A= intA U dA.

Ej 10. El producto cartesiano de intervalos abiertos (a, b) X (¢, d) (rectangulo sin borde) €S

un conjunto A abierto en R?: para cualquier a del conjunto existe un B, (a) conte-
nido en €l (por ejemplo, si r es el minimo de las distancias a los 4 lados). Su frontera cli® ‘
0A son los 4 lados y por tanto A =[a,b]X[c,d]. A no es abierto pues los puntos - b

de JA no son interiores (ninglin entorno esta contenido en A).

Limites y continuidad. Las definiciones son (aparentemente) muy parecidas a las de R:

Limite: lim f(x)=L si Ye>0 36>0 tal que si 0<||x—al| <§ entonces |f(x)-L|<e.

f continuaen acintD & lim f(x)=f(a) © Ve 36 tal que ||x—a||<dé = |f(x)—f(a)|<e.
X—a

[Para n=2 debe existir un ¢ tal que la imagen de f en Bs(a) esté entre los planos z=L—& y z=L+¢].

Teoremas (como los de R) aseguran que suma, producto y cociente con denominador no nulo de
/'y g continuas son continuas. Y también se prueba que lo es la composicion de campos escalares
con funciones reales continuas:

Teor 1. ’ f:R" —> R continuaen a, g : R — R continuaen f(a) = go f continuaena.

Probando sélo que f(x)=C y que f(xi,...,x,)=x son continuas en todos los puntos de R" :
|f(x)-C|=0<e V6,
se deduce de estos teoremas que muchisimos campos escalares 1o son en todos o en casi todos los

puntos a simple vista. Asi, por ejemplo, son claramente continuos en todo R? los campos de la
pagina anterior (son sumas, productos... de funciones continuas). También lo son claramente:

FX)-f(a)l=|xx—ax| <[[x-al <& si 6=¢,

2_ . L
fx,y)= )y‘ 2+; (lo son numerador y denominador, y éste no se anula)

h(x,y)=e*Y (es composicion de la continua f(x,y)=xy y g(z)=e* funcién continua en todo R ).

glx,y)= x2+yz es claramente continua cuando (x,y)# (0, 0)
y discontinua en ese punto (‘tiende a oo’ pues x”+y>—0 y es positivo).

Solo hay que pararse a mirar la continuidad en algunos puntos patoldgicos (lo mismo que sucedia en R).
Ponemos un par de ejemplos sélo para mostrar que aqui las cosas se complican:

Ej11. f(x,y)=(x*+y?)sen #yz ,con f(0,0)=0, es obviamente continua si x#0.

Para ver que lo es también en el origen podemos aquiacudir a la definicién (en general complicado):
|f (e, )= f(0,0)| < +y*| <& si [|(x,y)=(0,0)[|=yx2+)2 <=+,
o mirarla como composicién de la conocida continua g(x)=x sen % y del campo h(x, y)=x2+y?,
o incluso utilizar que sigue siendo cierto en mas de una variable eso de que ‘cero X acotado = cero’.
2
Ej12. f(x,y)= xe_iy“ , £(0,0)=0 vuelve a ser continua claramente si x#0. ;Lo es en (0,0) ?
Vamos a acercarnos al origen a lo largo de diferentes curvas.

2
= f 2 0 . XY i
l+m*x* o . ) ‘\\,W
X

Empezamos con las rectas y=mx: f(x, mx)=

! .m'
OO
A

Pero esto no es la definicién del limite en R.

Sigamos ahora las parabolas x=py”: f(py*,y)= ﬁ )

Tan cerca como queramos del origen hay puntos en los que
el campo vale, por ejemplo, % (p=1). Discontinua en 0.

[Dibujada con un ordenador, presenta f el aspecto feo del dibujo de la derecha].



Derivadas direcionales, derivadas parciales y gradiente

Sean f: DCcR"— Ry aeint D paraque f esté definida cerca de a. Para hallar la derivada en R se usan
los valores de f en a y puntos cercanos a+h. En R” hay puntos en cualquier direccion. Miremos cémo
varfa f sobre una recta que pase por a (dada por un vector v), es decir, en R,
la variacién de la curva obtenida cortando la gréfica con un plano vertical:

/77
La derivada de f segin el vector v en un punto a es: / y (’(/)’ 7
Dyf(a) = fy(a) = }{imow (si existe). '

/
/lff(aJr V) y

Cuando v es unitario se le llama derivada direccional
(de f en la direccion del vector v en el punto a). “< AT
a+hv !

[Es la derivada de la funcién de una variable f(a+zv) en t=0 ] { %

Veremos pronto formas sencillas de hallar estas derivadas, pero por ahora s6lo tenemos la definicidn:

Ej 13. Hallemos la derivada de ’f(x, y)=4—x2—4y? ‘ en (1,0) segin el vector (v,v):
= lim

DVf(l’O):%LH}) h—0
Asf, en particular: D 1) f(1,0)==2, D2 f(1,0)=—4, D1 1) f(1,0)=2,.

<\
Las derivadas direccionales son D( 1 1 ) f(1,0)=— -2 y D( 1- ‘f) f(1,0)= \/_ v,v)
>

4—(1+hv)2-4(hv)2-3 —2hv=5h%v? _
- 7 =-2v.

El caso mds importante aparece al tomar como v alguno de los vectores de la base candnica:

A la derivada de f enladireccion de ey se le llama derivada parcial de f respectoa xy :
A (8) = fro () = Dif (2) = Do, f (1) = Jim Lottt tagm Al Gl )

of _ sz _
es decir, 7= (a) esladerivadaenel punto x=a; delafuncion g(x)=f(ay,...,x,...,a,)
de una sola variable que se obtiene mirando todas las x; constantes menos la x .

En R? usaremos simplemente las notaciones | 2L = £, , % =f, |,yen R® ademds % =f,

En R?, por tanto, fy(a,b) esladerivadade f(x,b) en x=a y fy(a,b) lade f(a,y) en y=b.Se
calculan simplemente viendo la otra variable como constante. Y su significado geométrico es claro:
son las pendientes de las tangentes a las curvas corte de la grafica con planos x=a o y=»>.

Ej13b. Si f(x,y)=4—x>—4y% es fc(1,0) =—2x|(1’0)=—2 y fy(1,0) =—8y‘(1’0)=0,
que son las pendientes de las tangentes a las pardbolas obtenidas cortando con

y=0y x=1 [g(x)=4-x y g(y)=3-4y? |, respectivamente en x=1 e y=0.

[La primera es negativa por decrecer f al crecer x y la segunda O por tener ahi un maximo].

Si las % existen para todos los x€ D tenemos n nuevos campos escalares g—){l,
J

pueden volver a derivar consiguiendo las derivadas parciales de orden 2,3, ... :
Af 10f(X = PfX _
a_xk[ axjx = Oxkc';)(c] = Sy (X) = D f (%), .

Ej14. Si f(x,y)=x>e™2 sus derivadas primeras fx— =2xe 2, fy— -=-2x2¢2Y vuelven a tener
derivadas parciales VY(x,y), con lo que tiene sentido calcular

>’f 72y azf of 72y >f —_ -2y — ﬁ — -2y
Jax= sz_ze fxy dyox ~ (9y[0x]_ —4xe fyx—c')y(')x_ dxe 9 fyy_ayz =4xTe™.
Y podriamos seguir calculando derivadas: fyxxx= W 5 Jyyy—Fom= —8x%e™%,

Ej15. Si f(x,y,2)=x%y —cos(yz) setiene que fy=2xy, fy=x*+zsen(yz), f;=ysen(yz).
Entonces: fix=2y, fry=2x, fiz=0; fix=2x, fy, =72 cos(yz), fyz=sen(yz)+yzcos(yz);
fex=0, foy=sen(yz)+yzcos(yz), f.z=y>cos(yz). Algunas derivadas coinciden (no es casual).

Se dice que fe€C"™ en D abierto si sus derivadas parciales hasta orden n son continuas en D .

Igualdad de Schwarz
o de Clairaut:

Si feC?enunentornode a = Dyif(a)=Djrf(a), j. k=1,...,n




Se llama gradiente de f al vector Vf=(g—£,... 6f) y es Vf(a):(%(a),...,%(a)).

> Oxp

Halladas las (.‘;Tfk (y, por tanto, el Vf) es muy fécil hacer derivadas segin vectores. Se prueba que:

Teor 2. | Si f€C' enun entorno de a, la derivada segtin el vector v es Dy f(a)=Vf(a)-v.

Significado del gradiente. Sea v unitario y supongamos Vf(a) # 0. Entonces, por
elteorema: Dy f(a)=Vf(a)-v = ||Vf(a)|| cos ¢ . Asi que la derivada direccional es
la componente del gradiente en la direccién de v.La Dy serd maxima si cos ¢=1
(cuando los vectores tienen la misma direccion y sentido). Por tanto, la direcciéon
y sentido de Vf son aquellos en los que f crece mas deprisa. Si cos$ =0, serd Dyf(a)=0:
en la direccién perpendicular a V/ el campo no varia. Asi, en R, serd Vf perpendicular a las
curvas de nivel de f (a sus tangentes). [Y en R® serd perpendicular a las superficies de nivel].

Vf(a)

)y (%]

Ej 13c. Parala f(x,y)=4—x>—4y?, ya es muy ficil hallar las Dy del Ej 13: Vf=(-2x,-8y) =

Dy f(1,0)=(=2,0-(1,1)==2, D1 1,f(1,0=(-2, 0)-(5:v5)="V2. ...

Dibujemos ahora algunos vectores gradientes y algunas curvas de nivel (elipses x*+4y?=4-C ).

En concreto, se dibuja Vf enlos puntos (1, 0), (2,0), (0, 1), (2, 1) =
[son los vectores (—4,0), (-8,0), (0,-8), (—4,-8) a escala]

y las curvas para C =4, 0, -4, -8, —12.

Viendo la gréifica de f como una montafia, Vf indica la mdxima
pendiente. Entre las derivadas direccionales en (2, 1) es mdxima
la fijada por Vf, es decir, en la direccién de

V=(— \%—\%) [y el valor mdximo es Dy f(2,1)=Vf(1,2) - v=4V5=||Vf(L1,2)|| ]
) [su valor serd —4+v5 |.

4.0 o o o _ L L
Es minima en la direccién opuesta al gradiente v=( VR
Es nula en la direccion de los vectores perpendiculares a Vf [ (2,-1) o (-2,1) ], vectores que son
tangentes a la elipse de nivel x>+4y?>=8 que pasa por el punto (2,1).

Ej 7*. Hacemos célculos similares a los hechos para el Ej 13 para el campo del Ej 7: g(x,y)=(x—y)>.

Aquies Vg(x,y) = (2x=2y,2y—2x) =2(x=y)(1,-1). G Gt C0
[Vector perpenticular a las rectas de nivel que apunta hacia donde crece g !
con médulo 2V2 [x—y| mayor seglin nos alejemos de la recta y=x]. C=4

En el punto (0,—1) el vector Vg es (2,—2) . El vector unitario u para el ! 1 x

que es, por ejemplo, minima la derivada direccional en el punto es:

u=( ) [pues (1, 1) es opuesto al gradiente de méduloV2]. ¢,

1 1
V27 V2
[La derivada minima serd Dy g(0,—1)=(2,-2) - u =—2V2 =—||Vg||=|| Vel |lu]| cos 7 ]

[No hemos vuelto a usar la definicién inicial de la derivada segtin un vector.
Al igual que en R sélo se necesita esa definicion para funciones raras].

[Obsérvese que Vg=0 sobre y=x: los cortes con x=a e y=>b son pardbolas con minimos ahi].

Ej 15*%. Los célculos y significados son andlogos en R>. Para f(x, y,z)=x2y — cos(yz) es:
Vf(x,y,2) = (2xy, x>+ zsen(yz), y sen(yz)) . En particular es V£ (1,1,0) = (2,1,0).
La derivada de f en el punto a=(1,1,0) segin el vector v=(1,-1,2) es (2,1,0)-(1,-1,2)=1.

Si buscamos la derivada direccional debemos dividir por el médulo: u= \/LEV — Dyf(a)= % .

La derivada direccional méxima es en la direccién y sentido de Vf y su valor serd su médulo V5 .

La derivada es O en la direccién de todo vector perpendicular a Vf,
que ahora no constituyen una recta, sino un plano. Si v=(a, b, c) es
perpendicular: (2,1,0)-(a, b,c)=2a+b=0 —

—(y _ = B —__1 -
v=(a,-2a,c), ||v||=V5a*+c* — u—m(a, 2a,c).

Un par de estos vectores u son, por ejemplo, (0,0,1) y (%, —%, %) .



Campos escalares diferenciables y plano tangente

En una variable se cumplia ‘derivable = continua’. En R" la existencia de todas las derivadas parciales no
implica la continuidad. Ni siquiera la existencia de derivadas direccionales en todas las direcciones.

q 1si x=0 =0
Ej 16. Para f(x,y)= {0 :]n);l res?oy es fx(0,0)=£,(0,0)=0, pero f es — e
claramente discontinua en el origen. AT
La f(x,y)= xfi’; -+ discontinua en (0, 0) del Ej 12 tiene, sin embargo, derivadas g
segtin cualquier vector en el punto [pues f(x,mx)= % es derivable para todo m en x=0 ]

Buscamos una definicién que recoja informacién globlal de todos los puntos cercanos a a. Una funcién en R

era derivable si tenfa recta tangente. En R? ser4 diferenciable si posee plano tangente.
Empezamos reescribiendo la definicién de derivada:

f derivable en a & ;E)f(mh)—f;(la)—f'(a)h ?0 & fla+h)=f(a)+f'(a)h+o(h).

si el numerador es o(h), despreciable respecto a h

En R” ser diferenciable serd casi lo mismo. Como en R, g(v)=o(||v||) significara que lim % =0.

f es diferenciable en a siexiste Vf(a) yes f(a+v)=f(a)+Vf(a)-v+o(|v]).

[ -f@-Vf@)&xa) 2= (@) +df(v)

Tx=all -~

O sea, llamando v=x-a, si

Sin=2,loessi f(a+v)=f(a)+fc(a)u+f,(a)v+o(]lv]]), o sea, si cerca i
de o(||v|

a=(a,b), se parece al plano: z=f(a)+f,(a)(x—a)+f,(a)(y—b).

(Como saber si una f es diferenciable? La definicién, complicada, sélo se
necesita en puntos patolégicos (que no trataremos). Por otra parte, si f es 4
diferenciable parece que va a ser continua. Se prueba que:

Teor 3. | feC! enunentornode a = f diferenciableen a = f continuaen a.

Por tanto, un campo discontinuo (como los del Ej 16) no puede ser diferenciable. —

Pero los hay continuos y no diferenciables, como le sucede al cono z=+/x2+y2 en
el origen. Sus cortes con los ejes son z=|x| y z=|y|, funciones no derivables en 0,
por lo que no existen f,(0,0) ni f,(0,0). Por tanto, no puede ser diferenciable ahi.

[Una f continua y no diferenciable tendra ’picos’, como le pasaba al |x| en R].

Hemos deducido para R? que si f es diferenciable, su plano tangente en el punto (a, b) es:

[ 2= £(a.b) + fu(a,b) (x=a) + fy(a.b)(y=b) |.

Ej 13d. Como para f(x,y)=4-x>—4y? las fi=—2xy fy=-8y son continuas en todo R? claramente
es f diferenciable en todo el plano y es facil de calcular, por ejemplo, el plano tangente en (-2, 1):
z2=—4+4(x+2) - 8(y—1) =4x — 8y +12.

Como en R? es Vf perpendicular a las superficies de nivel, esto nos da un modo de hallar el plano
tangente en un punto (a, b, c) de una superficie S dada enla forma F(x,y,z)=K:

’VF(a,b,c) - (x—a,y-b,z—c) = 0‘.

Ej 17. Por ejemplo, hallemos el plano tangente en (1,—2, 3) a la superficie esférica x?+y?+z>=14:
VF(1,-2,3) = (2x,2,22)| | 5= (2-4,6) —
2(x—1)—4(y+2)+6(z=3)=0, 0 bien, z=1(14-x+2y).
Mais largo es hallar este plano con la férmula de mds arriba:
7=+V14-x2-y2 — z,= \/‘—i 5 = % ,

zx(1,-2)=—1,2y(1,-2)=% > z=3-(x-D)+3(y+2) T




1.2 Campos vectoriales. Regla de la cadena

En esta seccidn tratamos funciones cuyos valores serdn vectores. Primero el caso mds sencillo:

¢c:R— R"

Funciones vectoriales: s o) =(c1(1)s o cn(®))

. Sus gréficas son curvas en R".

Bastantes veces nos ocuparemos de ¢ para ¢ en un intervalo finito: 7 € [a, b] . Entonces la imagen
de ¢ esuna curva finita que une (en ese sentido) el punto ¢(a) con el ¢(b) [extremos de la curva].

Casi siempre trabajaremos en R? o R® y serd ¢(¢)=(x(1), y(t)) o ¢(t)=(x(t), (1), z(t)) .

Se dice que ¢ es continua en un punto o intervalo si lo son sus n componentes c¢(f), ..., ¢, (1) .

Y es derivable si las 1 lo son y su derivada es el vector | ¢’(1)=(c}(2), ...,c, (1)) |

h)—
Interpretemos ¢’(¢) para n=2 (o n=3). Alser ¢’(t)= I}fn}) w ,
] —>
la pendiente de la secante tenderd a la pendiente de la recta tangente a la
curva C descrita por c(t) . Fisicamente, si ¢(¢) describe el movimiento
de una particula a lo largo del tiempo [es decir, si es su vector posicion,
que se suele llamar r(z) ], ¢’(¢) representa el vector velocidad v(¢).

| X

[El escalar ||¢/(¢)|| describe la rapidez (velocidad escalar) con la que la particula avanza por la curva] .

Por tanto, ecuaciones de la recta tangente a C en un punto ¢(z,) (si ¢’(¢,) #0) pueden ser:

[X(5)=clto)+s¢/(to) | 0 | x(s)=¢(to)+(s~1,) € (to)

[esta toca c(7,)
cuando s=t, |

Ej 1. Sea c(r)=(cost?,sent?), con t€[0,V2r |. ¢(0)=¢(V2r)=(1,0).
Por ser ||¢(2)||=Vcos?+sen? =1, recorrerd ¢ la circunferencia unidad.

¢/(t)=(—2¢sent?, 2t cost?) serd un vector tangente, y es ||¢’(¢)||=2¢ 1=0,\2n
[con lo que este médulo (la velocidad escalar) crece con el tiempo].

[Llega a (0, 1) para t=+/m/2,y tarda el doble de tiempo en dar la vuelta entera].
c’(\/g)z(—\/ﬂ,O) — Xx=(—V2zs,1) eslarecta tangente en (0, 1) [0 mds sencilla x=(s, 1) |.

[La misma curva la describe ¢.(7) =(cost,sent), r€[0,2rx], siendo en este caso ||c,(2)]|=1 constante].

Ej2. Sea c(¢)= (t3, 2t2) . Dibujemos la curva descrita por ¢ para ¢ €[—1, 1], hallemos su recta tangente
en el punto (—1,2) y el punto en que esta recta tangente vuelve a cortar la curva.
Dando valores a 7, o viendo que se puede poner y=2x>/3 sale el dibujo.

[Cuando ¢’=0 (sin tangente definida), pueden aparecer picos como el del origen].
Elpuntosedasi t=—1: ¢(-=1)=(-1,2) yes ¢/(-1)= (3¢, 4t)| =(3,-4).
La recta tangente es: X(s)=(3s—1,2—4s) [toca (3,0) cuando s=1/2].

t=—1

Corta la curva para ¢ y s que cumplan: £3=3s—1,2r>=2—-4s —
(3s—1)2=(1-25)%, 85°-3s=0, s=2 —> (3.3) [y s=0—> (-1,2)].

2°8
23 ylarecta y=252 se cortan si 27x%=(1-2x)3 que lleva a lo mismo).

S 05 0 0.5 i

[O bien, la curva y=2x

Mis dificil es, desde luego, dibujar curvas en R*. Estudiamos el ejemplo sencillo césico, una hélice:

Ej 3. Dibujemos la curva del espacio descrita por ¢(r)=(cos?,sent,1t), t€[0,3x]. 37[‘&53“)
Como [x(#)]*>+[y(t)]>=1, la proyeccién sobre el plano xy es la circunferencia ~-«7_|___ e
unidad, mientras que la z de la curva crece constantemente con ¢ . o / /

El vector velocidad serd ¢’(f)=(—sent,cost, 1), conlo quees |[¢'(1)[|=V2, QK(
que no depende de ¢ (se recorre la curva a velocidad escalar constante). i “’*\
Por ejemplo, para t=2x [en el punto (1,0, 27) ] es ¢/(2m)=(0,1,1) ylarecta {~-ic77| . —")
tangente en ese punto se puede escribir: P / y

[contenida en el plano x=1

x=(1,0,27) +5(0,1,1) = (1, 5, 27+s) y coherente con el dibujo]. Moj




Primer caso de la regla de la cadena. Generalizamos la formula (fog)’(x)=f"(g(x))g’(x).
Tratemos por ahora el caso mds sencillo, que une funciones vectoriales y campos escalares:

Sean ¢: R~ Ry A" R de Clysea n(n)=/(e).] A% PN
Teor 1. | Entonces £ es derivable y es h'(1)=Vf(c(1))- ¢/ (1), o sea: -

' (1)= 2L (e() x| (1) + - + 2= (e() x,(1) . h:R—R

_._
S(e(®)

af _9f dx  Of dy

La ultima igualdad (por ejemplo cuando n=2) habitualmente se escribe en la forma | 7> = 2= 7= dydr |’

expresion imprecisa que no deja claro donde estd evaluada cada término [las parciales en ((x(t), y(¢)) y las
derivadas ordinarias en ¢ ] y que mantiene el nombre f parala i (son los valores de f sobre una curva).

h describe la variacién de f sobre la curva dada por c¢ vy, por tanto, h’(t,) mide la variacién de f segin el
vector tangente a la curva en ¢(7,) , y esta derivada es, como sabemos, Vf(c(7,))- ¢'(t,) .

También se pueden dar derivadas segundas y sucesivas; por ejemplo, si n=2, como h’'= fy x'+f, y’:
h"(t) = fax (x/)2+ 2f)cy x/y""fyy (y/)z + fx x//"'fy ¥, pues (fx)’:fxxx,"'fxyy/ P

Ej4. Si c(1)=(3,21%), f(x, y):(y+x2)2 y h=foc,hallemos h’(-1) utilizando la regla de la cadena.

(-1,2) A
c(-1)=(-1,2), ¢/(-1)=(3,-4), Vf = (4x(y+x2), 2(y+x2)) — (-12,6). =9
2 (8
Por tanto: h’(-1) = Vf(e(-1))- ¢’(-1) = (3,-4)-(~12,6) = —60. VNG
1
[Podemos comprobar componiendo y derivando: h(r) = (2:2+19)% — h’(-1)=-60 ]
=i 1
[Que la derivada sea negativa implica que la f decrece al avanzar sobre la curva, 0 oo
como se puede comprobar dibujandola junto a varias curvas de nivel f=C, que . ]
son pardbolas de la forma y=+VC—x? (u observando el gradiente en el punto)]. -l

f: DcR” — R™

X=(x1, ... xp) = F(X)=(f1(X), ..., fm(X))
[O funciones vectoriales de varias variables reales con dominio D . Ya hemos el visto el caso
particular de las funciones vectoriales, con n=1. Uno que ya ha aparecido, con n=m,es Vf;
otro, para n=m =3, serd rotf ; otros serdn los cambios de variable que iremos haciendo].

Campos vectoriales. Son funciones de R" en R”:

En la diferencial de f escalares cumplia un papel importante el vector Vf . Aqui lo va a cumplir una matriz:

Af1/0x1 -+ Of1/0xn

Se llama matriz diferencial o jacobiana de f en a a Df(a)= :
[Las m filas de Df son los gradientes de las m componentes]. Ofm/0x1 -+ Ofm[0xn],_,

[Si m=1, esta matriz es una matriz nx1: el vector gradiente Vf(a).Si n=1, el vector derivada de una
funcién vectorial ¢’(¢) (escrito como columna). Y si n=m=1, la mds simple de las matrices: f’(a) ].
Diremos que f es diferenciable en a cuando lo sean sus m componentes f, ..., f;, en ese punto.

Y por tanto, si todas las f; son C' en un entorno de a entonces f serd diferenciable en a.
Y como en los campos escalares, cuando f sea diferenciable ‘se parecerd a una funcién lineal’ dada por la
matriz diferencial: f(x)~ f(a) + Df(a) (x—a).

T poniendo x—a como columna y escribiendo el resultado como fila

Ej5. f(x,y)=(e*,y, 2x+y2) es un campo vectorial diferenciable en el punto (1,0) [lo es en todo R?]
porque las 6 parciales existen y son continuas en un entorno del punto. Su matriz diferencial es:

yery xe*Y 01 _ x—-1) y
Df:( e xe ): Df(l,O):(o 1)‘ Como £(1,0)=(1,0,2) y Df(l,O)( ; )_(zxyz), la
f

S 20 :R%2— R? se parece cerca (1,0) a f(x,y)~(1+y,y,2x).

En caso de que m =n, tipico de los cambios de variable, cumplird un papel importante (por ejemplo en la
integracion) el determinante de la matriz diferencial nxn , llamado jacobiano del cambio:

8f1/0x1 - 8f1]0xn

Si {y L2/ ) , el determinante jacobiano es %Ejf =|Df|= : : .
In = (X¥1sees ) e OfunfOx1 -+ /O

[Jf (a) #0 implica, por ejemplo, que el cambio es inyectivo en un entorno del punto, con lo que
existira la funcién inversa f~! en un entorno, que era lo que sucedia en R cuando f’(a)#0 ] .



Caso general de la regla de la cadena

g f
Sean R"— R™— R g diferenciable en a, f diferenciableen b=g(a) =
Teor 2. a— g(a)=b — f(b)

fog diferenciable en a y D(fog)(a)= Df(b) Dg(a) [producto de matrices].

Ej 6. Sean g(x,y)=(x—y,y%), f(u,v)=(u+v,uv,v). Hallemos D(fog) en (2, 1). Utilizando el Teor 2:
11 _ 11 _ 11
Df(u,v) = v u ,Dg(x,y)z(‘ ‘), g(2,1)=(1,1) = D(fog)(2,1) =11 (‘ ‘): 11).
01 0 2y 01\ 2/ o2
Comprobemos componiendo los campos y calculando luego la diferencial:

1 2y-1 11
(Fog)(x,y) =f(x—y,y?) = (x=y+y%, xy>—y%,?) , D(f<>g)(2,1)=(y2 2xy—3y2) =((1) ;)
0 2y
(2,1)

Veamos la forma que adopta en un caso que aparecerd bastantes veces:

f:R?> R, g:R*>R?, h=fog:R*>R ‘ TN
(r,$) = (x,y) (r,s) = f(g(r,$)=f(x(r,s),y(rs)) | |

(9 any _(of af)(‘é’f ‘3?):> oh _ 0fox L 9f 9y 9h _ 9fdx L Of Iy

ar 9s) 7 \ox ayllay ay Or — Oxor " Byor’ 8s _ dxds ' Oy s
or Os

Conviene memorizar estas férmulas, que se utilizan mucho mas a menudo que la forma matricial. No
se olvide que la fy yla fy estdn evaluadas en (x(r,s),y(r,s)). A menudo se mantiene el nombre
impreciso de f parala h, pues es simplemente la f en unas nuevas variables.

Parecidas son las férmulas en R>. Para una (r,s,t) > f(g(r,s, t))=f(x(r, s, 1), y(r,s,t),z(r, s, t))
fr=fexrt fyyrtfezr | | fi=foxstfyystfzs | | o= fexot fyvet feza |-

Todas (y otras no escritas) son faciles de reconstruir: aparecen las derivadas de f respecto a todas las
variables intermedias multiplicadas por sus derivadas respecto a misma variable de la izquierda.

las derivadas son: , >

Ej 7. Escribamos, usando la regla de la cadena, la ecuacién en derivadas parciales (y—2)u, —xuy =x2y
en las nuevas variables s=xy—2x, t=x [este tipo de célculos se hardn muchas veces en 4.1].

Usamos las férmulas de arriba, pero cambiando el nombre de las variables:

{ux =UgSx+ Uty = (y=2)us+ ity
Uy = UgSy+ Uty = Xils

Sélo falta escribir xy en las nuevas variables: xy=s+2x=s+2t — .

Esta ‘EDP’ tan sencilla incluso la podemos resolver ya. Las u(s, ) que la cuamplen son las de la forma:

, que llevada a la ecuacién nos da —xu; = x>y, u; =—xy.

u(s,t)=—st—t>+f(s) , para cualquier funcién f (desaparece al derivar respecto a ).
Asi hemos hallado la solucién de nuestra primera EDP: u(x,y) = f(xy—2x)+x>—x2y, VfeC'.
La comprobamos: uy = (y—2) f'(xy—2x) +2x=2xy, uy = xf’(xy—2x)-x* —
(y=2)uy—xu,=0- (y=2)x2— x(2x—2xy)=x2y .

. . [x=r+s? n 2 g {fr:fx"'sfy
Ej 8. Si {y:rs , las derivadas de f(r+s-,rs) respecto a las variables (r, s) son fo=2sfidrfy

Si f€C? podemos hallar también las derivadas segundas utilizando la regla de la cadena.

Como f, y fy son también funciones de r y s, se derivardn respecto a r y s de la misma forma que
se derivaba la f (utilizando la expresion de arriba):

frr= (fr)r = (fx)r"' S(fy)r = [fxx"’sfxy] + S[fyx"'sfyy] = fxx +25fxy + Szfyy
® frs= (fr)s = (fx)s'" S(fy)s'"fy = [zsfxx+rfxy] + S[zsfyx"'rfyy]"'fy = 2Sfxx"'(”"'Zsz)fxy"’rsfyy"’fy
Fss=(fs)g =25 (fx)s+ 7 (fy)g+2fx = 25[2s fux+1fxy] + 125 fyx+rfyy | #2fx = 452 frx+4rs fry +r2fyy +2fx

[Para escribir, por ejemplo, (fx)r simplemente se utiliz6 el hecho de que, segtin las expresiones para
las derivadas primeras, habia que derivarla respecto a x y sumarle s por su derivada respecto a y ]

[(.) se podria también hacer asi, pues sabemos que las derivadas cruzadas de las funciones C 2 coinciden:
Frs=(fs), =2s[ fex+sfyx] + [ fxy+5fyyl+fy =28 fex+(r+25%) fey+7sfyy+fy |-
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Divergencia, laplaciano, rotacional

. . . . — (0 el
Si f=(fi,.... fo): R"— R" escampo vectorial C', ladivergencia | V= (6x1 ORLL an)
de f esel campo escalar: divf =V-f = _gf b SRR _gf r [notacién solo, eso

X1 Xn no es ningtin vector].

En particular, cuando f =(f,g) es | divf=f,+g, |, ysi f=(f,g,h) es ’ divf = fi+g,+h, ‘

Si f:R"— R esde C ellaplaciano de f es Af =V- (V) =V =L 4. 4 21
1

ox2

Es otro campo escalar. En particular,

Afzfxx"'fyy‘ o ’Afzfxx"'fyy"'fzz ‘ .

Para n=3 hay otro importante campo vectorial que se obtiene a partir de uno dado:

Si f=(f,g,h): R*— R?® esde C!, el rotacional de f es el campo vectorial:

i j k
rotf = Vxf =|gox goy aoz|= (hy—g)i+ (fr—he)j+ (gx—fy) K.
f g h

Algunas propiedades y relaciones (para n=3 y campos C2) facilmente comprobables son:
’ rot (Vf)=0, div(rotf)=0, div(gf)=gdivf+Vg-f, rot(gf)=grotf+ Vg xf.
Por ejemplo, la primera: rot (fx’ fy’ fz) = (fzy_fyz) i+ (fxz _fzx)j + (fyx_fxy) k=0.

[No sélo el rotacional de un gradiente es 0. En 2.2 veremos que si el rotacional de un campo
vectorial C! se anula, este campo serd el gradiente de un campo escalar que sabremos calcular].

i j Kk
8/ox O)0y 6)oz
xyz e¥2 y?

div (rotf)=x—x=0 (;1;‘;;3. V(divE)= (0, z+22e¥%, y+e¥2+yze¥?). A(divE)=(3+y?z+2y)e’?.

Ej9. Sea f=(xyz, e*?, y?). divf=yz+ze’*. rotf = =(2y-ye¥?, xy, —xz).

[No tiene sentido hablar del gradiente o laplaciano de f, ni de divergencia o rotacional de campos escalares.
Estos cuatro ‘operadores’ (reglas que convierten unas funciones en otras, como también hace la derivada)
son ‘lineales’ (porque lo es la derivada): V(af+bg)=aVf+bVg, a,beR, eigual los otros tres].

x=rcosf | r=+yx2+yZ,

y=rsenf | tang=2.
X

fr=cos 8 fc+senbf, - frcos0—1 fysenf=fi
fo=—rsen fc+rcosdf, frsen@+1 fycoso=f,

Escribamos Vf y Af en R? en términos de las coordenadas polares:

Por la regla de la cadena: {

Vf=fe + % fo €eg, sidefinimos e, =(cosf,send), eg=(—senb,cosb)|.

[Esta pareja de vectores son unitarios y perpendiculares entre si y es d%e, =ey ]

Utilizando de nuevo la regla de la cadena para escribir las derivadas segundas:
{ frr = 0820 frx+2 sen 6 cos 0 fry+ sen®d fy,

foo=r*sen®6 f,,—2r’sen 6 cos 9fxy+r2(:0s29fyy —rcosf fx—rsenff,

Af=frrtlot g

[Basta escribir la suma del segundo miembro y usar que cos>6+sen’6=1 para obtener f,,+ Sy 1.

Ej10. Sea f(x,y)= £ con £(0,0)=0. Calculemos Vf y Af enelpunto (x,y)=(1,1).

x2+y?°
Escrito en polares toma la sencilla forma f(r, 8)=r cos®6 y el punto pasa a ser (r, )= («/E , %) .

Vf = cos’f e, -3 coszt9sen9eg|(\6’%) :‘/TE(\/LE , \/Li)_%i(_\/% , %):(1,—%) .

%6 , 6cos 6 sen?6-3 cos® x
Af = 04928 4 bcosfsen6-3cos 6 - 2 o5 9(3—4 cos’) queen (V2, %) vale 1.

4,2.2.2 3 3 2_9,3 3.2 4,2,2.2 2_,2
p . . _ [ x*+3x°y —2xy _Ax7+6xy°-2x | 8x°y —4x(x"+3x°y”) _ 2x(3y“—x°)
Mias largo haciendo: Vf = (—(x2+y2)2 5 —(x2+y2)2) , Af= Iz T Zty7) =

Las polares son ttiles para analizar continuidades complicadas. ;Es continua en (0, 0) ? Con la expresién polar es
claro que podemos hacer f tan pequefia como queramos: | f(r, 0)-0|=r|cos30| <r<e si ||(x, y)~(0,0)||=r <6=¢.
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Acabamos el capitulo con mas ejemplos con preguntas varias (tipicos de examen) que sirvan de repaso:

Ej11. Sea f(x,y)= z—z . Dibujar sus curvas de nivel f(x,y)=0 y 1. Hallar ||[Vf(-=1,1)| y div(Vf).
Hallar, si existe, un vector unitario u para el que Dy f (-1, 1) : 1) sea minima, ii) sea 0, iii) sea 3.
Dibujar ¢(r)=(r—1,€") ysi h(t)=f(c(z)) hallar h’(0) mediante de la regla de la cadena en R".
Calcular, por dos caminos, la ecuacién del plano tangente a la grificade f enel punto (—1,1).

ond

f=0—y=0, f=1 - y>=x> ,y=+x. [Yen x=0 la f tiende a +co]. Y
Vf(x,y) = (=2x72y%,2x72y) — |IVF(=1, DII=1I(2,2)|=2V2.
GV(Vf)=Af= fotfy=Gr 24202 = Sy Z ool N A | 7
[Aunque las cartesianas son adecuadas, lo hallamos también en polares: -
f(r,0)=tan?0, f,=f. =0, Afzrl—zfggzr%(1+4tan29+3tan49)].

X
D, minima en sentido opuestoa Vf: (-1,-1) — u =(—\Lr2,—%). o=
_ - (- L _1\__ —_ r P I A SO .

[Vale Dyf(-1,1)=(2,2)-( 7 ﬁ)— 2V2 =—||Vf (=1, 1)||, como debia]. ;jk

Dy =0 en direccién perpendicular al gradiente: u = (L ,-L) ou=(-L,61).
. perp g (5-—5) (-7 %)
[Para precisar los tres vectores anteriores de i) y ii) bastaba con observar las curvas de nivel].

No hay ningiin u con Dy=3 pues el méximo valor es el médulo del gradiente y es 2V2<3.

Podemos dibujar ¢ dando valores: t=0 — (-1,1), t=1 — (0,e), xt—7> —00, yt—> 0,...

—00

0, como t=x+1, dibujar la grifica de y=e**' (lade y=e* llevada una unidad para la izquierda).

c(n)=(1,e"), h(0)=Vf(c(0))-¢’(0)=(2,2)-(1,1)=4 |comprobable derivando h(r)=e’(r—1)72].

Plano tangente: z=1+2(x+1)+2(y—1)=2x+2y+1, que podriamos hallar con la otra férmula:
=2 & F(x,y,2)=x22-)2=0. VF(~1,1, 1)=(2x2,-2y, 83| _; 1 1= (2,2, 1).
(-2,-2,1) - (x+1,y—-1,z—1) = =2x+2y+z—1 = 0, que nos da de nuevo el plano.

Ej 12. Sea f(x,y) =3 — y/x2+y2. Dibujar las curvas de nivel f(x,y) =2,0,-2 yla grificade f.
Hallar el plano tangente a la gréfica en el punto (4, 3) . Calcular Af(4,3) en cartesianas y polares.
Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva interseccion de la grafica con z=2 en (0,—1,2).

x?+y?=(3-C)? circunferencias de radio 3—C [1,3,5,si C=2,0,-2].
Corte con x=0, z=3—]|y|. Y de revolucién. Es el cono de abajo.

_ _ (4,3)
VF=(fir fy)=(=x(x24y2) 72 —y(x24yD)712) =5 (-4,-3).
Plano tangente: 7 = —2 — ‘Sl(x—4) - %(y_3) —a %x _ %y.

F(r0)=3=r = Af=frtifitdfog=-1 15 -1 = Af(4,3).

N
O bien: —2(x2+y?2) " 1/24x2(x2+y2) 732432 (x2+y2) 32 == (x24y2)~1/2

[El gradiente en polares también es ficil: Vf = f.e, T:—(cos 0,sen 6) ]

Obviamente la tangente a esa circunferencia unidad contenida en z=2
tiene por ecuaciéon x=(t,—1,2) . Dos formas de describir esa curva son:

c(r)=(cost,sent,2),t€[-n,x] (¢'(-7/2)=(1,0,0)) o e(x)=(x,—V1-x2,2),xe[-1,1].

Ej 13. Sea f (x,y,2) = (xz?, yx?, zy*-32%) . Calcular: i) divf, ii) rotf, iii) V(divf) y iv) A(divf).
Hallar la recta perpendicular a la superficie divf=0 en el punto (1,2, 1) y precisar su punto de corte

con el plano x=0.
i j k
3/dx 83y 8/dz

XZZ yx2 ZyZ_3Z2

=2(yz,xz,xy). ii)) V(divf)=2(x,y,z-3).
iv) A(divf)=6.
Un vector normal a la superficie se obtiene de iii): (1,2,—2) [mejor sin el 2]. La recta es, pues:
x=(1,2,1)+1(1,2,-2)=(1+¢,242¢,1-2¢t) que corta x=0 si t=—1 — punto de corte (0,0, 3).

[Con un poco de vista se puede observar que x%+y%+(z—3)2=9 es la superficie esférica
de centro (0, 0, 3) y radio 3,y cualquier recta normal a ella debia pasar por su centro].

i) divf=z2+x2+y2—62. ii) rotf=
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2. Calculo integral en R"

2.1 Integrales multiples. Cambios de variable

Integrales dobles. Su definicién generaliza la de la integral en R. /
Sea f(x,y) acotada en un rectangulo R =[a,b]x[c,d] cR>. Se »
divide R en nxn rectingulos R;;=[x;—1,X;]X[yx-1, Y], de drea g/
Ax Ay = bfa% Se llama M;; y mj;; al supremo e infimo de f a < y d_y
en cada R;; y las sumas superior ¢ inferior son: 7Y
Un= ) Mix AxAy, Lp= ) mj Ax Ay e & 7 7
ik=1 ik=1 x Y K

(sumas de volimenes de prismas, una mayor y otra menor que el volumen que encierra f(x,y) si f>0).

Si las sucesiones {L,,} y {U,} tienden al mismo limite, se dice que f es integrableen R,
se representa el limite comtn por ffR fo ffR f(x,y)dxdy ysellama integral de f en R.

ffR f representard (similar a lo que sucedia en R) la suma de los
voliimenes encerrados entre la grificade f y el plano z=0 en
R, con signos + o — adecuados. Y al igual que sucedia alli:

Teor 1. ’ f continnaen R = f integrableen R. ‘

También aqui las funciones ‘poco’ discontinuas siguen siendo integrables:

Siuna f acotadaen R es discontinua como mucho en un nimero finito de puntos

Teor 2. h . . .
y de gréficas de funciones continuas, entonces f es integrable en R.

Para calcular integrales dobles no se necesita la definicion, el problema se reduce a realizar dos
integraciones sucesivas de funciones de una variable:

de pubings |/ continuaen & = [ =[] [* fex vy ey = ["[ [ (e ) dv]ds

Para cada y constante A(y)= /a b f(x,y) dx representa el drea de la seccién
del sélido determinado por la grifica de f ; integrando A(y) entre ¢ y d
obtenemos el volumen: ff RS= fc dA(y) dy .Laotraigualdad es lo simétrico.

Ej 1. Sean R=[0,n]x[0,1] y f(x,y)=ysenx. Calcular la integral es facil:
1 2 1 _
//szfoﬂ [f() ysenxdy]dx:foﬂ[y bzenx]odxz 0” e dy=1=csx >r=1.

O bien: //R f =f01 [foﬂysenxdx]dyzfol [—ycosx]gdyzfol 2ydy=1.

No sélo se puede integrar sobre rectingulos. Podemos hacerlo en dos tipos sencillos de regiones D
(y otras mds complicadas se podran dividir en algunas de esa forma).

Y

i) f continua en D={(x,y): anSb,c(x)SySd(x)},con
b pd(x)
<d ti ,b = = 5 dydx.
¢ <d continuas en [a, b] //Df /a/C(X) f(x,y)dydx

ii) f continua en D= {(x,y) rc<y<d,a(y)<x< b(y)},
con

a<b continuas en [c,d] = //D f :/Cd/a:)y)f(x, y)dxdy.

Teor 3.

Cuando la x varfaentre a y b,la y varfaentre c(x) y d(x) y similar para ii).
Alx)= fc ‘:)(:)C) f(x,y) dy describe el drea de la seccién e ffD f= fa bA(x) dx representa (si f>0) el volumen

del sélido encerrado entre la grafica de f y el plano xy en la regién D . ffD 1 proporciona el areade D .
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Ej 2. Integremos f(x, y)=x cos(x+y) sobre el D del dibujo, que es de los i,
dos tipos considerados en el teorema 3: d(x)=x
n x n ):v/ .
// f :/ [/ x cos(x+y) dy]dx :/ x [sen2x — senx] dx a(y ()=
D 0 0 o
= [x(cosx—%cost)]O +/0 [§ cos2x— cosx|dx = —3Z . . lc(x)—O |

O, con célculos més largos, integrando primero respecto a x :
& & partes [* 7 3
// f:/ [/ xcos(x+y)dx]dy = / [-mseny —cosy — ysen2y —cos2y] dy = - .
D 0 y 0

Observemos que, a veces, no solo es preferible integrar primero respecto de una variable concreta y
luego respecto de la otra, sino que no tenemos otra opcién. Por ejemplo, si fuese f(x,y)=senx>

>

no se podria hacer / [ / sen x> dx] dy, por ser la primitiva no calculable, pero si se puede hacer:
0 y

;s X e
/ / senx? dy dx T/ xsenx?dx = —% cosxz]gr = % [1— cos 712] .
0 Jo 0
[No olvidemos que la integral de una constante es la constante por la longitud del intervalo].

[Los corchetes que hemos escrito hasta la dltima expresién normalmente no se escriben].

Ej 3. Calculemos // (y=2x)3dxdy, con D cuadrildtero de vértices (0,0), (1,2), (0,2) y (=1,0).
D

Para no tener que hacer 2 integrales, integramos primero respecto a x : Yy / 5
2 ry/2 2 / /Y=2x
~725)3 = [T 1 (v_ny)4]¥? _ [ _ 2l —n
/0/y/2_l(y 2x) dxdy—/0 8[(y 2x) y/2—1dy_fo 2dy=4. ye2e42 e
=2 i
Con el otro orden de integracién hay que dividir en dos recintos: Fh C
0 p2x+2 3 102 3 D ‘
/ / (y—=2x)>dy dx+/ / (y=2x)>dy dx il 1
~1Jo 0 Jax / // 0 X
/

:'/_';)[4—4_x4]dx+-/0l4(x_1)4dx:4_%+%:4.

En recintos méds complicados no tendremos mas remedio que dividir. La integral sobre el recinto total D
siempre serd la suma de las integrales sobre cada uno de los subconjuntos:

Ej 4. Para calcular la integral de una f sobre el recinto limitado por y=x> e 1
y=2|x|—1 podemos hacer:

//DfZ[?[[::_lf(x,y)dy]dx+/01[/2:_21f(x,y)dy]dx, - : |

Obien, como y=x? & x=#y, y=t2x-1 & x:i%(y+1), y=—2x-1 y=2x-1
se puede hacer (calculando mds integrales) también de esta forma: =
1 -5 1 (y+1)/2 0 (y+1)/2
JLr= 1[0 remas|aye [ [ peeyyady+ [ ] [ © " o)y
D o L)y o LJyy -1 LJ-(y+1) /2

Si en particular integramos f =1 obtendremos, como hemos dicho, el drea de D :

0 1
A :[/D 1 :[1(x2+2x+ 1)dx+£ (x2=2x+ 1) dx = %+% = %

[Integrales iguales por ser f=1 paren x y D simétrico respecto a x=0; bastaba hacer 2 /01 ]

1 0
O bien: A =//D 1= 2/0 [%+%—\/§]dy+/_l [y+1]dy =25+ 1 =3 [L=drea tridgulo].
Tomemos ahora f(xy)=2x>y y hallemos la integral por el primer camino:

0 2 1 2 0 1
//L)f:[I [x3y2])_€2x_1dx +£ [x3y2];x_1dx:[l [x7 =4 —4x* —x3] dx + ; [x7 —4x3 +4x*—x3] dx

—[-ly2 4y lyrlo2,4 1y Lo 1o
=[-g+t5-5+3l+[g-35+5- 3l =~ + @ =0-

[Debl’a anularse por ser f impar en x y D simétrico respecto a x=0. El ‘volumen negativo’ definido por
la graficade f enlaparte de D con x <0 se concela con el positivo de la parte con x>0 ]
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Cambios de variable. Generalicemos para las integrales dobles la conocida férmula de R
b / (b)
S fe) g (w)du= [T.7 f(x)dx, con geC'([a,b]), 71 e
en concreto, el caso de g inyectiva (creciente o decreciente) en [a, b] : :
’ _ a
‘/[a,b] f(g(u)) |g (I/t)l dI/t - ‘/g([a,b]) f(x) dx .
En R’ nuestra situacién serd esta: para calcular ffD f(x,y)dxdy ﬁgm)
realizaremos un cambio de variable g: D*cR> —» D cR?
(u,v) = (x(u,v),y(u,v))

de modo de que el nuevo recinto de integracién D* o la nueva funcién
a integrar sean mds sencillas. Se puede demostrar (es complicado) que:

Sea g: (u,v)— (x(u,v),y(u,v)) de C',inyectivaen D*, g(D*)=D y f integrable.
Teor 4.
eor Entonces: // f(x,y)dxdy =// fx(u,v), y(u,v)) |g§iz§ dudv .
D D ’

[El jacobiano viene a medir como se deforman las dreas al pasar a la nuevas variables].

Como primer ejemplo de cambio de variable consideramos los cambios lineales:

=AD —~BC #0 (para que defina biyeccién de R? en R?).

- //Df(x,y)dxdyzlAD—BC|//D*f(Au+Bv,Cu+Dv)dudv

[Las regiones se transforman de forma sencilla por llevar las aplicaciones lineales rectas a rectas].

{szu+Bv con dGey) _
y=Cu+Dv o(u,v) —

Ej 5. Sea D el cuadrado de la figura y hallemos // (x—y)?e**Vdx dy. 7

La forma de f y el recinto sugieren: { ErPEL o {x = (u+v)/2

x=y=v = (u-v)/2 -
Las rectas que definen los lados pasanaser: u=0,1, v=0,1.

1/2.1/2 =—%. Asi pues _//Dzéfolfol vze“dudvz%.

1/2-1/2
Mais a menudo nos va a aparecer y mds Util serd el cambio a polares:

El jacobiano

cosf —rsenf
senf rcos6

o(x,y) _
o(r,0) —

{xzrcos&

_ 2 20y —
y=rsend = r(cos“f+sen-6) =r.

. El jacobiano es ahora:

Con lo que el cambio adopta la forma: // fx,y)dxdy = // r f(rcos@,rsen®)drdf
D D*

(Qué conjuntos D provienen de conjuntos D* sencillos del plano 0 vy
r@ ? Unrectangulo [ry,r2]X[681, 02] pasaaser un sector de corona q ‘ @
circular limitado por las circunferencias de radio r; y ry y por B ‘£ ,,,, i
las rectas que pasan por el origen de pendientes 6] y 6. A" L |"‘" ur; zx
0 /P 6 Si lo que queremos es hallar el drea en polares de una regiéon D
= . .
u@ Zq’ limitada en O € [a, B] por r=f1(0) y r=f2(6) obtenemos:
‘ B r£(0) B
= ) drea= [ [P rdrde =14 [P113(0)-12(6)] do.
[Coincidente con mis apuntes de matemaéticas].
Ej 6. Hallemos // V4-x2—y2dx dy,con D el sector circular del dibujo: y
D

La presencia de x?+y? y el aspecto de D piden a gritos las polares.

X
/2 243/2
//r«/4rdrd0/ [/ 4r1/2dr]deT [(4” ] = 2
X 0 %
el [-] no depende de &  octante de esfera ! /2
El cambio no es inyectivo en lado izquierdo del rectangulo D* (todos los puntos con r=0 D" -
van al origen), pero el teor 4 se cumple aunque falle la inyectividad en puntos o rectas sueltas. D)
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Aunque el integrando es sencillo en cartesianas, el recinto pide usar polares:

Ej 7. Calcular la integral doble ffD (x—y)?dxdy,con D semicirculo dado por x>+y><4, x>0.

En polares es (r cos @—r sen)? = r*( cos?6+sen®d —2 sen 6 cos @) = r*(1— sen 26) . Por tanto:

/”/2 g r3(1-sen26) dr d6 = 4[ ,(1—sen26) do = 4x.

-n/2J0 .
por el jacobiano (es impar)

Debia ser mayor que O por ser el integrando positivo. En cartesianas serfa mucho peor:
2 Va-y2 2
/ / (x2—2xy+y2) dx dy :/ (y3—4y+%(y2+2)\/4—y2 ) dy=---
-2J0 -2

En el siguiente ejemplo, aunque el recinto no pareceria adecuado a las polares, ya que no estd limitado por
curvas r=cte o §=cte, el aspecto del integrando las pide indudablemente:

Ej 8. Integremos f(x,y)= x2+ 5, sobre el semicirculo x%+(y—1)2<1,y>1.
Las curvas que limitan el recinto, escritas en polares quedan: { \
y=rsenf=1 — r=1/senf, x>+y>=2y, r’=2rsenf — r=2senb . L ;
37/4 p2sen @ 3n/4 ~ "
/ / VZSZ"H dr do =/ (2sen?6—1)db = — 32/4 cos20do=1.
n/ 1/sen 6 r /4 i

Las cuentas se complican mucho si se intentan hacer de cualquiera de las dos formas en cartesianas:

1 1+V1-x2 1
// —XZ{yzdydx=%/ [1n2+1In (14+VI=22 )+ In(1+2%)] dx = - -
.

V2y—y? 2 Y o 2 /2~
O atn peor: / / dxdy = 2/ [arctan £] 2y dy :/ e dy=---
V2y—y parenx Jq y10 1 vy

Usemos el cambio a polares para hallar un integral impropia de una variable con primitiva no elemental:

Ej 9. Para calcular / / —*dx consideramos la integral doble:
/ / e (x +y2)dxdy / —y/ —x2 dx dy / Je™ y?2 dy= 2 ’_N
0
I da: [ redr dog=2] ) oy _ S
En polares queda: / / re rdf= —[—ie ]O_Z =5

Deducimos ademas, por la paridad del integrando, que / h e dx = \r.

Ademas del areade D, A:ffD dx dy ,y del volumenen D bajo f(x,y)>0, V:ffD f dx dy ,las integrales
dobles tienen otra serie de aplicaciones (las férmulas son andlogas para R®).

La masa de una placa D es M:ffD p(x,y)dxdy,si p(x,y) es su densidad.

El centro de masa de D es el punto (X,y) con x= ﬁ ffD xXp,y= ﬁ //D yp (centroide si p=cte).

Los momentos de inercia respecto a los ejes x e y son: I = [[ y*p . I, = [[, x*p .

Ej 10. Sea D un semicirculo de radio R de densidad directamente proporcional a la distancia al centro
de D . Hallemos su centroide, su centro de gravedad y sus momentos de inercia respecto de los ejes.

Se puede probar que si una ldmina tiene un eje de simetria, su centroide estd en
|c.masa en dicho eje (y si tiene dos, estd en su interseccién). Por tanto, x.=0. La otra
D Pcentroide
- _1 _ 2 TrR 5 _ 2 [r31R_ 4R _
R yc—szDydxdy—mfo o r sen@drd@-m[?]o—g~0.421€.

Para el centro de gravedad hay que incluir la densidad p(r)=kr (simétrica). También x=0.

R — R
Como la masa es M:foﬂfo kr2dr do= ’“g}k , serd y:% /oﬂfo r3sen 6 dr do =;—§ ~048R.

R R b/d e
Los momentos: I =k [[*[" r*sen®0drdf =% [" r*dr ["[1-cos20] d6 = kxR’
Iy=k [ r*cos0drdg = & [* r*dr ["[1+cos20] d6 = £2&

[Los célculos en polares llevan a integrales de sen”f cos™8 . Recordemos que si m o n son impares son mas
sencillas, y que si son pares se usan las igualdades sen’6=(1—cos26)/2, cos’0=(1+cos26)/2 ] .
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Integrales triples. Andlogamente a n=2 se define la ff »f parauna f(x,y,z) acotada en un
paralelepipedo B={[a, b]X[c,d]X[p, q] . Describird un ‘volumen’ de un ‘sélido’ de 4 dimensiones
con ‘base’ B y ‘altura’ en cada punto dada por f(x,y,z). Esta integral se podra calcular también
con integrales iteradas:

q prd pb [o las otras 5 iteradas
f continuaen B = /// f= / / / f(x,y,2)dxdydz intercambiando los
B pJc Ja papelesde x, y, z].

Ej11. Si f(x,y,z)=2yz—x y B=][0,1]x[0,2]x[0, 3] es:

//Bf=/01/02/03 (ZyZ—x)dzdydxz/ol/Oz (9y-3x) dydx = [ (18—6x) dx = 15.

O podemos hacerlo, por ejemplo, con este otro orden de integracion:

//Bf=/03/02/01 (2yz—x)dxdydz=/03/02 (2yz-1)dydz = [ (4z=1)dz = 15.

También podemos integrar sobre recintos V c R? mds generales. z =qbey)
Si V={(xy2ra<x<b,c(x) <y<dx),ply) <z<qxy}, _J_ - ’/>
siendo continuas c,d en [a,b] y p,q en D= {(x, y):a<x<b,c(x)< b

y<d(x)},

. . b pd(x) pa(x.y)
ysi f escontinuaenV = /// f :/ / / f(x,y,z)dzdydx. z=p(xy)
v a Je(x) JIp(x,y) y

Anélogas férmulas se obtienen variando los papeles de x, y, z, ; -
y muchos recintos que aparecen son de algunos de esos tipos. b / 7 y=dx)

X

Cuando f=1, laintegral f/ v dx dy dz describe el volumen de V.

Lo maés dificil de las integrales triples es dibujar las graficas o al menos hacerse una idea de ellas para saber
cudles de las funciones que definen los recintos son mayores o menores.

Ej 12. Calculemos /// x dx dy dz, con V regién acotada por los planos
x=0, y=0, z=0, x=1, , X+y+z=2.

En el cuadrado [0, 1]%[0, 1] del plano xy esta z=2—x—y por encima de z=0.

///dexdydz =/1/1/2—x—yx dzdy dx :/1/1 (xmx?mry) dydi
/0 (2x—x*-x[% ] ) dx / (B-x?)dx=3-1=3

O un poquito més corto si cambiamos el orden de dx y dy - El primer paso es igual, y luego:

1 1
/0/0 (2x—x2—xy)dxdy=/0 1—-—-)’)51}’ zlt:%'

j 13. Hallemos con f(x,y,z)=xyz, V tetraedrode vértices (0, 0,0), (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) .
Ej13. Hall ( ) dro de vértices (0, 0,0), (1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)
\%

El plano que pasa por los 3 dltimos puntos es x+y+z=1 y la base estd
limitada por los ejes y por x+y=1. Por tanto:

1 pl-x pl-x-y 1 l_xx (1—x— )2
///f=// / xyzdzdydxz// 2N 5 X dy dx
% 0 Jo 0 0 Jo

1 1
_ x(1=x)* | x(lx)*  x(1=x)* _ x(1x)* 1
—/0[ 7 tT% "3 ]dX—/O 74X = 35 -

Ej 14. Calcular/// e%dx dydz, con V sélido limitado por x=0, x=1, 2|
y=0, y=1, z=0 y la superficie z=2—x> 7=
En [0,1]x[0, 1] es z=2—x mayor que z=0 (no se necesita el dibujo). P
2-x2 /////
/// /// xe*dzdydx // 2—1]dydx L y
/ [xezx—x] dx——%[ 2-x 4 x2 ]0—%(ez—e—1). <
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Con hipétesis andlogas a las del plano se tiene la férmula para los cambios de variable:

Sea g: (u,v,w) — (x(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) de C!,inyectivaen V*, g(V*=V
y f integrable = // f(x,y,2)dxdydz =/// f(glu,v,w)) |%
v Ve v

[Vale aunque g no sea inyectiva un niimero finito de puntos, curvas o superficies].

dudvdw.

En particular, los mds interesantes son los cambios a cilindricas y esféricas. Definamos cada una
de estas coordenadas y familiaricémonos con ellas antes de hacer integrales.

Cilindricas:

y=rsen@ |. Darlascilindricas de un (x,y,z) es trivial parala z,y se
> < — . P
r20,0<6<2r | (7=¢ tiene ademds que r=+x>+y?, tanf=2

{ x=rcosf O sea, las polares del plano xy junto con la coordenada z.
<

rcos@ rsen6 0
—rsen@ rcosd 0

=[r],y, por tanto:
0 0 1

0(x,y,2) _

El jacobiano es IGCEIR

//v fx,y,z)dxdydz :///V*rf(rcose,rsene,z)drd@dz

(Qué conjuntos del espacio son sencillos en cilindricas? Los
puntos »=C forman un cilindro, y los §=C y z=C planos
(vertical y horizontal). Un paralelepipedo V* se convierte en un V como el de la derecha.

Ej 15. Calcular la integral de la funcién f(x,y,z)=ze* " sobre el cilindro x2+y><4, 2<z<3.

24y2 _32”2 r2 _ 94 1212 _ 5 4
///vzex*y dxdydz—/Z/O / rze drdfdz=%%-2n- [z | = (e -1). 3“

© }acobiano

Lo mismo que integrar en z y hacer luego el cambio a polares. En cartesianas no se puede
L 2, .2 2,2
hacer porque aparecen primitivas no calculables: f eX Y dx o f e dy. A2

2,2

Esféricas: x=psenfcos¢ | Como pr=r’+z%,es p=xlryl+Z =ri+z2.
r>0,0<0<n |4 y=psenfsend |. Ademds: tanf==L tangb:% [mirando cuadrante].

z
0<¢<2nm z=pcosd [A veces se suelen cambiar los nombresde ¢ y 6,

pero usaremos la notacién de los libros de fisica].

senfcos¢ pcosfcos¢ —psendsend
O(x,y.2) _

St R LY —_ 2 2
30p.0.) — senfsen¢ pcosfsend psenfcos¢ |= p~cos“fsend
cos 6 —psend 0

cos ¢ —sen ¢
sen¢ cos ¢

cos ¢ —sen ¢
sen¢ cos ¢

+p?sen’d

=|p?sen@| es el jacobiano y por tanto:

[/ f(x,y,2)dxdydz :// p*send f(psenfcosp, psenbsend, pcosb)dpdldp
\%4 v

En esféricas, p=C describe una superficie esférica, Z|$=cte (plano)
¢ =C es un plano y 6 =C una superficie conica. —
Un recinto simple V en esféricas es, por tanto, el

dibujado a la derecha. [El més sencillo de todos, desde 6=cte (cono)
luego, es la propia esfera que tantas veces aparece].

=cte
(esfera)

Ej 16. Escribamos el punto de coordenadas cartesianas (— 1,1, -V6 ) en los otros dos sistemas.

r=V1+1=V2. tanf=-1 y 2° cuadrante — 0:%” [no es, por tanto, f=arctan(~1)=—7 |.

Las coordenadas cilindricas (polares mds la z) del punto son, pues: (r,8,z)= ( 2, 37”, —\/6) .

AT 2€ = _ N2 _ 1 _5nx _ St 3nx [¢ esla 6 de
p= [+1+6 =2V2. tanG_T@_—\—@, 6_?' (p,9,¢)—(2\/§,7,7). las cilindricas].

En los siguientes ejemplos se ve que muchas veces las cartesianas no son las coordenadas mds adecuadas para
calcular integrales (si lo eran en los ejemplos de la pdgina anterior). En el primero, lo més corto serdn las
cilindricas (o polares) y en el segundo, integrando sobre esfera, lo seran las esféricas.
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Ej 17. Hallemos el volumen que encierran el cono z =+/x2+y? y el plano z=0
sobre el cuadrado R = [0, 1]x[0, 1].

Podriamos hallarlo mediante integrales dobles o triples, utilizando las
coordenadas adecuadas en cada caso. Vamos a hacer /f v dxdydz. 2

En cartesianas es fécil el recinto, pero son dificiles las integrales: ¢ | V

trt xiey? Ll ordenador, tablas o X
= 2.2 _ b
/0/0/0 dzdxdy —/0/0 \/):dxdy—[ iy —xtu ]
1
=%/0 [V1+y2 = y*Iny +y*In(1+/1+y2)] dy = -

1
cos 6’

4p1/cos 6 4 4 IN2
> s e W2 drdo =2 a0 _ o [esoan _ 2 [TV _au
0 0 3 0 cos? 6 3 0 cos*0  ,_ceng 3 0 (1-u?)?

= Hlog 22|~ kot ] = AVZ +1n (1442)].

T+u " 1-u
/4 p /2 p1/cos O sen ¢ /4 p /2 /4
28 o 2 _2 dod¢  _2 d¢  como
Esféricas: %/; /7r/4L p~senddp df d¢_3_/0' /n/4 sen290053¢_3/0 cos’¢  antes

Ej 18. Calculemos el volumen de la esfera unidad. En esféricas:

2npl pm
volz/ // pzsenﬂdﬁdpdxﬁ:2ﬂ[—0050]g[%p3]é:47”.
0 JoJo

En cilindricas (o polares en la segunda integral): x=1 — r= cono y recinto simétricos,

En cilindricas por dos caminos (mds largo):

z
Volz/// rdrdzd9=27r/ 1_21 =4T”.

-1

2n 1
vol /// rdzdrd0:27r/ 2rV1—r2dr:4T”.
V1-r2 0

Las cartesianas son las coordenadas menos adecuadas aqui: Z=VIx*y
vol = // / dz dxdy = 8// \H —x2—y2 dx dy

= [camblo x=+v1-y? sent | —8/ Z0- —y?) dy :%

Aplicaciones fisicas similares a las vistas para las integrales dobles son:
Masa de un s6lido V es M fov D(x,y,z)dxdydz,si D(x,y,z) essudensidad.
Centro de masade V es (x,y,Z) con )_c:ﬁffvxD, y:ﬁ//v yD, Z=ﬁ//v zD.
Momento de inercia respecto al eje z: .= [[f,, (x*+y?) D (andlogos los otros).

Ej 19. Hallemos la posicién del centro de masa de una semiesfera sélida homogénea.

Por simetrfa, serd X =y = 0. Volumen=27R>. [Masa=2xR>D, D constante]. ®

_ 27 /2, R s1R[ 5 72 N N
__3 3 _31|pe o _3R _
—WA A ‘/0 P SCHGCOSded9d¢ —E[T]O [%]0 —?—0.37513.

[El recinto pedia a gritos utilizar las coordenadas esféricas].
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2.2 Integrales de linea

Una funcién vectorial era ¢ : [a,b] — R", ¢(¢) = (x1(¢), ..., x,(2)),
cuya gréfica es una curva C en R" y era ¢'(z) = (x{(?),...,x;(1))
el vector tangente a la curva. Llamaremos a ¢ también trayectoria o
camino en R". Es ¢ camino C! sies continuay ¢’ existe y es continua
Vte(a,b) yes Clatrozossi C escontinuay [a,b] se puede dividir
en un nimero finito de subintervalos siendo C' en cada uno de ellos.

Ejl c: [O, %] — R? con c(f)=(2cost,2sent) esuna trayectoria C' pues Ye(n/2)
¢/(t)=(-2sent,2cost) existe Vi€ (0, 5).
¢.:[0,2] — R? con ¢.(t)=(,V4-12), ¢/(t)=(1,~1(4-1*)71/2)

es otro camino C', que describe esa misma curva (en sentido opuesto). (0 m
Se dice que ¢ y c. son dos parametrizaciones de la misma curva C .

[Las dos curvas describen ese cuadrante de la circunferencia x2+y2 =4, pues en ambos casos se cumple que
4cos?t+4sen®t=4, r2+(4—r2)=4. Es mejor, en general, usar cosenos y senos al parametrizar circunferencias
para que no aparezcan raices que son mds dificiles de integrar].

Hay dos tipos de integrales de linea: de campos escalares y de campos vectoriales. Comencemos con:

Integrales de campos escalares a lo largo de curvas:

Sea ¢(t): [a,b] —»R" camino C'ysea f uncampo escalaren R" tal que f (c(2)) es continua
en [a,b].Laintegral de f sobre ¢ (o alo largo de c) se define:

[ras=["rlew) e wlar.

Si ¢ es C' atrozos o f(c(t)) continua a trozos, se se descompone [a, b] en intervalos sobre
los que f(c(?)) || c’(r)]| seacontinuay serd /c f ds la suma de las integrales sobre cada uno.

Ej 1% Si f(x,y)=xy y ¢, c. son los de arriba, las integrales a lo largo de los dos caminos son:

/2 b}
lle’|| = V4 sent +4 cos?t =2, /f ds =/ 16 cos sen’t dt = 18 sen3t]g/ =1
c 0

’ 2 2
lell=yl4 s =g [ Fds=[" 1 (=) e dr = -3@-2pP] = 2.

No es casualidad que ambas integrales coincidan. Se prueba que:

Teor 1. | Si ¢ y ¢, describen la misma curva C, entonces fc fds= fc fds= fC fds.

Como la integral de linea de una f escalar no depende de la parametrizacion, sélo de la curva,
es licita la notacion /c f ds (integral de f sobre C) en la que la funcién ¢ no aparece.

La raiz de la norma hace que el cdlculo de estas integrales sea (salvo para curvas sencillas) complicado y no
es extrafio que aparecezcan integrales no calculables. [En las de campos vectoriales no ocurrird esto]. Ademas
de las circunferencias, también suelen ser faciles estas integrales sobre segmentos:
Ej 2. Calculemos la integral de la f(x, y)=xy” ahora sobre el segmento que une (0,2) y (2,0).
Podemos parametrizarlo utilizando que pertenece a la recta y=2—x:
c(x)=(x,2-x), x€[0,2]. l@II=lI(1,-DII=V2 —
2
/f ds =/ V2x(2-x)2dx =V2 [2x2—§x3+%x4](2)= %
c 0
O también con la expresion para los segmentos que ya vimos en 1.1:
c.(1)=(0,2)+1(2,-2)=(2t,2-2¢), t€[0,1]. [Mismo sentido, doble velocidad].

1
e (O)1=2V2 — [ fds=16V2 [ t(1-1)2dt=16V2 [12=23+114]! =42 . [Debia salir lo mismo].
2 3 4 0 3
Cs 0

IS
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Interpretemos estas integrales. Sea primero f=1. Si pensamos que ¢(¢) describe una particula, al
ser ||c’(¢)]| la velocidad escalar en el instante ¢, parece claro que ds=|| ¢’(¢)|| dt (‘diferencial de
arco’) representa la distancia recorrida en un ‘diferencial de tiempo dt’ y por tanto:

L= fc ds = fu b || ¢’(#)]| dt representa la longitud de la curva C definida por c.

Veamos la forma que adopta la longitud de la gréifica de una funcién y = f(x) en VY y=A(x)
un intervalo [a,b]. Una parametrizacion clara de estas curvas es ¢(x) = (x, f(x)), r\’.
x€la,b].Y como ¢’'(x)=(1, f'(x)) , la longitud pasa a ser : :

L / NI+ (f (x)) [Camblando los papeles seria similar para x= f(y)]

Ej 3. Calculemos la longitud de la curva descrita por la funcién vectorial ¢(r) = (22, %), t€[0,1].

1
c(1)=(41,3?) = L :/ tV16+9¢2 dt 2%(16+9t2)3/2](1) =8l ~2.26. P
0

1

O con otra parametrizacion de la misma curva, usando que es y= (1)3/ g

(x,(2)%2), xe[02] = L / 1+9x l/zdx_64(1+9x 3/2]O = 125 ~1]. 3

Insistimos en que estas integrales se suelen complicar. Por ejemplo para y=x? sale una de calculo largo, y
para y=x> aparece ya una no calculable que se debe aproximar con ordenador. Hay pocos ejemplos sencillos
como el anterior. Si es facil dar la longitud de segmentos o circunferencias, pero eso no exige integrales.

Si f escualquier campo con f(c(t)) =0 Vt€|[a, b], fc fds z L Ja(0(0)
representa para n=2 el area de la valla de altura f(x,y) en

cada (x,y) delacurva C, puesun ‘diferencial de valla’ tiene ’

por drea f(c(r)) ds = f(e()) [ (1)l dz. V=G 0.3(0) —>

Si f toma valores positivos y negativos sobre la curva, la integral puede perfectamente salir negativa. Eso
significaria que drea de la valla que estuviese ‘bajo el suelo’ seria mayor que la que estd por encima.

0,1-¢t),te]0,1]
(t-1,0), t€[1,2]

Tenemos que hacer una integral sobre cada segmento y sumar el resultado.
Sobre el vertical, f(¢i(2))=t-1, [[c{(H)]=[[(0,-D]=1 —

/fds /(r—l)dt lol==L
Sobre el otro, f(ea(1)=t—1, llej(1)lI=1I(1,0)[=1, /fds _/] (t-lydr=1.

(es C! a trozos).

Ej 4. Hallemos la integral de f(x,y)=x—y sobre la curva c(z)= {

La integral total es, por tanto: / fds / / + 2 =0.

[El 4rea de la valla positiva sobre el eje de las x se cancela
con el drea de la valla negativa sobre el eje de las y].

Otra interpretacion para n=2 o n=3 de las integrales de linea de campos escalares es la siguiente:
si ¢(z) describe un alambre (en el plano o en el espacio) con una densidad variable dada por p(x),
la masa del alambre serd M = /c pds.

Y también da el valor medio de una funcién f sobrelacurva C: f = % fc fds.

Un ejemplo de longitud y otras integrales calculables exactamente en el espacio:

Ej 5. Sea el alambre en forma de hélice: ¢(f)=(cost,sent,t), t€[0,2x],
y de densidad variable p(x,y,z)=x>+y?+z>.
Como || ¢’||=V2, sulongitud es L =f027r\/§ dt =27V2 ~89.
Su masa es M:\/Ef(fﬂ(coszt+sen2t+t2) dr =\2 (27T+§ ) ~ 125.8.

[Y su densidad media es, por tanto: 1+§7T2 ~ 14 2]
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Definamos ahora el otro tipo de integrales (que aparecen mds a menudo en fisica):

Integrales de linea de campos vectoriales:

Sea ¢(t): [a,b] — R"de C' ysea f : R" — R" campo vectorial continuo sobre la grifica de c.
b
Entonces la integral de linea del campo f alo largo de ¢ se define /f-ds =/ f(c(r)) (1) dt.
c a

Si f(e(t)) - ¢’(¢) es s6lo continua a trozos, dividimos el intervalo y sumamos la integrales.

Sic()£0vry T(1)= % es el vector tangente unitario: £((c(0)

A f-a’s=/ab [£(c(1) - T’ (D) dt = [, £-Tds, X(0)

y se puede ver esta integral de linea como la integral del campo escalar f-T,
componente tangencial de f en la direccién de c¢. Por tanto: |

/ f - ds es el trabajo realizado por un campo de fuerzas f sobre la particula que recorre c¢.
c

Demos otra notacién (la damos para el plano). Si ¢(r) = (x(), y(2)), £(x,y)=(f(x,y),g(x,y)):
L f-ds =fab [f(x(0), (@) x" (1) + g (x(2), y(1) y' ()] di = | [. f(x,y)dx+g(x,y)dy

[La notacién es similar para n>2. jCuidado!, pese a su aspecto sigue siendo integral de linea].

Ej 6. Calculemos varias integrales del linea del campo f(x, y) = (xz, 2y+x) sobre distintos caminos:
ci(t) = (1,1), t€[0,1], e(t) = (4%,41%), 1€[0,1], e3(t) = (1-1,1-1), t€[0,1]
[describen la misma curva, la tercera en sentido contrario]. y
1 1
S frds=[ (%30 (1, 1) di = [ (P+30)di = 3+3 = .

1/2 4 ) 1/2 5 3 1 Cs C4
c2f-ds=/0 (1624,121%) - (8¢t,8t) dr =16 [~ (87 +61%) dt = ¢, i
S Brds = [ (1=02,3(1=0)) - (=1, =1 dr = [ (~4+51+1>) dr = =1L i
t,0), te[0,1 1 2
c4(t)={gl’t)_l),€t[e[l]’2] o feds= [ (R0 (LO)dr+ [2(220-1) - (0.1 di = 142 = 1.
_[(0,1), te[0,1] ol 2 _ 1 _ 4
es() = {1 SN [t ds = [ 02000 dr+ [T (=12 140)- (1,0 dr = 144 = 4.

[La integral parece depender sé6lo de la curva y del sentido en que se recorre. Incluso para algunos campos no
dependerad siquiera de la curva, sélo del punto inicial y del punto final].

Ej 7. Hallemos la integrales para los mismos ck de arriba, pero ahora para el campo g(x, y) = (y,x—4y):
(g ds=)(t,-30) (1,1)dr == [ 2t dr = -1,
[ g-ds = P42 -1282) - (81,80) di = — [ 16 dr = 1,
[ g-ds = [ ((1=1),=3(1=1)) - (=1, =1)dt = [} 2(1=1)dr = 1. [Unica distintal.
(g ds = [ (0,0) - (1,0)dr + [ (t=1,5-41) - (0, 1) di = [7 (5-41) di = -1
(g ds = [ (1,=41) - (0, 1) di + [7(1,1=5) - (1,0)dr = — [} 4t di + 1= 1.

+
(SII[S)
Il

=

Ej8. Si c(t)=(1,1%,1), 1€[0,1] es [, zxzdx+xydy+y3dz=fol (2 1+132t+15:0)dr = 1

—
W

Ej 9. Hallemos el trabajo realizado por una fuerza constante f=d al recorrer una particula una trayectoria
r(1)=(x(7), y(t),z(r)) que une dos puntos del espacio a=r(a) y b=r(b):

fd-ds=[7(di,dods)- (< (1),y' (1), 2/ (1)) di

=d(x(b)~x(a)) + da(y(b)~y(a)) + d3(z(b) ~z(a))
=d- (r(b)-r(a))=d- (b—a), independiente de r.

Si consideramos ¢(t)=r(a+b—t), t€[a, b], que recorre la misma curva en

sentido opuesto, el trabajo es fc d-ds =fab(d1, dy, d3)-(=x'(t),—y’'(1),-z'(t)) dt =—d -(b-a).
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Veamos qué sucede en general con las integrales de campos vectoriales al cambiar la parametrizacion.
Se prueba que no cambia el valor absoluto, pero si, quizds, el signo:

Si ¢ y c. describen la misma curva C, entonces segin ¢ y ¢, lo hagan en el
mismo sentido o en el opuesto se tiene, respectivamente:

/f-ds=/f-ds, obien/f-ds=—/f-ds

Como la integral de linea de un campo vectorial s6lo depende de la curva C y el sentido en que
se recorre (y la un campo escalar s6lo de C ), podemos elegir las ¢ mas sencillas para calcularlas.

Teor 2.

Ej 10. Tiene un sentido preciso hablar de la integral de f(x, y)=(y,0) alo largo
de la circunferencia unidad recorrida en el sentido de las agujas del reloj.

[Las integrales sobre curvas cerradas suelen representarse con el simbolo f ]
Podemos elegir ¢(t)=(cost,—sent),t€[0,2n] (o [-m,x],0...), c
L 1 [ 2n .
}{f’ ds —fo (—sent,0)-(—sent,—cost) dt = ifo (I—cos2t)dt =n.
Con cualquier parametrizacién que proporcionase el mismo sentido se llegaria a lo mismo.
[En cartesianas habrfa que usar dos caminos: (x, VI-x2),xe[-1,1] y (x,-V1-x2),xe[1,~1] ]

Ej 11. Calculemos la integral de linea del campo vectorial g(x,y,z)=(z, e”, xy) desde (1,0,0) hasta
(1,2,3) alo largo del segmento que une los puntos.

Hay muchas formas de parametrizar un segmento en el espacio. Para este, para el z

que se tiene x=1 constante, una ¢ salta a la vista: c¢(¢)=(1,2t,3¢t), t€[0,1]. 3
Esta misma parametrizacion es la que nos darfa la expresioén general vistaen 1.1:
c(t)=p+(q—p)t, t€[0,1] [si =0 estamosen p ysi t=1 en q].

Otra distinta, observando el dibujo de la derecha, es: ¢.(y)=(1, y, % y), y€[0,2].
Calculemos ya la integral pedida con ambas parametrizaciones (debe salir lo mismo):

1 1
/g-ds:/ (3[,62’,2t)~(0,2,3)dt:/ (2e2 + 61) dt = e2+2.
c 0 0

2 2
/cg-a?s=/O (%y,ey,y)~(0,1,%)a’y:/0 (e+3y) dy = e?+2.

Integrales de gradientes. Generalizamos la férmula de R: /a b g'(x)dx=g(b)—g(a).

Sea U : R"— R un campo escalar C'y ¢: [a,b] — R" camino C! a trozos.

Teor 3. Entonces: [, VU-ds = U(e(b)) - U(c(a)) .

Si ceC! (si no, dividimos), [” VU(e(1)- /(1) dt = [ (Uo ¢)' (1) dt = U(e(b))~U(e(a)) .

Por tanto, la integral de linea de un gradiente no depende del camino, sélo b
del punto inicial y final. Si identificamos un campo como un gradiente, la

integral es muy sencilla. Cuando ¢(a)= ¢(b), ¢ describe una curva cerrada e 2

fc VU- ds = 0: la integral de linea de un gradiente a lo largo de cualquier curva cerradaes 0.

Siun campo vectorial f es gradiente de alguna funcién U, a U se le llama
funcién potencial para f,y el campo f se dice conservativo.

(Como saber si f es conservativo? Condiciones necesarias sencillas para n=2 y n=3 son:

Si f(x,y)=(f(x,y),g(x,y)) de C!es conservativo = f, = gx.

Teor 4. Si f(x,y,2)=(f(x,y,2),8(x,¥,2), h(x,y,z)) de C'esconservativo = rotf=0.

Si (f,g)=(Ux,Uy,)=VU, con Ue C?, debe ser fy=gx, pues, como sabemos, Uy, = Uy .
Y lo mismo para n=3. Ya vimos en 1.2 que el rotacional de un gradiente siempre era 0.

Pidiendo muy poco més las implicaciones opuestas se cumplen (aunque es dificil de demostrar):

Teor 5. | Si f es C! en todo R? [R3] Yy [y=8x [rotf = 0] = f es conservativo.

[De hecho basta con que sea C en lo que se llama un ‘conjunto simplemente conexo’ (sin ‘agujeros’)].
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Si las derivadas cruzadas no coinciden, no puede f ser gradiente. Si son iguales, muchas veces es
sencillo hallar una U tal que VU= f [aunque la implicacion < haya veces que no se cumple].

Ej 12. Sea f(x, y)=(y?, 2xy) . Hallemos la integral entre (0,0) y (1, 1) a lo largo de diferentes curvas:
a) la recta que une los puntos, b) la pardbola y=x?, c) la circunferencia x?+y?=2x.

Posibles parametrizaciones: a) ¢, =(t,7), b) cp,=(t, 2), ¢) Cc= (t, 2t—12 ) ,con t€[0,1] todas.

Las integrales en cada caso son:

@) [ (12,202 - (1, 1) di= [ 3Pdi=1, ¢

b) o (4,26%) - (1,21) di= [} Se*di=1,

1
2 _2). 1t —Yar 22y g
c)A (2t—12,2t0N2t—12) (l,m)dt—/o (4t-31%) dr=1.

Pero como %(yz) =2y = ﬁ%(ny) y feC! sabemos por teorema 5 que f es conservativo.

Y es facil en este caso hallar una U :

Si U,=y?, debe ser U= xy>+p(y) para alguna funcién p ;
. 5 L = U(x,y)=xy“.
Si Uy =2xy, debe ser U= xy“+q(x) para alguna funcién ¢

Por tanto, las parametrizaciones y célculos de integrales de arriba han sido intitiles, puesto que la
integral a lo largo de cualquier trayectoria debia valer U(1,1) - U(0,0)=1-0=1.

[El campo (y, 0) del ejemplo 10 no era conservativo. No podia serlo desde que vimos que
su integral sobre un camino cerrado era no nula. Pero también lo asegura f,=1 # 0=g, ]
Ej 13. Hallemos la integral de f(x, y)= ( ﬁ , x2xTy2) alo largo de x’+y?=1 en sentido antihorario.
Si e(t)=(cost,sent), t€[0,2n], yfc f-ds =f02”(—sent, cost) - (—sent,cost) dt=2nm.

y2-x2

No puede haber un potencial C! que contenga la curva, pese a ser fy=gx= [EarE

Como se ve en el ejemplo anterior, no basta la igualdad de las derivadas cruzadas para ser conservativo.
Es necesario ademds que la f sea ‘buena’ [y esta f noera C' en (0,0) ]
Y ahora un ejemplo de campo conservativo en el espacio:

Ej 14. Calculemos la integral de linea del campo vectorial f(x,y,z)=(4x,3z—-2y,3y) desde (1,0,0)
hasta (1,2,3) alo largo del segmento que une los puntos.

Como en el ejemplo 11 ya parametrizamos el segmento, podemos hallar la integral directamente:
e()=(1,26,31), 1€[0,1] = [ £-ds=[' (1,5,61)-(0,2,3)dr = [ 281dr = 147*]) = 14.
i j Kk
9ox 8oy 9oz
4x 3z-2y 3y

Pero para este campo es rotf= =(3-3)i+(0-0)j+ (0-0)k=0.

y ademds f es C! en R3. Existe, por tanto, una funcién potencial U(x, y,z) para el campo f.
Ue=4x — U=2x>+p(y,2)
Debe ser Uy =3z-2y — U=3yz—y*+q(x,2) , U=2x>+3yz—)* =
U,=3 U=3 ,
2=y = yZ+r(x ) [ f-ds=U(1,2,3)-U(1,0,0) = 16-2 = 14.
Este es el valor de la integral sobre cualquier camino que una los puntos, por complicado que sea.
Por ejemplo, hallemos la integral a lo largo de ¢*(¢) = (e"’z, 23, 31%), te[0,1]:
1 1
/ f.ds= / (47,912 —413,61%) - ((1-2t) &', 612, 6t) di = / (2(2-41) €272 49014 ~241%) dt
c* 0 0
= 22721 185~ 45] = 14

[El campo g del ejemplo 11 no era conservativo, por ser rotg=(x, 1-y,0)# 0,
y era necesario utilizar la definicién para calcular la integral pedida] .
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Teoremas de Green y de la divergencia
Veamos dos teoremas que relacionan integrales dobles e integrales de linea sobre curvas cerradas en el plano.

[Se verdn otros similares en el capitulo adicional 5 para integrales de campos en el espacio (estos se pueden
ver como casos particulares de aquellos), tras definir las integrales de superficie].

) curva simple
Una curva simple serd la imagen de una ¢ : [a¢,b] — R, C I'a trozos —
e inyectiva. Si ademads es c¢(a)= c¢(b), se llama curva cerrada simple. simple

Una curva de estas puede recorrerse en dos sentidos opuestos; para indicar GC

. . .. urva cerrada
que se recorre en sentido antihorario indicaremos 55 . I

simple

Teorema de Green:

Sea D cR? limitado por dD curva cerrada simple y el campo f =(f, g) e C'(D) . Entonces:

//D [gx—fy]dxdy:jl{mfdx+gdysjéDf.ds_

[Obsérvese que si f es conservativo, el teorema de Green dice 0= 55 f - ds como debia ser].

Ej 10*. Encontremos, usando Green, el valor n de la integral de f(x, y)=(y,0) sobre
la circunferencia unidad calculado ya en el ejemplo 10.

Como el sentido de recorrido es opuesto al que pide Greeny g,—f,=-1 es:
f t-ds=~[[ (-Ddvdy=[[ drdy=dreadeD=n 1>=1.
oD D D

Ej 15. Comprobemos el teorema para f(x, y)=(y, 2x) en la regién acotada por y=—x> e y=—1.

gx—fy=1 (por tanto la ffD medird el drea de la region y debe ser positiva). -1 1
2
La integral doble: [], [gv—fyldxdy = [\ [T dydx= [ (1-x>) dx=%. s \!
La frontera dD estd formada por dos curvas: >
-1
e1()= (0%, xe[1-1], e@)=(x-1), xe[-1,1] - ©

f.ds =/_1(—x2,2x)-(1,—2x) dx+[(—1,2x)-(1,0) dx=[\52dx+ [ (- ax=1.

oD

Ej 16. Hallemos }i Dexseny dx+e**cos y dy siendo D el rectangulo [0,2] x[0,7]. y /
o . .. (£,1/2)
La 0D esta constituida ahora por 4 curvas (segmentos sencillos) distintas: 2 -
2 72 2 72 0.0
/ (0-1+0) dr +/ (0+¢* cost - 1) dt—/ (¢! -1+0) dt —/ (O+cost-1)dr @
0 0 0 0 — -
4 /2 12 2 4 9 €0~ 2
=e*[-sent| ;"= [e'],— [sent]|,"" =e-e

Utilizando Green los cdlculos son bastante mds cortos: g, — f, =2 e?* cosy—e*cosy,
/2 p2 2
/ (2e** —e*) cos y dx dy= [sen y]g/2 [e—e*],=e*-e?.
0 0
Las integrales de linea normalmente son de peor cdlculo que las dobles (como en los ejemplos anteriores),

con lo que Green se usa mds para hacer las segundas en vez de las primeras. Pero en casos excepcionales no
es asi, como en el ejemplo siguiente, en la que calculamos un drea:

Ej 17. Calculemos el rea encerrada por la ‘hipocicloide’ x*/3+ y?/3= /3.
Como para el campo f(x,y)=(-y,x) es g«—fy=2, un drea se puede poner:

A =//D dx dy = % ﬁBD f - ds. En este caso particular:

c(0)=(acos’0,asen’d), 0€[0,2x] es una posible parametrizacién de oD .

A=14 fozn (—asen’6, acos®)-(—3acos®d sen @, 3a sen’6 cos 0) db
= %a2f02” sen’6 cos26 df = %czzf()27r sen?26 d = %a%zn [1—cos40] do = %ﬂaz .

[Calcular directamente A =4/ (a?/3 - X332 4 es dificil].
0
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Del teorema de Green se deduce facilmente ¢l teorema de la divergencia en el plano

Sean D cR? limitado por D curva cerrada simple, f : D — R? campo vectorial C'

y n el vector normal unitario exterior a D . Entonces / divf dx dy f-nds.
D oD

Si D viene dada por ¢(#)=(x(¢), y(1)), la normal es n=%- o, y)
Si £=(£.8), $,p £-nds = [7[£(x(1), y()) ¥ (1) = g(x (1), y(1)) x' (1) dt . .

G
= fop [dy=gdx "= [, (fi+gy) dudy.
[Imaginemos una curva cerrada C sobre la superficie de un fluido y sea

—
nF F =fv,donde f esladensidad del fluidoy v su velocidad. Entonces
T n % F - n ds mide el ritmo con el que el fluido entra o sale de D .
C

Si la cantidad de fluido en D disminuye (aumenta) serd 9§c <0 ( 9§c >0). La integral coincide
con ffD div F. Por tanto, la divF describe la tendencia del fluido a acumularse o dispersarse].

Ej 18. Comprobemos este teorema para f(x,y)=(7,y>—1) en el semicirculo <3, 0<0<n
dive =2y, // 2y dxdy = [} 2r2sen6.dr do = 36.
D

B (€5 c(x):(x,()),xe[—3,3],n:(o,—l),/(1—y2)ds=jf3dx=6.
Cy
|le’(#)||=3. Como n=(cost,sent), e

<

Para C,,si ¢(t)=(3cost,3sent),te[0,x],
/ f-nds=3 /0” (7 cost+9 sen’t—sent)dt=30.
C
Ej 19. Comprobemos los teoremas de Green y de la divergencia para el campo f(x, y) (x X y) y el
(1,2)

recinto D del primer cuadrante acotada por y=2x e y=x
y
2 16 y=2x 5
3 - n, y=x

2p0x 2 G
Green: // [gx—fyl dxdy =// 2xy dy dx:/ (4x3—x>) dx = [x4—x—]
D 0Jx2 0 610 (1.20)

Posibles parametrizaciones de los dos tramos de 0D : c
2 1

c1(x)=(x,x?), x€[0,2], ¢ =(1,2x), f(c))=(x3x%
2 (x)=(x,20), x€[2,0], &;=(1,2), f(e)=(x*,26%) e,

2 2
f-ds=[ (4200 dr = [“(4drd)dv = F-20= 10

Divergencia: divf=4x%. mj=32l n, = (220 / / 4x% dy dx / (8x3—4x2) dx = 22
32

f n ds /(x3x4) <2x l)\/1+4162dx /0(x3,2x3)~%‘/§dx=/0 xtde=3%.

oD
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3. Ecuaciones diferenciales ordinarias
3.1 Algunas EDOs de primer orden resolubles

Una ecuacién diferencial ordinaria o EDO es una ecuacién en la que aparecen derivadas de una
funcién incégnita de una variable y se llama orden de la ecuacién al orden de la derivada mds alta
entre las que aparecen. Por tanto:

.z . . . . . d
Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es de la forma: % =f(x,y)].

[Aunque no se suele escribir y(x), no se olvide que y es funcién de x .
Y, aunque usamos ahora esa notacion, otras veces serd x(t), T(t), ...].

Buscamos sus soluciones: las funciones derivables y(x) que convierten la ecuacién en una identidad.

Consideremos la sencilla ecuaciéon y’ = -2y . Es inmediato comprobar que la cumplen las funciones de la
forma y=Ce™>* para cualquier constante C . A esta expresién (que incluye todas las soluciones) se le llama
solucién general y siempre tendrd una constante arbitraria (en las EDOs de primer orden).

Para aislar una tinica solucién se debe imponer un dato inicial. Por ejemplo, si exigimos que sea y(0)=7, la
tinica solucién que cumple la ecuacién y ese dato es y=7e™>* .

Para mayoria de las EDOs no se puede calcular la solucién. E incluso hay otras que no tienen solucién o tienen
mads de una cumpliendo un dato inicial, pero esto es raro segin el ‘teorema de existencia y unicidad [TEU]’:

f, fy continuas en un entorno de (a, b) = existe solucién tnica de % =f(x,y) con y(a)=b.

Citemos algunos casos de EDOs de primer orden resolubles (hay pocos més).

Las ecuaciones separables son de la forma: % Sy ACI N / g(y)dy = f p(x)dx+C.

[Si podemos hallar las primitivas y despejar la y obtendriamos asi la solucién explicita y(x) ].

Pasan a ser separables: %:f(%) con el cambio z=2 . %:f(ax+by) con z=ax+by .

[Por ejemplo, con la primera se obtiene: y=xz, xz’+z=f(z), Z—i = f(2)=z 7 é?ix =f‘i—x+C ]

Se dice homogénea cuando f(x)=0
y no homogénea cuando f(x)#0.

La ecuacion lineal es: % =a(x)y+f(x)]|.

La solucién general de la homogénea y’=a(x)y es |y=C efalndx |

[Fécil de deducir, por ser ecuacién separable: dey =lny :fa +C*, y= efa+c*: C efa ,
pero mejor es utilizar la férmula cuando sea lineal para no repetir este proceso de célculo] .

£ . _ a(x)dx a(x)dx [ .—[a(x)dx férmula de variacion
La de la no homogénea es: | y=C ef + ef f e J f(x)dx [ de las constantes fve |-

Esta solucion tiene la forma de solucién general de la homogénea mas una solucién particular
yp delano homogénea y bastantes veces la y,, se puede encontrar por tanteo, en vez de integrar.

Tanto las lineales homogéneas como las no homogéneas aparecen muchas veces resolviendo
ecuaciones en derivadas parciales. Estas importantes férmulas se usaran a menudo en el curso.

Una ecuacién es exacta cuando escrita en la forma | M (x, y)+N (x, y)j—)yc =0| es |[My,=N, | en R2.

M=U,

Caso de serlo, su solucién es: | U(x,y)=C con N=U
=Uy

[Unas veces y se podrd despejar y otras no].

[Pues las funciones y(x) definidas por U(x, y(x))=C, segin la regla de la cadena, satisfacen:
d d
LU () = U +U, 2 = M(x,3)+N(x, ) 2 =0].

[La U se halla, desde luego, como se calculaban los campos conservativos en el capitulo 2].
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Ej 1. Hallemos la solucién general de =3-y

y la (inica) solucion con | y(0)=3|.

Siempre que sea lineal, lo mejor es utilizar las férmulas. Y para utilizar la fve empezamos siempre,

porque aparece 3 veces, calculando e/a®) dx = =% Yendo a la formula:

y=Ce*+e™* f 3e*dx = Ce ™™+ 3, que es, por tanto, la solucién general de la ecuacidn.
Aunque la solucion particular y, =3 era clara (0=3-3, las soluciones constantes saltan a la vista)
y nos hubiera bastado hallar la de 1a homogénea y sumarle el 3, ahorrdndonos una integral.
Imponiendo el dato inicial a esta solucién aislamos la pedida: y(0)=C+3=3 — C=0, y=3.
Pero la ecuacion se podia haber visto también como separable:

Y = _In(3-y)=x+C — y =3—eCe*=3-Ce™™ (como antes, con otra C arbitraria).

3 -y
[Lo habitual es ir llamando a las constantes arbitrarias C , aunque sean distintas: e€ pasé a ser C .
Observemos que sin el dltimo paso e parecerfa no haber solucién con el dato: 3=3—-eC, e€=01! ]

Ej 2. Calculemos la solucién de la ecuacién T'(¢) de {

T =2T
T(1)=5

(practicando con otras letras).

Es claramente una lineal homogénea: T=Ce

dy _

2y
dx — ?+3

Ej 3. Hallemos la solucién de la lineal

Siempre en las lineales empezamos calculando: efa=¢

f2rde _ ¢

e’’. Conel dato: 5=Ce — T=5¢""!.

—2Inx

_ oln _ 1
=¢e ==

que cumple el dato inicial | y(1)=0].

-2 .
— . La solucién general es:

d.i. 94
y=%+x—12f3x2dx = %+x Bo=Cc+l - y:x—% , solucién que cumple el dato.

[Los datos iniciales no se podian poner en x=0 (discontinuas a y solucién); hay que darlos en ‘buenos’ puntos].

v/ =32+312y2

Ej 4. Resolvamos
: v ¥(0)=0

. Primera ecuacién no lineal que aparece, pero se ve que es separable.

0)=0
% =arctany = [ 32dt+C = +C. y=tan (+C) YO0 0=tanC — y= tan(23) .
EjS. % = yL (con solucidn tnica, segin el TEU, si y#x ) se puede resolver por tres caminos:

Primero comprobemos que es exacta. Para ellos la reescribimos en la forma y + (x—y) Z_}y{ .

Ux=y — U=xy+p(y)

Como M,=N,=1,existe U tal que Uy=x—y > U=xy—%y2+q(x) — y?-2xy=C.

Ahora la convertimos en separable con un cambio de variable, pues se puede escribir asi: Z—)yc =5 /y x/ ud :
2=2 - x2'+z=%, xz’=2§+fz ; —(2222)‘12 -2[£+C, In(z*-27)=C-2Inx,
2-2z= XQ . Deshaciendo el cambio: )y(—z —2X = % , que lleva a la expresion anterior.

Las soluciones de la ecuacion son las mismas (salvo Os e cos) que las de la lineal d; T =—%4]
Con la fve (y cambiando papeles de x e y) volvemos a tener: x = ;+% f ydy = %+% .

Dibujemos las soluciones para varios C (mejor a partir de la dltima expresion):
Se ve que hay 2 soluciones y=0 e y=2x cumpliendo y(0)=0 (ahi f es discontinua).

También se ve que por y=x (donde fallaba el TEU) no pasan soluciones, sino curvas
de pendiente infinito (no son funciones derivables ahi, por tanto).

Se llaman ‘curvas integrales’ de una ecuacion diferencial a las curvas que son

soluciones de % =f(x,y) odelaecuacién ‘dada la vuelta’ d—x

f (x y) -
En nuestro caso, esta dltima tiene solucién dnica x(y) cuando y ;&O (por el TEyU).

Salvo en (0, 0) hay solucién tnica y(x) 6 x(y) , o sea, hay una tnica curva integral.
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3.2 EDOs lineales de orden 2 resolubles elementalmente

En esta seccion y las dos siguientes estudiaremos ecuaciones de segundo orden (con derivadas segundas). Y
nos limitaremos a las lineales (las que mds veces nos aparecerdn) pues las no lineales casi nunca se pueden
resolver. Es de esperar que sus soluciones contengan 2 constantes arbitrarias (esto le pasa a la ecuacién mas
sencilla y”"=0 — y=c+cyx ), con lo que habra que imponer 2 datos iniciales para aislar una tnica solucion.

Resultados generales para [e] ’y”+a(x)y'+b(x)y =0 ‘ y [n] ’y"+a(x)y'+b(x)y =f(x) ‘

ecuacion homogénea ecuacion no homogénea

En los libros de ecuaciones diferenciales ordinarias se demuestra:

determinante
wronskiano

)’1 2

(S

Sea a, b, f continuas en un intervalo / y llamemos |W|(x)=

Si x, €1, tienen una sola solucion que cumple los datos iniciales y(x,)=y,,y (xo) =y, .

Si y1, y2 son soluciones de [e] con wronskiano |W|(s)#0 para algiin se/,

Teor 1. .z . .
la solucion general de [e]es y =c;yi+cay2, ¢1,cy constantes arbitrarias.

Si y, esuna solucién de [n], la solucion general de [n]es: y=ciyi+coy2+y,.

férmula de Variacién]
de las constantes fve 1

Una solucién particular de [n] es y, =y / Iny | dx — yi / lzf dx [

[Dicho finamente, las soluciones de [e] son un espacio vectorial de dimension 2 (sumas y mdltiplos de
soluciones son soluciones) y que su wronskiano sea no nulo aseguraque y; e y, nodependen linealmente].

[En las lineales de primer orden de 3.1 también la solucién de la no homogénea era la solucién general
de la homogénea (alli con sélo 1 constante) + y,, de la no homogéneal.

Ademas de las de coeficientes constantes y Euler que vemos luego, hay dos tipos de ecuaciones [n]
resolubles. En el resto de los casos se resuelve mediante series de potencias [seccién adicional 5.2]:

a) Si b(x)=0, el cambio y’=v lleva [n] a una lineal de primer ordenen v .

-Jadx yIzdx es otra solucién de [e].

b) Si y; essoluciénde [e] = y2:y1/e

a) es evidente. Para probar b) se hace y = ylfu dx — y':y;/u+y1u, y”=yi’fu+2y;u+y1u’,
que llevadas a [e] dan: y u’+(2y|+ay1)u + (y1 +ay|+byy) fudt =0 — w'=-(2y|y;'+a)u
por ser y; solucion. Por tanto, u = e Ja dx y~2 y deshaciendo el cambio se llega al resultado.

[Segtin b), no se necesitan las 2 soluciones que pedla el Teor 1 para resolver [e] (y, por tanto, también [n]
con la fvc). Basta s6lo hallar 1. El problema es que en pocas ocasiones podremos encontrarla: a veces a
simple vista, a veces tanteando, a veces aparece cuando se estd resolviendo por series].

Ej1. B Qe —+2 En la fve de primer orden, como se dijo, se empieza hallando efa.
6/2‘1"/)‘: e?n¥=x2 — y=Cx +x2f2x$= Cx*>-2x —» y=K+Cx3-x?
[También seré una ecuacién de Euler x2y” —2xy’=2x%, de las que trataremos luego].
Para precisar las 2 constantes (que siempre aparecen) habrd que imponer 2 datos iniciales en un x, #0

[en x=0es a(x)= % discontinua y un par de datos nos podrian dar ninguna o infinitas soluciones].

Por ejemplo, y(1)=0, y’(1)=1 llevaa §i+c22_l:10 — =1, ¢1=0, y=x>—x? tnica solucién.
y—2=

Ej 2. ’ x3y” —xy"+y =0 |. Esclaro que y;=x es solucién de esta homogénea.

[También lo serdn entonces y=Cx para cualquier constante C, pues sabemos que los multiplos de soluciones de
una lineal homogénea son soluciones. Las rectas y =x+b son soluciones de la homogénea que saltan a la vista,
pues, al ser y””=0, basta mirar los otros dos términos].

/ X C,X _
xe l/x,

Como a(x)= —% la otra solucién de esta homogénea es y,=x /

Y, por tanto, la solucién general de la ecuacidn lineal es y = cjx +crxe —1/x
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Coeficientes constantes: [h] | y”+ay’+by =0 ,a,beR.

, [el |y +ay'+ by =f(x)

Para resolver [h] basta con hallar las raices del polinomio caracteristico | u>+au+b=0 |, que se

llaman autovalores de [h] (la ecuacién se dice también caracteristica), pues entonces:

Si uy #up reales —» y = ¢y eM1¥+ ¢y eH2*
La solucidén general de [h] es: si u doble (real) —» y = (ci+cox) eH*
si u=p+ig — y = (cjcosgx+cysengx)el*

[Si a,beC serd y=cie"*+ cret?* 6 y=(c1+cax) e”™ con ﬂ],/,lz,/,l,cl,CQGC].

Ej3. v/ +4y'=0, (i?+4u=0 — u=0,-4 - y=ci+cre™.
V' +4y +3y =0, > +4u+3=0 - pu=-1,-3 - y=cie ¥ +cre>*.
V' +4y +4y =0, pP+4u+4=0 — p=-2 doble — y = (c;+cox)e 2*.
V' +4y" +5y =0, > +4u+5=0 — pu=-2+i — y=(cjcosx+cysenx)e >*.

V' —4iy' -3y =0, p*—4iu-3=0 > u=2i+V-1=1,3i » y=cje*+cre3¥, ¢[,cr€C.

Para dar una solucién particular y,, de [c]siempre se dispone delafve, perosi f(x) es polinomio, exponencial,
seno o coseno o producto de ellos es mucho mas corto obtenerla con un tanteo sugerido por la forma de f(x) .
Antes de dar el teorema general, demos unos ejemplos para justificarlo.

Para calcular la solucién general de ’ y'+4y' +3y=f(x) ‘ con ’ fx)=x ‘ buscamos una y, que la cumpla.

(La solucién general de la homogénea estd escrita arriba en el ejemplo 3).

Alavistadela x parece buena idea buscar un polinomio que la cumpla. Llevemos y, =Ax+B ala ecuacién
precisarlos Ay B: 0+4A +3(Ax+B)=x. Para que esto se cumpla debe ser 3A=1 y 4A+3B=0, es decir,
A=%1y B=-%.Esla y,=1x—% [y lasolucién de la ecuacién serd entonces y=cje*+cre*+3 -1 1.

Siahora | f(x)= e | noes adecuado probar polinomios. La buena conjetura serd y,=Ae"* pues sus derivadas

son otras exponenciales. Yendo a ecuacion obtenemos A(1+4+3)e¥=e* —» A= % , y=ci1e ¥ +c) e‘3x+% er.

Y si ? Probar y, =Ae ™ no va a funcionar, porque ya hay soluciones de la homogénea de esa

misma forma (es decir, porque —1 era uno de los dos autovalores de la ecuacion). En esos casos (como dird
el teorema) hay que multiplicar la y, por potencias de x [lo que se llevaria la ecuacion es y, =Axe ™ ]

Por tltimo, sea | f(x)=cosx |. ;Qué se debe probar? Como al derivar cosenos aparecen senos y viceversa,

la conjetura serd y, =Acosx+Bsenx — y,=—As+Bc, y,;=-Ac—Bs — (2A+4B)c+(2B-4A)s=c.

B=2A, 10A=1, Azll—o, Bzé . La solucién general es en este caso y=cje *+ ¢ e‘3x+% cosx+§ senx.

El método de coeficientes indeterminados de los ejemplos anteriores se precisa en este teorema:

Si f(x)=pm(x), pm polinomio de grado m,y u=0 no es autovalor tiene[c] una
solucién particular y, =P,,(x) con P,, del mismo grado m .Si u=0 es autovalor de
multiplicidad r, existe solucién y, =x"P,(x) .

Si f(x)=e**pn,(x),con p, degrado m,y u no es autovalor, hay y, =e*P,,(x),
con P, de grado m.Si u es autovalor de multiplicidad r, hay y,=x"el*P,,(x) .
Si f(x)=eP* [pj(x) cos gx +q (x) senqx] , Pj, qk de grados j, k,y p+ig no
es autovalor, hay y, =eP~* [Pm(x) cos gx + Q. (x) sen qx] con P, y Q,, de grado
m=max{j,k}.Si p+ig es autovalor hay y, =xel~ [Pm(x) cos gx+Q,,(x) sen qx] .

Teor 2.

[Los Py Q tienen coeficientes arbitratrios que se precisan llevando la y, a la ecuacién].
[El método también es aplicable a las lineales de primer orden con coeficientes constantes].

Ej 4. Resolvamos ’ y'+4y’+ay=8x+2| si a=4 ysi a=0. [Soluciones de la no homogénea en Ej 3.].

En el primer caso (A=0 no autovalor) se lleva a la ecuacién: y,=Ax+B — 4A+4Ax+4B=8x+2
— 4A=8,4A+4B=2, A=2, Bz—% . La solucién general es: y = (c1+cx) e 24 2x—% .

En el segundo, =0 es autovalor y hay que multiplicar por x: y, =Ax’+Bx, Yp=2Ax+B,y,=2A

—4x 2

— 2A+8Ax+4B=8x+2 — A=1, B=0. Solucién general: y=ci+cpe " +x-.

[O bien: y’=v — v/=—4v+8x+2. Con la fvc o probando v, =Ax+B se llega a viCe‘4x+2x].
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Ej 5.

y'—y=4¢e" u>~1=0, p==+1.Solucién general de la homogénea: y=ce*+ce™ .
¥(0)=y"(0)=0 | Como u=1 es autovalor, hay que ‘engordar’ la y,, conuna x:
yp=Axe’, yy=A(x+2)e* > A(x+2)-Ax=2A=4 - A=2, y,=2xe".

O (mds largo) con la fve: |W|(x)=

eX e
e —

e X

X X —X X
=2, yp=¢€* %dx—exf%dx =—e +2xe”.

c1+cp =0

— y=e ¥—e¥+2xe”r.
c1—ca+2=0 y=e e re

. . _ d.i.
La solucion de la no homogénea es y=cje*+cre™*+2xe* — {

Ej 6. Hallemos una y, de |y”+y=f(x)| paravarias f(x). [,u: +i — y=cjcosx+cysenx+y, ]

Si f(x)=7,la y,="7 saltaala vista (siempre lo hacen las soluciones constantes).
Si f(x)=x,hay y,=Ax>+Bx?+Cx+D (P; arbitrario, no siendo 1=0 autovalor)
— 6Ax+2B+Ax’+Bx’+Cx +D=x> > A=1,B=0,6A+C=0,D=0, y,=x’—6x.
Si f(x)=2xe", existe y,=€"(Ax+B), y),=e"(Ax+B+A), y,=e*(Ax+B+2A)
— e*[(Ax+B +2A)+(Ax+B)|=2xe* —» A=1, B=-1, y,=¢e*(x-1).

Si f(x)=e"cosx,como 1+i no es autovalor, hay que probar una y, = e*(A cosx+Bsenx)

— (A+2B) cos x+(B—2A) senx=cos x — {gtzzij) — yp=e*(%cosx+3senx).

Si f(x)=3sen2x, por no ser +2i autovalores se prueba: y,=A cos2x+Bsen2x —
—4A cos2x—4Bsen2x+Acos2x+Bsen2x=3sen2x — A=0,B=-1, y,=—sen2x.

[En este caso sin y” de hecho bastaba probar y, =B sen2x porque todo son senos].
Si f(x)=2senx,como =i es autovalor hay que engordar: y, =x(A cosx+B senx)
Derivando y sustituyendo: 2Bcosx—2Asenx=2senx — A=-1,B=0, y,=-xcosx.
Si f(x)=cos’x, pareceria que no podemos usar coeficientes indeterminados, pero como

cos2x=%(1+0052x) — hay y,=A+Bcos2x+Csen2x — y,,:%—%cost.

Si f(x)=(cosx)~!', no hay mds remedio que acudir a la férmula de variacién de las constantes:

[W|(x)=1— y, = senxfggxdx - cosxf%dx = x senx+cosx In(cosx) .

[En los casos anteriores también se podria haber usado la fve, pero alargando los célculos innecesariamente].

Imponemos ahora datos iniciales en x=0 a ecuaciones del Ej 6 y, por primera vez, datos de contorno (en
x=a y x=>b distintos). Como sabemos (por ser las funciones continuas), los iniciales proporcionan siempre
una tnica solucién. Pero las cosas se complican con los de contorno (que seran estudiados en 3.3 y 3.4).

Ej 6*. Imponemos | y(0)=y’(0)=0| a las ecuaciones |a) y”+y=0, b) y”+y=7, ¢) y”+ y=3sen2x |.

Obtenemos: a) {i;ig — y=0, b) {21—?):0 E;ig—o

que son en los tres casos la tnica solucién cumpliendo esos datos, como nos aseguraba el teorema 1.

— y=T7-T7cosx, ¢) { — y=2senx—sen2x,

Unos primeros datos de contorno | y(0) :y(%) =0 nos van a seguir dando soluciones tnicas. Se tiene:

c1+7=0
cp+7=0

C1=O —
cpy=0

Pero van a suceder cosas raras con estos segundos datos de contorno: | y(0)=y(m)=0|.

c1=0 1. . . q q
Parael caso a) { 1C 0 €1 =0, pero es vélido cualquier c; . Hay infinitas soluciones y=c; senx.
—cy=

a) {Elig — y=0, b){ — y=T7-T7cosx—Tsenx, c){ y=—sen2x,
)=

c1+7=0

Para el b){ A
ey +7=

que es imposible que se cumpla. No tiene solucién la ecuacion con esos datos.
c1=0 0z p . 3 ;
Para c . ue se cumple V ¢, . También aqui hay infinitas soluciones: y=c; senx—sen2x.
c1=0 Y
—cq=

[Se verd en la préxima secciéon que cuando el problema de contorno para la ecuacién homogéna tenga la
solucién tnica y =0, también serd tnica la solucién del problema para la ecuacién no homogénea. Y cuando
tenga soluciones no triviales, el problema no homogéneo podré tener infinitas o ninguna solucién].
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Ecuaciones de Euler: [u] | x2y” +axy’ + by = h(x) |, x>0.

. . . . . d
Haciendo el cambio de variable independiente x =¢® (osea, s=Inx): d—i =

[u] se convierte en la siguiente ecuacidn lineal con coeficientes constantes:

2
% + (a—l)i% +by = h(e*), de ecuacién caracteristica | u’>+(a—1)u+b =0

Conocemos las soluciones de la ecuacion homogénea para esta lineal de coeficientes constantes.
Deshaciendo el cambio, tenemos que la solucién general de una ecuacion de Euler homogénea es:

Si 1 #up reales, y = cixt! + cpxt?
Si u doble (real), y = (ci+c2Inx) x*
Si u=p=xqi, y= [c1 cos(gInx)+cy sen(qlnx)]xp

(observemos que la ‘ecuacidn caracteristica’ de una ecuacién de Euler seria la que
obtendriamos probando en la homogénea soluciones de la forma x* y la de una de
coeficientes constantes se obtendria probando soluciones e#* ).

Para hallar la solucién particular de la no homogénea disponemos siempre de la formula de variacion
de las constantes con f(x) =h(x)/x?. Para la ecuacién de coeficientes constantes en s tenemos
ademas el método de coeficientes indeterminados de las lineales con coeficientes constantes, si
h(e®) es del tipo adecuado.

Ej 1*. | xy”-2y’=2x |, o bien, y"—%y’:Z, 6 x2y" =2xy'=2x> — u(u—1)-2u+0=0, u=0,3.

Como h(e*) serfa e** existe solucién particular y p =Ae? = Ax? (al no ser 2 autovalor).

Llevamos esta y,, ala (primera) ecuacién: 2Ax—4Ax=2x — y,=—x> — |y=cj+cx’—x?|,

que es la solucién general que ya obtuvimos en el ejemplo 1.
En este caso el tanteo si ahorra tiempo, pero volvemos a hallar la y, con la fve:

1 x3
0 3x2

3 [2dx _ [2x3dx _ 2x2_x_2__x2
= =X 5 = .

[WI(x)=

3x2 3x2 3

=3x2, f(x)=2— Yp=X

Y vamos a imponer un par de parejas de datos adicionales que no proporcionan solucién tnica.

Los primeros los damos en el punto patolégico x=0 en el que la funcién a(x) es discontinua:

¥(0)=y"(0)=0, lo cumplen las infinitas soluciones y= cx>—x2,

3¢y-2=0

126y—4=0 " Imposible. No hay solucién.

Y los otros son datos de contorno: y’(1)=y’(2)=0 — {

Ej 7. Calculemos la solucién general de | x2y”" +xy’ —y = 2x ‘ .

La ‘ecuacién caracteristica’ es u’+(1-Du—-1=0 — pu=+1 —

La homogénea tiene por solucién general xj, =cix+cx~" (valida como otras veces Vx#0).

IW|(x)=

-1
X X _ -1 O | _ o1 [xx'dx x'xldx _ x
1 —x2 ==2x7, f(x)=2x"" —> y, =x / = —Xf — =xInx-7.

La solucion general de la no homogéneaes y=cix+ % +xInx (incluyendo el -3 en cix ).

La y, se podria hallar utilizando coeficientes indeterminados en la ecuacién y”’ —y =2e® ala
que conduce el cambio x=e®. La y, que deberiamos probar en la ecuacién en s (por ser u=1
autovalor) es y, =Ase’®, olo que es lo mismo, podriamos probar y, =Ax Inx en la de Euler inicial.
Haciéndolo, se comprueba que debe ser A=1 como antes y se llega a la misma solucién.

Que quede claro que el método de coeficientes indeterminados se ha dado para ecuaciones de
coeficientes constantes y no (directamente) para las de Euler. En este ejemplo no tiene sentido, a
la vista del 2x de la derecha de la ecuacién, probar en ella y, = Ax+B. De hecho, si se hace, se
obtiene la expresion sin sentido —B=2x (una constante no puede ser igual a una funcién).
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3.3 Autovalores y autofunciones de problemas de contorno

Problemas homogéneos

Vimos que una EDO lineal de orden 2 con coeficientes continuos tenfa una tinica solucién cumpliendo
un par de datos iniciales. Los problemas de contorno, que se suelen plantear para EDOs con una
constante A (que aparece al resolver EDPs separando variables), tienen propiedades muy diferentes.
Para ciertos valores de A (autovalores) existirdn soluciones no triviales {y,} (autofunciones).
Antes de dar la teoria general, estudiemos un par de ejemplos para la ecuacién homogénea més
sencilla (y que aparecerd mds veces cuando resolvamos EDPs): y”+1y=0.

., ~ y=0 es siempre solucién de este problema. ;Las habra no triviales?
Ejl.| (P)) {y +:ly - 0_ Como su polinomio caracteristico es pu>+1 =0 — u==+V-2, serd

y(0)=y(m)=0 diferente la solucién general segiin A sea menor, igual o mayor que 0.
Imponemos las condiciones de contorno en cada caso:

Si A1<0 la solucién general es y = ¢y e’*+ cpe™P*, con p=V-1>0.

3 e
y(0)=ci1+c2=0 — ca=—c1 N\,
y(7) = c1e™P+cre P =0 ci[e™-e P =0 - .. o TP
c1=c2=0 (pues e™ #e~"P si p>0). Ningin 1<0 es autovalor. | p
y(0)=¢c1=0

Si =0 es y=ci+cx — } — y=0. 4=0 tampoco es autovalor.

y(r) =ci+cm =0
Y para 1>0 es y=c| cos wx+c; senwx, con w=vY1>0 — y(0)=c1=0 }
y(w)=cp senwr=0

Para tener solucion no trivial debe ser ¢, #0.

i wrn=0, wo=nVA =nn a=n-, n=1,2,...
Esto sucede si sen 0 Va — A,=n? 1,2

Para cada uno de estos 1,, (autovalores) hay soluciones no triviales

yn=casennx={sennx} (autofunciones).

[No confundamos estos autovalores de problemas de contorno con los autovalores raices del polinomio
caracteristico]. La teoria de problemas de contorno estd llena de notaciones de aire algebraico como las llaves
anteriores que simplemente significan los ‘multiplos de lo de dentro’. Los dngulos de la siguiente expresion
también tienen ese origen, porque las integrales que definen tienen las propiedades de un producto escalar.

Comprobemos que se cumple si m#n:

n ) T
Vs Ym) z/onsen nx senmx dx = %/0 [ cos(n—m)x—cos(n+m)x]| dx| =%[se"('H”)x - Se”('m)x] =0.

n—-m n+m 0
[Si m=n, el valornoes 0, sino (yu, yn) =f0”sen2nx dx= %fon(l—cos 2nx)dx=% |.
(P1) posee infinitos autovalores 1, =n*, n=1,2,.... Las autofunciones y, = {sennx} asociadas a

cada A,, son un espacio vectorial de dimensién 1 . La n-sima autofuncion tiene n—1 ceros en (0, ) .
Autofunciones distintas son ortogonales en [0, 7] [respecto del producto escalar (u,v)= /Oﬂu v dx ] .

. y'+1y=0 ..
Ej2. | (P , , Imponemos estas nuevas condiciones:
Je | {y (0)=y'(m)=0 | "™

- ¥'(0) = plc1—c2] =0 — ca=cy \,

’— pPXx _ px = .
/l<0,y p[Cle ch€ ] i y'(n’)Ip[Cleﬂp—Cze_”p]=0 Clp[eﬂp_e—np]:o -y 0
y'(0)=c2=0

/1:0’ U= = 0
VI y(m)=e=0

} — A=0 autovalor con autofuncién yp=c;={1}.

Y (0)=wec2=0, c2=0

vy (r)=—wcy senwr=0
Los autovalores A, =n> y autofunciones y,={cosnx}, n=0,1,2,... (suelen
escribirse asf, poniendo {1} como caso particular {cos0} ) tienen las mismas
propiedades resaltadas para el problema anterior. Por ejemplo, la y,, que ocupa 0
el lugar n se anula n—1 veces y sigue habiendo ortogonalidad:

A>0, y'=w[-c] sen wx+cy coswx] — } — A, =n%, yp=cicosnx.

> Yim) :foﬂ COS 11X COS mx dx = %fon [ cos(n—m)x+cos(n+m)x| dx=5|

sen(rn-m)x |, sen(rmn)x 177 _
n-m + n+m ]0_0'
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Tratemos ya el problema general. Consideremos la ecuacién lineal de orden dos dependiente de A :
y'+a(x)y’+ b(x)y+dc(x)y=0, con a,b,c continuasen [a,b] y c(x)>0 en [a,b].
La reescribimos en la forma llamada ‘autoadjunta’ o ‘Sturm-Liouville’ multiplicando por ela
[e/“y’]’+befay +Acelay = [py']'= gqy+ary=0, con peC', g,reC, p,r>0.

Las condiciones que mds nos interesan son las llamadas condiciones separadas (cada una afecta a
los valores de y o de y’ sélo en uno de los extremos del intervalo).

Se llama problema de Sturm-Liouville separado regular a uno de la forma:
) [Pyl =gy +ary=0
Nay(a)-a’y’ (a)=0, By(b)+B’y’(b)=0 (condiciones separadas)
siendo peC!, ¢,r continuas, p,r>0 en [a,b], |a|+|a’],|B]+|B8’|%0.

[Si p,r<0 todo se complica. Las tltimas condiciones dicen que @ y a’, 8 y B’ no se anulan a la vez].

En estos problemas homogéneos siempre y=0 es solucioén y lo son los multiplos de cualquier otra.
Los ejemplos 1 y 2 eran unos (Ps). Se prueba este teorema que generaliza sus propiedades:

Los autovalores de (Pg) son una sucesion infinita A; <Ay <---<A4, <--- que tiende
a oo . Las autofunciones {y,} forman un espacio vectorial de dimensién 1y cada y,
posee exactamente n—1 ceros en (a, b) . Las autofunciones asociadas a autovalores

Teor 1. | gistintos son ortogonales en [a, b] respecto al peso r, es decir:
b . .
Vs Ym) Efa FynYm dx =0, si y,, y, estdn asociadas a A, #4,, .
Si aa’>0, BB'=20y g(x)=0 en [a,b], entonces todos los 4,, >0.
Ej3. | (Ps) {y” +Ay=0 [Casi escrito en forma autoadjunta: [y’]’+1y=0. Esel peso r=1].
’ ¥ 15'(0)=y(1)=0 | Hallemos sus A, . Como aa’=BB’ =0, g=0, bastard mirar los 1>0.

[Ahora sabemos que podiamos haber hecho esto con (P;) y (P2). Que conste que hay problemas con
A1<0, como el (Ps), aunque todos los problemas de interés fisico del capitulo 4 dardn lugara 1>0].
¥y (0)=c2=0

[ . — ’—
ASUs F=eitent, =0 {y<1>=c1+c2=0

— y=0. 4=0 no es autovalor.

1

A>0: y=cjcoswx+cysenwx. y'(0)=0 = ¢2=0 — y(1)=c;cosw=0

_ 2n—1)2 2 _
- wy=2lg, g, =20 T 2y}, n=1,2,...

. yn={cos

Segtin el teorema las {y, } son ortogonales: /01 YnYm dx=0,n#m,lo que es
facil de comprobar, y la autofuncién n-sima (como las tres dibujadas) tiene n—1 ceros en (0, 1).

Ej4. | ) {y”+/ly=0 Aquies aa’=0, BB'=1>0, g=0 = 1>0.
o 4 7 ’
Yy () =y()+y"()=0 | Y(0)=c=0 _
1=0 — {y(1)+y’(1):c1+2c2 o~ y=0. No es autovalor.

A>0: y=cicoswx+cpsenwx. y' (0)=wcpy=0 — y(1)+y'(1)=c|[cosw—wsenw]=0.

No podemos calcular exactamente los A, , pero el corchete se anula
infinitas veces, por ser tanw, = wL,, para infinitos w,, , que s6lo se pueden
dar aproximadamente (con ordenador: wq ~0.860, wy ~3.426, w32 9.529,...).
Por quedar c; indeterminado para cada A, = wﬁ seran las y, ={cosw,x}.

1
i
Las y, resultardn ortogonales (lo que también se puede comprobar). i
1
1
1
1
1

[La mayoria de problemas de S-L no son resolubles exactamente, pues pocas lineales
de orden dos lo son elementalmente, y aunque lo sean puede ocurrir lo del ejemplo].

/

y'+dy=0 Como aa’ <0 podrian aparecer autovalores negativos.
y(0)+y’(0)=y(1)+y’(1)=0 Vamos a comprobar que, de hecho, 2=—1 es autovalor.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
T
1
1
1
1
1
1
0 tan w
'

Ej5. | (Ps) {

y=cie*+coe™ {y(0)+y’(0):2c1 =0
’_ X —-X — ,

y =ciet —cze y(1)+y’(1)=2c1e=0
[No es difcil ver que no hay més autovalores negativos y que 1=0 no lo es. Los infinitos positivos:
y(0)+y’(0)=c1+wcy =0, ¢y =-wcy |

y(1)+y (1) =co(1+w?) sen w=0

A=—1 - u==+1 - Ve . Autovalor con yo={e™}.

— /lnznzﬂ2 s ynz{sennﬂx—nﬂcosnﬂx} s n=1,2,...].
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En los dos siguientes problemas de Sturm-Liouville aparecen ecuaciones nuevas (resolubles), el
peso yano va a ser r(x)=1 y debermos escribirlas en forma autoadjunta para saber quién es:

. 22y +xy'+ 1y =0 fa_ [ A7y 1
Ej6. | (Po) {y(l)zy(e):O p(x)=el=el% =x - [xy']'+2%=0. Es r(x)=1.

Es problema separado regular ( p,r>0 en [1,e] ).

La ecuacién es de Euler: y(u—1)+u+1=0 — p =+v—-A. Basta mirar los 1>0.

A=0, y=c+cy Inx . Imponiendo los datos: ?:LO _0} = c¢1=c2=0 (no es autovalor).
1+c2=
_ c1=0 _.2.2 _ _
A1>0, y=cj cos(wInx)+cy sen(wlnx), czsenw=0} Ap=n*n?, y,={sen(nrlnx)},n=1,2,...

Y como siempre, las autofunciones serdn ortogonales (respecto al peso r, no sin él):

¢sen(nmlnx) sen(mmIn x)
/1 e dx

=0, m#n.

-2y +dy=0 2-2u+1=0, _ ,
il(o)yy/(ly) ol K ]fm Forma autoadjunta; [e™>*y’|"+1e™y =0.
= = M: o - .

Sabemos que los 1>0, pero esto no ahorra célculos aqui, pues hay que mirar los A <,=,>1:
A<1l: y=cre*Pxpcyell=P)x - y/= i (14p) e*P)X 4 ¢y (1-p) e!"P)* con p=V1-21>0

1 1-p] =0
zi{lii}e-:f;_[l_caf]]_p]el—p:o} = 62(1_p)e[e_p_ep] =0— p:l (/1:0)7 }’0={1}

Ej7. | (P7) {

Cl+62=0

A=1: y=[ci+cax]e*, y' =[ci+cr+cox] e — 14262 = 0

} — y=0. A2=1 no autovalor.

y=[cicoswx+cysenwx]e®, w=VA-1

A>1: — y'(0)=ci+cow=0, c;=—wcp —

"=|(c1+cow) cos wx+(cp—ciw) sen wx | e¥
J [( 1+eaw) (c2=erw) ] y' (1) =coe(l+w?) senw=0 —
w=nm,n=1,2,... = A,=1+n’x*, y,={e*[sennax—nncosnnx]}, n=1,2,...

Las autofunciones serdn ortogonales respecto al peso r(x)=e > :

1
(yo,yn):/ e~ [sennax—nm cosnnx] dx = [— e sen nnx](]) =0,
0
1
(y,,,ym>=/ [sen nmx—nn cos nax][senmnx—mmcosmax]dx=---=0 (si m#n).
0

Problema periddico. En 4.5 nos aparecera también el siguiente problema, inico que no es separado,
pues sus condiciones de contorno mezclan valores en los extremos del intervalo:

y'+1y=0 [Estas condiciones equivalen a

Ej8. | (Ps) {y(—ﬂ) =y(n),y' (-m)=y'(x) pedir que y sea 2r-periédica].

eP—e= TP TP P

o= 2(e™P —e"P)2 £ 0 sip>0.

1<0 —> Cl[enp—e_”p]—n[e”"—e‘”"]=0}

c1[eP —e TP ]+cy[eP —e" TP =0

El determinante de los coeficientes no es 0 y sélo tiene la solucién c¢;=c,=0. No hay 1<0.

e™P—e™ TP TP e

cl—Ccym =c1+epm

1=0 — oo } se satisface para ¢y =0 y cualquier c;: yo=c;={1}.
2=0C2

1>0 — 2 et =1 }—> sentw =0 — A,=n%, n=1,2,...
2ciwsennw =0

Para esos A, las condiciones de contorno se cumplen para todo c¢; y todo c¢; .
Las autofunciones son, pues: y, = ¢ cosnx + ¢y sennx = {cosnx,sennx} .
[Es claro que exigir simplemente que y sea 2r-periddica lleva a los mismos 1, e {y,} ]
Las propiedades de (P7) son algo distintas: sigue habiendo una sucesién infinita de autovalores
A,=n% n=1,2,... tendiendo a co, pero las autofunciones yo={1}, v, = {cosnx, sennx}

forman, si n>0, un espacio vectorial de dimension 2. Utilizando relaciones trigonométricas
se comprueba que sigue siendo cierto que autofunciones diferentes son ortogonales entre si.
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Problemas no homogéneos

Resolviendo EDPs por serparacién de variables aparecerdn sobre todo problemas de contorno homogéneos.
Pero a veces (en 4.5) también alguno no homogéneo, de propiedades diferentes. En ellos ni y=0 serd solucién
ni lo son los miltiplos de una solucién dada. Damos brevemente la teoria empezando por un ejemplo sencillo:

. . , . . "'=3x-d
Ej 9. Discutamos cudntas soluciones tiene {y

y(1)=y(2)+by’'(2)=0 |’ con d, b constantes.

3_d,2

La solucién general es: y = cj+cox + %x =5 (con y’=cz+%x2—dx Imponiendo los datos:

{y(1)=61+02+%—%=0 cl+02=%—%

¥(2)+by’ (2)=c+2co+4—2d+bcy+6b—2bd =0 c1+(2+b)cy =2bd+2d—6b—4

Hay solucién dinica en ¢; y ¢, del sistema si el homogéneo tiene sélo la trivial (si el determinante
de los coeficientes 1+b #0). Si el homogéneo tiene infinitas, el no homogéneo tendra infinitas o

ninguna. Para b#—1, se puede despejar de forma tnica ¢ y ¢z, y la solucién queda precisada Vd .
= d=1
Perosi b=-1: { ‘1 162_ 22 , este sistema sélo tiene solucién cuando % =2 & d=5,y entonces
cl+cp=
1re2 una de las dos constantes queda libre. Si b=—1, d #5, no hay solucién.

es decir: {

Generalicemos este ejemplo. Sea el problema para la ecuaciéon no homogénea:

[p()y] +g(x)y = f(x)
B0 | eyt by 1= | PECT 8T EC P20 nlandl

y llamemos (Py) al problema homogéneo asociado ( f =0). Entonces se demuestra que:

(Pg) tiene solucién tnica & (Pyp) tiene sélo la solucién y=0.
. . . .. , 1 -1
Teor 2 Si (Py) tiene soluciones no triviales {y;} entonces segin sea
) b =0 . infinitas soluciones 00— O
. . 0
/a S () yn(x) dx #0° (P¢) tiene ninguna solucién

Gran parte del teorema sale de imponer las condiciones de contorno a la solucién y=ciyi+c2y2+yp ,
por las propiedades de los sistemas algebraicos. Mds complicado es probar que esa integral, donde f
es la del problema escrito en forma autoadjunta, distingue entre infinitas y ninguna solucién.
Ej9*. Parael Ej 9, (P) tiene sélo la solucién y=0 si b#—1.Y si b=—1 es y,={1-x} (pues c1+c2=0).
El (Pf) [para [y]'=x-d, f esla inicial], tendra entonces solucion unica si b#—1, e infinitas 6 0,

para b=—1, segin se anule o no la integral /12(3x—d)(l—x)dx= 4-3 (=0 & d=5).

[Tiene las mismas propiedades un problema con condiciones de contorno no homogéneas:
(Pap) [p(x)y'] +g(x)y=0 Solucién unica si (Py,) sélo tiene la y=0
ABI\ ay(a)—a’y’(a)=A, By(b)+B’'y'(b)=B e infinitas o ninguna si (Py) tiene infinitas|

Para estudiar un problema de S-L no homogéneo:

P { [Pyl —qy+ary = f(x)
ay(a)—a’y’'(a)=By(b)+p’y’(b)=0

del Teor 2 se deduce, si (Ps) es el problema separado de Sturm-Liouville homogéneo (el de f=0):

(P,) tiene solucién tnica < A no es autovalor de (Pg). Si A,, es autovalor
Teor 3. - no tiene solucion P b #0
con autofuncién {y,}, (Pa,) tiene infinitas segin sea fa f yndx 20 -
. xzy”—ny'+/1y =2 Precisarsi A=0 y A1=2, son o no autovalores del homogéneo
Ej 10. Sea |, . P : ] p
¥ (1)=y(2)=0 y cudntas soluciones tiene el no homogéneo en esos dos casos.

Ecuacién de Euler con p?—3u+1=0. Si 1=0 la solucién de la ecuacién homogénea es y=c+cyx> .

y'(1)=3c2=0
y(2)=c1+8¢cp=0

A=0 no es autovalor y el no homgéneo

Imfmsremdlalls s dkiins { tendrd solucién tnica (no es corto hallarla).

— c1=c2=0.
y'(1)=c14+2¢2=0
y(2)=2c1+4c2=0
g q 4 2 2 g 0z

Para discutirlo con el teorema: [%]’+%y=%, 1%(xz—Zx)dxz[%—%L:—%iO.Sln solucioén.

O se puede deducir a partir de la solucién general de la no homogénea y=cix+cox’+1 (y p a0jo).

Autovalor con autofuncién {x2—2x} .

— c1=—2c;. 2 P .
! Z* No homogéneo con infinitas o ninguna.

Si 1=2, y:clx+czx2 — {
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3.4. Series de Fourier

Sean yi, ¥2,..., ¥n, ... las autofunciones del ) [py']"—qy+ary=0
problema de Sturm-Liouville separado regular: ay(a)—a’y’ (a)=y(b)+B'y’ (b)=0

Y llamemos, como en 3.3, {(u,v)= fa b uvdx al producto escalar respecto al peso r(x) .

[El r es el de forma autoadjunta de arriba; muchas veces ese peso serd 1, pero no siempre].

Toda funcién f suficientemente buena en [a, b] puede ser -
escrita como una suma infinita de las autofunciones de (P), | f(x) = > ¢, ya(x)
que se denomina serie de Fourier de f: -
Los c¢,, deben ser (si la serie puede ser integrada término a término), por ser las y,, ortogonales:

b (fsyn)
de=3"c r dx =c dx = | cp,= n=1,2,...
‘/1; rfym Z n/ YnYm m/ YmYm n ) s

Para qué la serie con esos coeficientes converja realmente hacia f le pediremos que sea C' a trozos:
Una f es C' atrozosen [a,b]=[a,x;]U[x,x2]U---U [x,, b] si

i. fy f’ soncontinuas en cada (xg,Xg+1),
ii. los limites laterales de f, f’ en cada x; son finitos. | @ xp e X b

Si f es C'atrozosen [a,b] laserie Z () yn(x)=f(x) enlos x€(a,b) en que
Teor 1. yn)

f escontinuay enlos x€(a,b) en que f es dlscontlnua lasumaes 5 [f(x )+f(x+)] .

El teorema no dice nada sobre la convergencia en los extremos a y b.

Caso particular de los desarrollos de Fourier son estos desarrollos en series trigonométricas:

{sen"’”‘} n=1,2,.

) v/ +Ay=0 _nx
Los autovalores y autofunciones de | (P) {y (0)=y(L)=0 son A, = L

[Fécil de comprobar. Un problema en [a, b] se llevaria al anterior (con L=b—a ) haciendo s=x—a ] .

Se llama serie de Fourier en senos de f en [0, L] a su desarrollo de Fourier en estas autofunciones:

f(x) = Zb sen™?* , con b,= / f(x)sen™ dx ,n=1,2,. [s]

Ya que el peso es r(x)=1 y se tiene que (y,, yn)szLsenz% dx= %fOL [1-cos 2272 |dx = L.

2 2
Los de | (P ){y“+/ly:0 son A,=" _s Yn= {COS"”X} n=0,1,... [yo:{l}]
Y'(0)=y"(L)=0 | y |, serie de Fourier en cosenos de una f en [0, L] sera:
f(x)z%"+z1ancos%, con a,= / f(x) cos™= dx , n=0,1,2,... | [c]
Pues (Yo, Vo) =f0L12dx=L e (Vn,Vn) =/OL [cosw] de=5%sin>1.

[Ponemos % en la serie para que la formula del ¢,, valga también para a, ]

Otras familias de autofunciones muy habituales (dan lugar a las llamadas, respectivamente, series
en senos impares y en cosenos impares en [0, L] ) son las de estos problemas faciles de resolver:

yu+/ly = 0 _ [2n—1]27r2 _ [211 1 x I ~
{y(O)zy’(L)zo con A, =Ly, = fsen BEEY (y, vy =5 n=12,

"+Ay=0 2n—11272 2n—1]
{i'(mzyy(m:o con A, =257y, ={cos B} (v vy =5 n=12,0

En los 4 casos anteriores la férmula para el coeficiente ¢, de la serie de

_2[F
Fourier (que se deduce de la general (f, yn)/{yn, yn) ) adopta la forma: - LA f@)yn(x) dx|.

[No olvidando el “7" de las series en cosenos, Unicas con ese término, pues las otras empiezan desde n=1].
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Ej 1. Sea ’ f(x)=x, xe[0,1] ‘ . Desarrollémosla en senos, en cosenos y en cosenos impares: !

. _ 1 2x 2 rl )
En senos: b, = 2[0 X Sen nmx dx——— cosrm’x]0 n/o cos nax dx = —.=cosnm,

(e8]
- f(x)=x= %Z% sennmx = %[senx—%sen2x+%sen3x+-~] .

En cosenos, aunque tenemos una tnica formula, hay que hacer dos cdlculos: para ao y para el resto.

a0=2f01xdx=1, an—ZfO xcosnnxdx——sennﬂx] n”fo senmrxdx— ]
- - n=1,2,.
> x=1+ %Z cosnﬂx—%—%Z (2m By C0s(2m—1)mx .
4= 2n-1 1 2n-1
Y el que falta: x= Z [”((Zn o~ 2(2i_1)2] cos 21 2)“, pues cn=2f0 xcos% dx=---

Las tres series, por el teorema 1, convergen hacia x para cada x € (0, 1) . Lo mismo harfa el desarrollo
en autofunciones de cualquier otro problema de Sturm-Liouville. En general no sabremos qué sucede
en x=0 yen x=1, pero si se podrd decir para las dos primeras series, por los argumentos que siguen.

Observemos que todos los sumandos de una serie en senos ( sen“= ) son impares y que ademds todos ellos

tienen periodo 2L con lo que la serie tendrd esas mismas propiedades. Si la f inicialmente definida en
[0, L] que desarrollamos se extiende de forma impar a [—L, L] y luego de forma 2L-periédica a todo R,
esa funcién extendida serd la suma de la serie. Donde sea continua, la serie tenderd hacia su valor (y si no,
tenderd hacia el valor medio, pudiendo aparecer discontinuidades en los extremos del intervalo inicial).

Razonando andlogamente, una serie en cosenos (de sumandos pares y periddicos) convergera hacia la
extension par y 2L-periddica de la f inicial, lo que permite ver también lo que sucede en los extremos.

En el caso particular de que la f sea continua deducimos de las ideas anteriores:

La serie en cosenos de una f continua en [0, L], con f’ continua a trozos, converge hacia
f entodo [0, L] . Para que lo haga la serie en senos debe ser ademas f(0)=f(L)=0.

[Si fuese f(0)#0 6 f(L)#0,la f extendida impar y 2L-periddica no seria continuaen 0 oen L.
Ademas es claro que las series en senos se anulan en 0 y L, pues lo hace cada sumando].

Ej 1*. Ya podemos saber hacia qué convergen en los extremos las dos primeras series del ejemplo anterior.

La serie de cosenos si converge a f en todo [0, 1] . Pero
la serie en senos no converge hacia f entodo el intervalo
(lohaceen [0,1),en x=1 la suma serd 0).

[Aunque las series en cosenos converjan mejor, al resolver
EDPs por separacién de variables no elegiremos el tipo
de series en las que desarrollar las funciones. El problema
nos impondrd unas autofunciones determinadas].

Utilizamos el ordenador para comprobarlo. Para la serie en cosenos sumamos 2 y 5 términos y ya
se tiene una buena aproximacion. Para la de senos, en cambio, ademds de acercarse mds lentamente
se ve que cerca de x=1, aunque sumemos 50 términos de la serie, no se ajusta bien al valor real.

il =
serie en senos
serie en cosenos 2,5y 50 términos
2y 5 términos 11
0.8
0.81
0.6
0.6
0.4
0.4
0.2 021
0 X 0 X
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

[Cerca de las discontinuidades siempre aparecen esos ‘picos’. Es el llamado ‘fenémeno de Gibbs’].

[Aunque se pueden dar argumentos para las series en senos y cosenos impares, no entraremos en ello].
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q — . . Yy +Ay=0
Ej 2. Hallemos el desarrollo de en serie de las autofunciones y, (x) de { Y (0)=y(Z)=0 -

El problema es uno de los 4 conocidos: el de los cosenos impares.

Sustituyendo en las expresiones dadas deducimos las autofunciones: y, = {cos(2n— 1)x} n=1,2,...

Y tenemos la férmula para hallar los ¢, = 7%/2 fon/z mcos(2n—1)x dx = 4 57 sen(2n— l)x] 72

Por tanto: 7 = 42 2n1 " cos(2n—1)x = 4 [cosx — 1 cos3x+1cos5x—Lcos7x---].

T

Como la f desarrollada es continua en [0 ] la suma de la serie Vx e (0 —) serd w=f(x).

*2
Aunque no tenemos resultados generales en los extremos para estas series, en este caso es posible ver que en x=0

3
sies 7r=4[l—%+~-]=4 arctan 1 (pues arctanxzx—%+--~ ), pero que en % suma 0 (los cosenos se anulan).

En cualquier otro punto, por ejemplo, el x=1, con ordenador podemos comprobar lo que asegura el teorema 1:
sumando 100 términos de la serie se obtiene 3.132..., sumando 1000, 3.14227....

Parecemos estar haciendo tonterias escribiendo una sencilla constante como una serie infinita de cosenos, pero
este tipo de cdlculos serd necesario para resolver ecuaciones en derivadas parciales.

Y/ +ay=0
y(0)=y"(7)=0"

x, 0<x<Z 5

Ej 3. Desarrollemos la discontinua | f(x)= { Tcxsn

en serie de autofunciones de {

. ; B 2n-1
Las autofunciones son los conocidos senos impares: y, = {sen%} ,n=1,2,... /2
(2n-1)m

N (2n—1)x 2 /2 (2n—1)x _ 8sen 2 cos __ /4
c,,-;/o f(x)senTa’x—;/0 xsen-=5—= dx= e — /4 ¢

(2n-1)7
7

La serie tiende hacia f(x) en los x€ (0, 7) en que es continua [en (0,%) y (%, 7)],
hacia %[ f(x)+f(x7)]=% enel x=7F donde f es discontinua (y en los extremos no lo sabemos).

[Es claro que la serie suma 0 en x=0 (son O los senos) y el ordenador sugiere que también en x=7x vale 0].

Cuando desarrollemos en cualquier familia de autofunciones que no sean las 4 cldsicas habrd que acudir a la
expresion general de los coeficientes ¢, =(f, y,,)/{(¥n, yn) - Esto nos pasa en los dos ejemplos siguientes.

Ej4. Desarrollamos ’ f(x)=x,x€][0,1] ‘ en las autofunciones del Ej 4 de 3.3: {cos w,x} con tanw,=—

2 2
SEN Wy, COS Wy, _ W +COs“wy,

sen wy, + cosw,—1 _ 2cosw,—1
Wn w2 w2 :

(COS Wy X, COS WpX) = / cos®wpx dx = 1+
Elpesoes r(x)=1 — 0 2

(x,cosw,x) = fo X COSWyx dx =

1

[se)
. _ 2(2cos w,—1)
Por tanto: x = Z S, e
n= 0.8
[Usamos el Maple para calcular varios coeficientes y dibujar algunas

sumas parciales de la serie. Lo primero serd aproximar los wy, : 06
w1 ~0.8603, wy~3.4256, w3~ 6.4373, wg~9.5293 ...

0.4
De ellos deducimos los ¢, :

c1~0.5223, cp)~—-0.4614, c3=0.0460, c4 ~—0.0651 . .. 02

A la derecha estd el dibujo de f(x)=x y de la cuarta suma parcial.
Parece también converger en los extremos, cosa que no sabiamos]. 0% 02 04 06 08 1

Ej 5. Desarrollamos ahora | f(x)=1|enlas y, delEj5de3.3: yo={e™*} e y,={sennmx—nn cos nnx}.

1 _
= (Le™) _ /0 erdx ¢! _ 2e il
0= Tex &) ~ [Tedx  (-e)2 = e+l = N

0.8
(¥n, 1y=[=:L cos nmx—sen nﬂx]o = 1= ( 1) (se anula si n par).
0.6
- 22002 _ l+n2n?
(yn,yn)—f0 [sen NAX+Nn"7T°COS NAX —2N7T SeN NTX COS nnx]dx— 5 o4

2[1-(=DH"]

El desarrollo es, pues: 1= == e+1 e +Z e 25 2]

(sennmx—nmcosnmx). 02

o 0 X
Para cada x€ (0, 1) la suma de los 1nﬁn1tos términos de la serie debe ser 1. 02 04 06 08 1

Maple muestra que la convergencia es buena (incluso en los extremos). El dibujo es sélo la suma del término con
la exponencial y de los dos primeros trigonométricos no nulos (n=1y n=3).
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La teoria de series de Fourier se puede extender para incluir los problemas periédicos. Asi para:

v/ +1y=0
y(=L)=y(L),y' (-L)=y'(L)

se deduce la siguiente serie de Fourier en senos y cosenos en [—L, L]:

nnx nmx

2.2
/ln:”L72r ,n=0,1,..., yo={1}, yn= {cos— senT}

P,) {

pl | f(x) = a” + Z [an cos = + by, sen 7 ] , con coeficientes:

n=1

L L
[1] an:%/_Lf(x)cos%dx,nzo,l,Z,... y [2] bn:%/_Lf(x)sen%dx,nzl,l...,

ya que se cumple: fLL e 2 dt =0 paratodo m y n; fL 12dx =2L;

mmnx n7rx _ |0 m#n mmnx n7rx _ |0 m#n
chos 7= cos “7= dx {Lm— fLsen 7= sen “7= dx {Lmzn'

[Las formulas [1] y [2] también valen para desarrollar una f definida inicialmente en cualquier
otro intervalo [a, a+2L] (cambiando los limites a la integral) pues [ 2L o2 = / 2L en?=1 |.

La serie [p] también converge hacia f(x) en los puntos de continuidad. Y ademds se puede decir
qué sucede en los extremos —L y L (por definir una funcién 2L-peridédica en todo R):

Supongamos que f es C' atrozosen [—L, L] y extendamos f fuerade [-L, L] de
forma 2 L-periédica. Entonces la serie [p] con a,, y b, dados por [1] y [2] converge
hacia f(x) en todos los puntos en que su extension es continua (y en los puntos de
discontinuidad converge hacia % [ fOx)+f (x*)] ).

Teor 2.

Las formulas [s] y [c] para los coeficientes de las series en senos y en cosenos se pueden ver como
casos particulares de [1] y [2]. Si una f es impar en [-L, L], es impar f(x)cos “J* y es par
f(x)sen %5~ . Si f es par, f(x)cos“f* espary f(x)sen > esimpar. Por tanto, an—O y [1]

se conv1erte en [s] en el primero, y en el segundo b, =0 y [2] pasa a ser [c].

0, -1<x<0
x, 0<x<1

Ej6. Sea | f(x) = {

Su serie en senos y cosenos estd casi calculada en el Ej 1

11 (D)= (="
Z+;le g ! cosnmx - HZ sen nmx .

n=1

Viendo su extension 2r-periddica, deducimos que la suma
de esta serie serd 0 en (—1,0] y x en [0, 1) (valores de
la f inicial), pero sumard 1/2 (valor medioentre 0 y 1)
en —1 y 1. Cerca de estos dos puntos de discontinuidad
la convergencia volverd a ser mala y lenta como en todos
los casos, y volverd a darse el fenémeno de Gibbs.
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4. Ecuaciones en derivadas parciales

4.1. EDPs lineales de primer orden

Sea la EDP de primer orden: [E] ’ A, Y)uy+B(x,y)ux=H(x,y)u+F(x,y) |, u=u(x,y).

dy _ A(x,y) | ecuacién

Para resolverla usaremos la EDO de primer orden [e] dx = B(x)) | caracteristica

Si A,BeC' ynoson 0 ala vez en una regién del plano, [e] tendrd en ella unas curvas integrales:

&(x,y) = K| curvas caracteristicas de [E]

E=&(x,y)

n=y (obien n=x)" convierte [E] en:

Por la regla de la cadena, el cambio de variable {
Uy =ugéy+u,
{ui:u:géyc "= Auy+[A§y+BEJug = Hu+ F
Como sobre las soluciones y(x) definidas por £(x,y)=K es &x+§&, % = % [Aéy+BEx]=0, vemos

que [1] pasa a ser una ecuacién en las nuevas variables (&,7) en la que no aparece ug :

[ET| A muy=H(EnDu+FE,n) |, u=u(&n).

Andlogamente, si hubiésemos escogido n=x habriamos llegado a: [E.] | Bu,= Hu + F

(Se observa que tras el cambio queda el término con la variable elegida).

[E'] (o [E.]) es una EDO lineal de primer orden en la variable 7 si miramos la £ como constante
y, por tanto, es resoluble (si F'=0 seria homogénea y si H=0 bastaria integrar). En su solucién
aparecerd una constante arbitraria para cada &, es decir, una funcién arbitraria de &:

u(é,n) =p(é) e/ &dn +ef%d'7/% e~/ adn dn, con p arbitraria de C'.
Deshaciendo el cambio queda resuelta [E] en funciéon de x e y . En la solucién general, como se ve,
siempre aparece una funcién arbitraria de las caracteristicas.

(Cémo determinar una nica solucién de [E]?, es decir, ;como precisar la p
arbitraria? Cada solucién describe una superficie en el espacio. Generalizando
los problemas con datos iniciales para EDOs definimos:

El problema de Cauchy para [E] consiste en hallar la solucién u(x,y) que
tome valores dados sobre una curva G del plano xy, es decir, que contenga

una curva dada I' del espacio. En particular, si G es unarecta x=cte 6 y=cte [por ejemplo, si
se pide u(x,0)=f(x) ], se tiene lo que se llama un problema de valores iniciales.

., L. dy y-1 . . .

Ej1 (y—Duy—xu,=2x%y | Laecuacién caracteristica - == se puede mirar como lineal:

: = d 1 of1/x_1 Cc. 1 c :
u(x,0) =0 F=-Z+1.¢ / M=l y=C4lfxax =< 11 (0 yp=1 aojo).

O separable: f%z ‘f—i, In(y—1)=C-Inx, y—lzCe"“"z% — xy—-x=C caracteristicas.

Mis cortos resultan los célculos haciendo:
gerl=l { uy=xug — —xu,=2x>y, u =—2xy=—277(£+1) ==2£-27.
n=x ux=y—Dug+uy, U > n ~
Integrando: u(&,n)=-2én-n+p(£). La solucién general es, pues: u(x, y)=x>—2x2y+p(xy—x).
[Peor: {‘f =aiy=1 {”y SXugtun
n=y ux=(y—1Dux
[Aunque en hemos visto qué ecuaciones quedaban eligiendo 7=x 6 y conviene hacer el
cambio, usando la regla de la cadena, para detectar posibles errores en la caracteristicas].

'
2
— (y—l)u,]=2x2y, ""7=§2(,7__771)37 u:_fz[(n—;l)z"'lli—l ] +p (&) ]

Imponemos el dato inicial: u(x,0)=x>+p(—x)=0, p(—x)=—x>. Para precisar la p llamamos
R S () I ) Sy SR R e

41



Y

uy+2uy=u—x+2y | =1 2y=x+C. x-2y=C caracteristicas

Ej2. x
u(x,x)=1-x [0 2y-x=C, 0 y-%=C, todas pueden valer|.
E=x-2y [uy=2ug+uy o _ - _ _ Yo solucién
{UZY {ux:u,g , Up=uU—¢& — M—P(f)eu:i)jou(x,y)—p(x 2y) e¥+x=2y general

ien: {72y [uy=—2ug _u¢ - 1124 & = g(x—27y) e/ 24x— ;
O bien: {77=X ’{ux=u.f+u;7’u"_ 5= — u=q(&) e+ £=q(x—-2y) e*/*+x-2y, casi como antes.

X

Imponiendo el dato: u(x,x)=p(—x)e*—x=1-x, p(—x)=e™™, p(v)=e’ —

u(x,y)=e*e’+x—-2y=e*Y+x-2y (parecidoconla ¢).

Comprobando: u(x,x)=1+x-2x. uy=—e*"7-2, uy=e""Y+1, ¥ Y =" V+x-2y—x+2y.

Yuy+Xux=2u | gy _y lincal

u(x,1) = x° =y — y=Cx — {;f;i/x_) nu, =2u (lineal homogénea)

Ej 3.

= u=pEn*=p(3)y*, ulx, N=p(;)=x>, p(r)=75; u=%.
[La solucién es tnica, pero, como se ve, no llega mds allade y=0].

No siempre los datos de Cauchy (como los anteriores) determinan una sola solucién de la ecuacion.

Ej4. yzuy+ux=2xu %=y2 (separable), £=K—x — x+§=K caracteristicas. ,,"15
l _____ iy == -
=x+=
{é: Y = uy=2xu=2nu — u:p(f)e”zzp(x+l)ex2, peCl.
=X [mejor] Y
1
é—‘:x+l 2 ng_T, 28 2 1 _2& 1 _ 1L
Yo S yu,=2xu — u,=(=3-=)u > u=q(&e” 7T=q(x+<)e v
{ley [peor] 7 ! ("2 TIS) ( y)

[Aunque no lo parezca, las expresiones con p y g definen la misma solucién general].

Impongamos ahora diferentes datos de Cauchy a la ecuacién y veamos lo que resulta:

u(o D=1 = platl) e’ =125 pr)ze (=17 o o i 2T
1=
Obien, g(x+1)e1=2¥ =1 25" ev-1 /7

=1 — qv)=
Estos calculos han determinado de forma tnica la solucion del problema de valores iniciales.

1/y=
u(0,y)=y| — p(%):y L p(v):% - u :ﬁ e*’ , que también parece ser dnica.

u(x, —%) =0|y |u(x, —%) =1/|. Ahora estamos imponiendo datos sobre una caracteristica.

Para el primero: p(0) e¥’=0.Lo cumple toda peC' con p(0)=0. Infinitas soluciones.

X

Para el segundo: p(0) e¥'=1, p(0)=e" ’ Imposible. No tiene solucion.

se acaba en p(cte)=algo,

Datos sobre caracteristicas dan lugar siempre a 0 o co soluciones .
que puede ser constante 0 no

Ej 5. ’2xuy —u, = 4xy ;’—z = —2x — y+x? = K caracteristicas.
a2
{i:iﬂc — 2xuy =4xy, uy=2n — u =p(&) +1% = p(y+x?) + y*.

&-n?

— 2 =
{g—‘—y+x — —14,7=4xyy = agn-4n® - u=q(&)+n*-26n* =q(y+x?)-2yx*-x*.

n=x
Imponemos como en el ejemplo anterior varios datos de Cauchy y analizamos la unicidad:

p(y+1)+y*=0, p(v)=—(v-1)* 2 2_ .4
1,y)=0| — — u=2y+2x=—2yx —x"—1.
u(1,y)=0 g(y+1)—2y—120, g(v)=2v—1 u=2y+2x*—2yx-—x
[Solucién dnica, p 6 ¢ fijadas Vv. x=1 no es tangente a las caracteristicas].

— p(0)+x*=0. Imposible, no hay solucién. Dato sobre caracteristica, como:
— p(0)=0.Cada peC' con p(0)=0 da una solucién diferente: hay infinitas.

En general, no sélo hay problemas de unicidad si se imponen datos sobre caracteristica, sino también cuando
hay tangencia entre la curva G y las caracteristicas. De hecho se prueba que si G no es tangente en ningin
punto a las caracteristicas hay solucién vinica del problema.
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4.2. Orden 2. Clasificacion y problemas casicos

Clasificacion, formas canénicas y soluciones

Consideremos [E] L[u]=| Auyy+Buyxy +Cuxx+Duy+Euy+Hu=F(x,y)

Nos limitamos en estas notas al caso de que A, B, ..., H sean constantes (A, B y C no todas
nulas). Como en las de primer orden, quizds un cambio de variable bien elegido haga desaparecer
términos de [E], de forma que resulte una ecuacidn resoluble elementalmente. Hagamos un cambio
genérico y analicemos la expresion de [E] en funcién de las nuevas variables:

:g =p¥+ay - oon p,q,r,s constantes y jacobiano J=ps—qgr#0. Entonces:

n =rx+sy

Uyy = q2u§§ + 2qsugy + szu,777

Uyy = pQuigs +(PS+qr)ug, +rsuy, —
Uyy = pzu&e + 2prugy, + r2u,7,7

Uy = qug + Sity
Uy = Pllg + Tty

[q2A+qu+p2C]u§§+ [2qu+(ps+qr)B+2prC]u§,7+ [s2A+rsB+r2C]u,7,7+ e
= A'uge+ Bugy+ Cupp+--- = F(£,n) [los puntos son los términos en ug , u, y u|.

q*A+pgB+p*’C=0
sPA+rsB+r’C=0 -~

Si B2-4AC>0y A#0 podemos elegir p=r=11y q,s = ﬁ[—Bi VB2—4AC] .
[Si A=0y C#0 tomamos g=1, p=0y s=1, rz—g; A=C=0 es casotrivial].

Intentemos hacer A*=C*=0 eligiendo p, ¢, r, s adecuados. Para ello debe ser:

Si B>—4AC=0, q y s coinciden y seria J=0.Y sies <0, ¢ y s serian complejas.

Ademis, es ficil verificar que (B*)?—4AC*= [B*>~4AC] J? y, por tanto, el signo de BZ—4AC no
varia con cambios de coordenadas. Todo lo anterior nos lleva a definir:

>0 hiperbélica
Si B2-4AC =0 se dice, respectivamente, que la EDP [E] es parabélica
<0 eliptica

Encontremos la forma mds sencilla en que podemos escribir [E] (su forma canénica) en cada caso.
Si es hiperbélica, arriba hemos visto que se convierte con el cambio

{f — x _ B=VB-4AC

SA -V |en Bugy+---=F.Como (B%)?>0, podemos escribir la

n=x - BEVBAAC forma canénica de las hiperbélicas: ’ ugy+---=F*(&n) ‘ )

A las dos familias de rectas £=K , n=K se les llama caracteristicas de [E].

Si [E] es parabdlica, sélo tenemos & =x— % =K [una familia de caracteristicas]. Para esta & es
A*=0,y como (B*)?—4AC*=0 también es B*=0.Como 7 se suele tomar 7=y . Asi haciendo

{f =x- % y | y dividiendo por C* se obtiene la
n=y forma candnica de las parabdlicas: ’ Upyy+--=F"(&n) ‘ .

. s gs ... 2Ax—-By - VAAC—-B2 sos
Si es eliptica, las &, n son rectas complejas: == — +i——5—y (no hay caracteristicas reales).

Pero no es dificil comprobar que el cambio:

_ 2Ax-By
{f ~ V4ac-B? | lleva [E] a la forma canénica de las elipticas: ’ UggtUpy +---=F*(&n) ‘ .
n=y

[Si A, By C sonno constantes y es B(x,y)’—4A(x,y)C(x,y) >,=,< 0 encada (x,y) deunaregién
Q del plano se dice, respectivamente, que la EDP [E] es hiperbdlica, parabélica o eliptica en Q. Las
caracteristicas en este caso general son soluciones de EDOs de primer orden (quizés no resolubles)].
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Ejl | uyy—4uxy+Sux+u=0 ‘ — B?2-4AC=-4<0, eliptica. Con el cambio de la pagina anterior:

Uyy = duge+dugptuy,
— Uxy = 2u§§+u§,,

Uxx = Ugg

& =x+2y o, Uy = 2ug+uyg,
n=y Ux = Ug

Llevéndolo a la ecuacion se llega a la forma canénica: | ugg+uyy+u =0

Ej 2. ’ Auyy— AUy +ux=0 ‘ — B2_4AC=0 — parabdlica en todo RZ.

El cambio en este caso seria & = x + 2, o mejor (son las mismas caracteristicas):
D

Uyy =Uge+2Ugy+iyy,

— 2%+ Uy =Ug+u

Uxx = 4u§§
Esta forma canénica tan sencilla se resuelve facilmente: u,,= p(§) — u=np(&)+q(é) .

Por tanto, la solucién general de la ecuacién es:

, con p y g funciones C? arbitrarias.

[u(x,y) = y p(2x+y) +g(2x+y)

Como en este caso, a veces es posible hallar elementalmente la solucién general de [E] tras ponerla
en forma canénica (en la mayoria, como en el ejemplo 1, serd imposible). Identifiquemos las formas
candnicas resolubles:

Si solo hay derivadas respecto a una de las variables: | u,,+ E'u,,+Hu = F"|.

Esta lineal de orden 2, ordinaria si la vemos como funcién de 77, se integra viendo la ¢ como
un pardmetro. Un par de constantes para cada ¢ dan lugar a dos funciones arbitrarias de &
en la solucién. La ecuacién, como vemos, debe ser parabdlica.

Si solo aparece us, y una derivada primera: | us,+Dus=F* ‘ 0 ’ Ugn+ Eup=F"|.

La primera se resuelve haciendo ug =v: la lineal de primer orden v, +D" = F* se resuelve
viendo & como pardmetro. La v contiene, pues, una funcién arbitraria de &. Al integrarla
para hallar la # aparece otra funcién arbitraria (de 7). Las cosas son andlogas cuando en vez
de la us aparece la u,, . La ecuacion es hiperbdlica.

[En las EDOs de segundo orden aparecen dos constantes arbitrarias; aqui hay, en los dos casos,
dos funciones arbitrarias (evaluadas en las caracteristicas como en las EDPs de primer orden)].

[También se ve que, al aparecer dos funciones arbitrarias, para aislar una tnica solucién de la
ecuacién se deberan imponer dos funciones dato. En la pagina siguiente se presentard el problema
de Cauchy para las EDPs de segundo orden].

[Otras pocas EDPs mds pueden llevarse a estas formas resolubles haciendo cambios del tipo
u=ePYe?*w que hacen desaparecer alguna derivada de menor orden o el término con la u ].

[Ni la ecuacion del calor u;—u,, ni ninguna eliptica son resolubles por este camino].

Ej3.| uyy +Suxy +4uxy +3uy +3u, =9 | — B2—4AC=9,hiperbélica.

Uyy =Ugg +8ugy + 161y,
= Uxy = —Ugg —Sugy — 4y,

Uxx = Ugg +2Ugn + gy

BevB=IAC _ | _ [§=x-y _uy = -ug —duy
2t 4 n=x—4y Uy =Ug + Uy

Sustituyendo en la EDP se llega a: ug, +u, = —1, del segundo de los tipos citados. Para resolverla:

up=v - ve=—v-1 > v=p(ne? -1 - ulEn=ph)es+qé-n

La solucién general es, pues: ’ u(x,y) = px—4y)e¥™> +q(x-y) +4y—x ‘, con p, g arbitrarias.

[La ecuacion similar uyy+ Suxy+4uxx+3ux=9 — u.f,]—%u,]—%ug =-1,noes resoluble].
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Unicidad de los problemas clasicos

(Qué datos adicionales se piden a la EDP lineal [E] L[u]=F de orden 2 para aislar una tnica solucion? Para
una EDO de orden 2 se fijaba el valor de la solucién y de su derivada en el instante inicial. En una EDP de
primer orden se daban los valores de u# en toda una curva G (no tangente a las caracteristicas). Cuando [E]
era resoluble aparecian dos funciones arbitrarias en la solucidn. Todo lleva a plantear el

Problema de Cauchy para [E]: hallar la solucién que tome unos valores dados de u
y la derivada uy, en la direccién del vector normal sobre una curva G del plano xy.

[Geométricamente: hallar la superficie solucién que contenga una curva dada y
tenga en cada punto de ella unos planos tangentes también dados. La derivada
normal uy serd casi siempre una derivada parcial: u, o u, ].

En particular, al tomar como G el eje x se tiene el problema de valores iniciales que consiste en hallar la
solucion de [E] que cumple u(x,0)=f(x), u,(x,0)=g(x). Como en las de primer orden se prueba que:

Si los datos f y g son derivables y el eje x no es una recta caracteristica de la EDP,

Teor 1. o . L
el problema de valores iniciales tiene solucién tnica.

(Es el problema de Cauchy adecuado a toda EDP de orden 2? No, no lo es. En los problemas reales surgen
condiciones mucho mas variadas: en unos casos condiciones iniciales y de contorno a la vez, en otros sélo
de contorno... Ademds los datos de Cauchy tienen malas propiedades para algunas EDPs. Por ejemplo, para
Laplace (sin caracteristicas reales) un problema de valores iniciales tiene solucién tnica pero puede no tener
‘dependencia continua’ (variando poco los datos, varian mucho las soluciones). Conozcamos los principales
problemas asociados a las ecuaciones clasicas en dos variables [en mds variables las cosas son andlogas].
Solo (P;) serd de Cauchy. Para cada uno habria que probar (y esto es muy complicando, en general) que tiene
solucidn Unica y dependencia continua (se dice entonces que el problema estd ‘bien planteado’).

Ondas. La ecuacién de ondas es la tnica de las clésicas resoluble a partir de su forma candnica.
Para la cuerda infinita si es un problema bien planteado este problema de Cauchy:

problema puro de P)) utt—c2uxx =F(x,t), x,teR u@y\
valores iniciales: ! u(x,0)=f(x), u;(x,0)=g(x) () _

(tiene sentido real cuando ¢ es pequefio y estamos lejos de los extremos).

B>—4AC =4c?, hiperbélica. Caracteristicas x+ct=K (pagina 43).

El teorema 1 nos dice que hay solucion tinica y se puede probar la dependencia continua.
La resolvemos = x+ct Uxx =Ugg+2Ugp+u .
ara F=0: {f_x VR 2 o o ~4c%ugy=0, icz)ggflica -
p =Y. n=x—ct Us=C [u§§—2u§,7+u,7,7]

ug=p (&) — u=p(&)+q(n). Lasolucion general de la ecuacion de ondas homogénea es:

’ u(x,t) = p(x+ct) + g(x—ct) | ,con p y g funciones arbitrarias de C2.

px)+qx) = f(x) . {p’(x) +q'(x) = f(x) p’y ¢’ son las mismas

, derivadas ordinarias
cp’(x) —cq'(x) = g(x) p'(x) —q'(x) = %g(x) en ambas expresiones.

— 2’ (X)=f'(x)+1g(x), p(X)=3f(X)+5 [T g(s)ds+k, q(x)=3f(x)—5 [, 8(s)ds—k —

Imponiendo los datos: {

x+ct formula de
uCr.t) =3 [fOrrenefa—en]+ £ [ g(s)ds | RIER S

x—ct

u(x,0)=f(x), u(x,0)=g(x)
M(O, I)Zho(l) s M(L’ t):hL(t)

Uy —cluc=F(x,t), xe[0,L], teR
Para la cuerda finita se ve que tiene solucién tnica | (P) {

Sus extremos se mueven verticalmente segiin ho(t) y hp(t) dadas [un caso particular importante
es que estén fijos u(0,¢)=u(L,t)=0]. Como siempre que hay extremos, aparecen condiciones de
contorno adicionales y el camino habitual para resolverlos serd la separacién de variables.
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u;— kuyy=F(x,t), xeR, t>0

Calor. Para la varilla infinita el problema adecuado es: | (P3) {u (x,0) = f(x), u acotada

Se prueba que esta bien planteado. Basta un solo dato, la distribucién inicial de temperaturas f(x), para fijar
las posteriores [t =0 es caracteristica y (P3) no es problema de valores iniciales tipico]. Para resolverlo se
necesita la transformada de Fourier de la ltima seccion adicional 5.4.

Para la varilla acotada hay varias condiciones de contorno, con diferentes significados fisicos. Si
los extremos toman a lo largo del tiempo las temperaturas dadas /o (¢) y hp(t) se tiene:

uy — kit = F(x,t), xe(0,L), t>0
u(x,0)=f(x), u(0,t)=ho(t), u(L,t)=hg(t)
Si lo que fijamos es el flujo de calor en los extremos obtenemos:

U — kityy = F(x,1), x€(0,L), 1>0 [En particular, si ho(t) = hy(t) =

0 i
u(x,0)=f(x), ux(0,8)=ho(r) ,ux(L,1)=hy (1) los extremos estdn aislados].

(P4) {

(Ps) {

Combinando u y u, se expresa la radiacién libre de calor hacia un medio a temperatura dada:
(u(0,)—au,(0,1)=ho(t) 6 u(L,)+buy(L,t)=h.(t),con a,b>0 |.

[Si el extremo x=L estd mds (menos) caliente que /j, irradia (chupa) calor pues u,=(hp—u)/b<0
(>0) y el calor viaja en sentido opuesto al gradiente de las temperaturas; igual en el otro extremo].

(P4) 6 (Ps) (y los otros 7 problemas que aparecen combinando los 3 tipos de condiciones) estdn bien planteados.
Probemos la unicidad. Si u; y u son soluciones, u=u;—u, cumple el problema con F=f=hg=hp =0.
Nuestro objetivo es deducir que u=0. Multiplicando la ecuacién por u e integrandoen x entre 0 y L:
fOLuutdx—k/OLuuxxdx = %%/()Luzdx—k[uux] E(];,’:))+kf0Luidx =0 = %fOL [u(x, t)]zdx <0

[si u=0 6 u,=0 en los extremos la implicacion es clara; es también facil verlo si u—au,=0,a>0

0 si u+bu,=0, b>0;no se puede probar la unicidad si a<0 6 b <0 (fisicamente inadmisible)].
La tltima integral es una funcién U(t) no creciente (U’ <0), que cumple U(0) =0 (pues u(x,0)=0) y es
U(t) >0 (integrando positivo). De las tres cosas se sigue que U(#)=0 = u=0, u; =u; . Unicidad.

Laplace. Los problemas son de contorno. Los dos mds importantes son:

Problema Au=F en D Problema Au=F en D D dominio
de | (Pp) { de | (PN)Y T s -
Dirichlet: u=f endD Neumann: un=f en dD

con D abierto acotado y uy derivada segutn el vector normal unitario exterior n.
Si la ecuacidn estd describiendo una distribucién estacionaria de temperaturas en una placa, en
(Pp) fijamos la temperatura en el borde y en (Py) el flujo de calor en direccién normal al borde.
Si F 'y f sonregularesy 0D es C' atrozos, el (Pp) es un problema bien planteado.

Probemos su unicidad mediante una férmula que generaliza la integracién por partes a R*:

Férmula 2 A ~ ~ 5
de Green | S€2 U€C (D)NCY(D) . Entonces //D u Au dxdy = ng Uity ds //D IVul||* dxdy

[Identidad uAu=div[uVu] - || Vul* y teorema de la divergencia // divfdedy =4 fnds ]
D

oD
uy, uy soluciones de (Pp). u=u;—uy cumple el problema con F'=jf=0. Por la férmula de Green:

// |IVul> dxdy =0 = Vu=0 = u=cte = u=0 (pues u=0 en 9D ).
D

Para que (P, ) pueda tener solucion es necesario que F y f satisfagan la relacion:

_ [basta aplicar el teorema de la
//D Fdxdy = jéD fds divergencia a Vu para verlo],

y si el problema de Neumann (P ) tiene solucion, esta contiene una constante arbitraria.

Ecuacién y condicion de contorno s6lo contienen derivadas. En la prueba de la unicidad, podemos dar
todos los pasos excepto la dltima implicacién. Se dice que (Py) ‘tiene unicidad salvo constante’.

Ademéds se imponen a Laplace condiciones del tipo u+auy=f, a >0,y hay problemas mixtos con
condiciones tipo Dirichlet en partes de d D , en otras tipo Neumann... (todos con solucién tinica).
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4.3. Separacion de variables. Ecuacion del calor

Este antiguo método nos permitira hallar la solucién (en forma de serie de Fourier) de parte de los problemas
clasicos citados en 4.2: los planteados en un intervalo finito en una variable. En esta seccion resolveremos
varios para el calor en varillas finitas. En 4.4 y 4.5 veremos los de la cuerda finita y los de Laplace.

Empezamos resolviendo un problema homogéneo (lo son ecuacién y condiciones de contorno).

u(x,0) =f(x) [ci]
u(0,t)=u(L,1)=0 [cc]

u;—kuy=0, xe(0,L), t>0 | [edp]
Sea [Pq] {

No hay fuentes de calor externas, los extremos de la varilla se mantienen a O grados y
suponemos que los datos iniciales vienen dados por una f quees C' atrozosen [0, L] .

Busquemos soluciones de la forma u(x,)=X(x) T(¢) . Debe ser entonces:

XT'-kX"”T =0, es decir, Xy = kT_T (mejor que kTX'/zTT/ )
Como un miembro es funcién s6lo de x y el otro de ¢, ambos deben ser iguales a una constante:
14 ’
XT = %TT = —A (ponemos —A para que nos quede la ecuacién habitual).

X"+AX=0 [eX]

Asi obtenemos una EDO para X (x) y otra para T(t): {T’+ AKT=0 [eT] °

El producto de una solucién de [eX] por una de [eT] es entonces solucién de la [edp], para cualquier
valor de A . Pero nos interesan solo las soluciones que satisfacen las condiciones de contorno:

u(0,1)=X0)T(t)=0 = X(0)=0 (sifuese T(r)=0 obtendriamos u=0
u(L,H)=X(L)T(1)=0 = X(L)=0 y nose cumpliriala condicién inicial).
{X(O)ZX(L):() - /ln_ 2 X"l_{sen L ) n—1,2,... .
Llevando estos valores de A ala ecuacién [eT] obtenemos: T’:__k"L2 2”2T — T, = {e—kn27r2t/L2} '

Hemos deducido hasta ahora que para cada n son soluciones de [edp] cumpliendo [cc] las funciones

un(x,t):{e‘k”z”zt/L2 sen 2221 n=1,2,...

Una combinacién lineal finita de las u,, también lo hard. Suponemos que también lo hace la serie:

w(x, 1) =3 caun(x,0) =3 ¢ e~kn*mt/L? gop nEX | [S]
n=1 n=1

Sélo le falta a [S] cumplir la condicién inicial [ci]. Para que lo haga:

> L
> cnsen = f(x) = cn=%f0 f(x) sen ¥ dx, n=1,2,... [c]
n=1

pues la serie es precisamente la serie de Fourier en senos en [0, L] de f, conocida desde 3.4.
La serie [S], con los coeficientes dados por [c], es la solucién de [P].

Observemos que u(x,1) barou 0 Vxe[0,L] (la varilla tiende a ponerse a 0 grados, como era de esperar).

Se deberia ver que la convergencia es suficientemente buena (suma infinita de funciones derivables puede ser
no derivable). Cuando f es C! atrozos, se puede probar que converge en [0, L]x(0,00) y que u; y Uy, S€
pueden calcular derivando término a término (y asi se satisface la ecuacidon). En x=0 y x=L estd claro que
es u=0.Y la condicién inicial se satisface en este sentido: la u(x, ) definida por la serie para >0 y por
u(x,0)=f(x) es una funcién continua salvo en los puntos de =0 en que la f es discontinua.

[Aunque f sea discontinua, se ve que la solucién (como ocurre también en la varilla infinita) es C® para
cualquier 7> 0: las discontinuidades desaparecen instantidneamente. Esto serd muy distinto en la ecuacién
de ondas: para ella las soluciones heredan los picos y discontinuidades de los datos iniciales].
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Si las condiciones de contorno son no homogéneas, comenzaremos haciéndolas 0 hallando una
v que las satisfaga y realizando un cambio de variable. Por ejemplo, para:

ur — kuyy=0, x€(0,L), t>0

[P5] {u(x, 0)= £(x). w(0.0)=Tp. u(L.t)=T; |’ Ty, Ty, constantes,

una v que las cumple es v(x)= [1 - %] To+7 Ty . Haciendo w=u—v, nuestro problema pasa a ser
uno como el [P;] del que acabamos de hallar la solucién:

w,—kwxx=0 o
{w(x, 0)=f()-v(x) = ulx,0)=[1=F|To+ 2Ty +> c, e K771 sen 15X = yiyy
w(0,t)=w(L,t)=0 n=1

con cn:%fOL[f(x)—v(x)] sen - dx, n=1,2,...

Como w—0 cuando r— o0, v(x) es la distribucién estacionaria de temperaturas hacia la
que tienden las temperaturas en la varilla, independientemente de las condiciones iniciales.

[Si Ty y Tr son funciones de ¢, la v(x, ) de arriba sigue cumpliendo las condiciones de contorno,
pero la ecuacién para w resulta ser no homogénea, del tipo de las que vamos a resolver ahora].

[Separando variables directamente en [P,] se llegaria a X(0) T'(¢) =T} (y otra andloga para x=L),
expresion de la que no se deduce absolutamente nada y por eso se debe buscar la v ].

U —tyy =0, x€(0,1), 1>0 |40 gist.

. 1 T sestac. :
Eil | 0)=1, u(0,n=1.u(1,n=0 | > Y@ =1-x. % -
| ‘e

(_l)n+l

p. e 7 sen(nnx).

s 2N

Operando se llegaa u(x,1) =1-x+ 2>

n=1

[No importa que para t=0 sea incoherente el dato inicial con el de contorno en x=1; la solucién serd, como
dijimos, una funcién continua para ¢ >0 y para hallar las integrales el valor en un punto no influye].

Veamos cémo se resuelve el problema no homogéneo con condiciones de contorno homogéneas
(si estas no lo fuesen empezariamos como en [P;] con un cambio w=u—v):

(Ps] ur— kuyy=F(x,t), x€(0,7), t>0 [Tomamos L=n para
3 ulx, 0)=f(x), u(0,t)=u(m,1)=0 abreviar las expresiones].

Las autofunciones del problema homogéneo [P;] eran {sennx},n=1,2,... Probamos en [P3] la
siguiente serie (relacionada con la ecuacién) que ya satisface las condiciones de contorno :

u(x,t) = > T,(t)sennx | conlas T,(t) funciones a determinar.
n=1

_ 2 . . , .,
[Tomando las T),=c, e *""* que aparecieron al resolver [P;], la u satisfarfa la ecuacién con F=0.
Debemos dar mas libertad a las 7,, para conseguir al meter la serie en la ecuacién una F#0].

Llevando la serie a la ecuacion (se supone que es derivable término a término) obtenemos:

ST +kn? T ()] sennx = F(x,1) = 3 Bu(f) sennx = | T + knT, = By (1)
n=1

n=1

con B,(t)= %fonF(x, t) sen nx dx [desarrollo de F(x,t) en senos para ¢ ﬁjo].

E imponiendo a la serie el dato inicial deducimos:

u(x,O):iTn(O) sennx=f(x) = , con cn:%fonf(x) sen nx dx .

Resolviendo la EDO lineal no homogénea para T, con este dato inicial (mediante la férmula de las
lineales de primer orden o, a veces, por tanteo) hallamos la 7}, (¢) y, con ello, la solucién de [P3].

Otra posibilidad (més larga) de resolver [P3] es dividirlo en 2 subproblemas mds sencillos, uno con F=0
(el [P1]) y otro con f=0 que seria como el anterior, pero con las condiciones iniciales 7}, (0)=0. Por ser
ecuacion y condiciones adicionales lineales, la solucidn total seria la suma de las soluciones de ambos.
Como se ve, en general, para los problemas no homogéneos hay que hacer dos desarrollos en serie y
resolver EDOs no homogéneas (frente al tnico desarrollo y las EDOs homogénas de los homogéneos).
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Resolvemos ahora el problema homogéneo para la varilla con extremos aislados:

—kuyx=0, x€(0,L), t>0
[P4] § u(x,0)=f(x)
ux(0,1)=u,(L,1)=0

Separando variables aparecen las mismas EDOs del problema [P;] (claro, es la misma EDP). Pero
ahora cambian las condiciones de contorno de la X :

X"+2X =0 _n’n nrx _
{X’(O):X’(L):O - A, = > n=0,1,2,..., X, {cos [Xo—{l}].

Para estos valores de A se tienen las T, = {e"‘"2 ”zt/Lz} [TO ={1} ] .

. . . . > 2.2 2
Siguiendo los caminos del [P;], probamos la serie: | u(x,t) = —" Z e kn"mt/L" ¢og e
n=1

Queremos que se satisfaga la condicién inicial: u(x,0) = 5 + > cncos 1 = f(x) .

n=1

Asi que los ¢, desconocidos serdn aqi los coeficientes de la serie de Fourier en cosenos de f :

L/o f(x) cos = dx, n=0,1,2,...

Observemos que de nuevo la solucion se puede interpretar como la suma de una distribucion de temperaturas
estacionaria [ ¢, /2] y otra transitoria que tiende a 0 cuando ¢t — oo. Era esperable que toda la varilla
(aislada) tendiese a la misma temperatura y que esta fuese el valor medio de las temperaturas iniciales:

2 = %fOLf(x)dx

Para resolver un problema no homogéneo con estas condiciones en la u, , se prueba, como se hace
siempre, una serie construida con las autofunciones del homogéneo que hemos hallado:

-

u(x, 1)=To(r) + 3 T() cos 2%

n=1

y se resuelven las EDOs que aparecen, con los datos que se deducen del dato inicial de la EDP.

Silas condiciones de contorno fueran uy (0, 1) =Fy(t) , ux (L, ) =Fp(t) (flujo dado en los extremos),
no se puede encontrar (en general) una v(x,7) que sea una recta (se pueden probar pardbolas) y, al
hacer w=u—-v, la ecuacién en w que resulta es normalmente no homogénea.

u; —uyx =0, x€(0,1), t>0 | Tanteando con v = Ax?+Bx obtenemos que v=x> cumple las
Ej2. | u(x,0)=0 condiciones de contorno.

ux(0,0)=0, ux(1,1)=2 Y haciendo w=u—-x? se tiene el problema:
Wi—Wxx =2 - -
w(x,0)=—x2 — w=Ty(t)+) T,(t)cosnax — T + T,+n 2727,] cos nrx =2

( 0
wy(0,1)=w,(1,£)=0 n=1 n=1

[la funcién 2 ya estd desarrollada en cosenos].
Del dato inicial: 7o(0) + )" T, (0) cos nmx=—x 2=t Z cosnmx=—1%+ Z 4 l)nH COS nX ,
n=1 n=1 n=1

1 1 1
pues a0=—2f0 xX2dx=-% , an=—2f0x cosmrxdx—zisenmrx]o — foxsenmrxabc

=— ‘z‘xz c0sn7rx]0+ 5 2/0 cos nmx dx

T =2 d.i. T, +n’7*T, =0 22
Resolvemos, pues: 0 - Tpy=2t+C = C=-1, " T,=a,eTV .
P {To(0)=—% 0 3o (o> = an n=dn
La solucion es, por tanto, u(x,t) = 2t +x2— % - iz e 7 Cos nmx .

n=1

[ u—o00 si t— oo pues ux=2 significa que por la derecha metemos constantemente calor] .
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Un ejemplo no homogéneo, cuyas condiciones de contorno no nos han aparecido aqui todavia:

Para saber qué serie probar, hallamos las autofunciones del
homogéneo. Al separar variables en u;—u,, =0 vimos que
aparecia X”’+1X=0 (yla T’+AT =0 que no es til ahora).

Esto, y las X (0) =X’(§) =0, que salen de los datos de contorno, da las X,, = {sen(2n—1)x}, n=1,2,...

U;—ur,=tsenx, x€(0,Z), t>0
Ej3.| @ % Er 7)
21)=

u(x,0)=u(0,1)=uy(%,1)=0

Llevamos, pues, a la EDP:

u(x, 1) =3 Ty(1)sen(2n—1)x — " [T;+(2n—1)°T, | sen(2n—1)x = tsenx.
n=1 n=1

La F(x,t) de la derecha ya estd desarrollada en esas autofunciones (no necesitamos hacer integrales).

Hemos obtenido las ecuaciones ordinarias: 7{+T1=t y T,+(2n— 1)?T,=0, n>1.

Ademds, del dato inicial deducimos: u(x,0) = Z T,,(0)sen(2n—-1)x =0 — T,(0)=0 Vn.
n=1
— T1=Ce '+ e”fe’tdt =Ce '+t -1

N\
[O mis corto: T,,,=At+B — A+At+B=t].

. p '+T) =
Latnica T,, #0 saldra de: { 1=t

Imponiendo 77(0)=0, hallamos T; y la solucién tnica del problema: wu(x,t) = (e™"+¢—1)senx .

[La ‘serie solucién’ sélo tiene un término y no hemos integrado para dar los 7},(0) y los B, () .
Esto ocurrird cuando f o F sean autofunciones o sumas finitas de ellas. Si el dato inicial
fuese u(x,0)=f(x) no autofuncidn, o la ecuacion hubiera sido u;—u,=F(x,t), deberiamos
desarrollarlas en las autofunciones del problema haciendo las correspondientes integrales].

En este el problema de contorno es mas complicado (aunque acabard siendo problema homogéneo).

ur—kuyy=0, xe(0,1), >0 Vimos en 4.2 que hay unicidad. Para resolverlo lo primero sera
Ej4. | u(x,0)=x hacer las condiciones de contorno homogéneas.
ux(0,2)—u(0,1)=0, ux(1,£)=1| Tanteando con rectas v=Mx+N , se ve que las cumple:

Wwi— kwyy=0
v=x+l > w=u—v — {w(x,O)z—l
wx(0,8)—w(0,)=w(1,1)=0
Separando variables se llega a 7’'+AkT = 0 y al problema de contorno:
X"+1X=0
{X’(O)—X(O):X’(l):o

(problema
homogéneo)

que sabemos que no tiene autovalores < 0.

cr—c1=0

— A=0 no autovalor.
cr=0

Si 1=0: X=ci+crx — {

cow—c1=0
cpcosw—cysenw=0

_ 1 . _senw
= 25 C1T s €l

Si 1>0: X=cq cos wx+cpsenwx, w= VA —>{

— ci(cosw—wsenw)=0 — tanw:%. ! canw

Hay infinitos autovalores 1, =w2 >0 (que se pueden aproximar

numéricamente). Y las autofunciones se pueden poner:
1/w

1
1
1
1
1
i
1
{cos wux +- senw,x} , 0 mejor, X, ={cosw,(x-1)}. P
n 31 4
o2 I
Yendo a la ecuaciénen 7 : !
1
1
1
1

T,={e "} > w(x, =) cn ekt cos wy (x—1) .

n=1

Imponiendo el dato inicial se determinan los c¢,, [serdn aproximados al serlo los 4, ]:

€ 1
W(x.0)=Y enXn(@W=-1 = cn=—gies [ Xalx)dv = —gimmc

n=1

sen 2wy,

1
pues / cos2wn(x—1)dx=%+L[sen2wn(x—l)](l)=%+ o
0 n

4w,
Si es fécil de dar la distribucion estacionaria hacia la que tienden las temperaturas en la varilla:

u(x,t) =w(x, 1) +x+1 = x+1.
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Se puede usar el método en muchas otras ecuaciones separables ademds de la del calor:

Eis | % —Uxx+2u=0, x€(0,%), >0 [El término +2u representa una pérdida de
J > u(x,0)=cos5x, uy(0,1)=u(n/2,t)=0 | calor hacia el medio a lo largo de la varilla].
. damos el 2 mejorala T para ]
Separando variables: u(x,1)=X(x)T(t) — +2 -1 [ obtener la cldsica para la X
X"+1X =0 ux(0,0)=X"(0)T(r)=0 — X’(0)=0
{ T/ +(2+ )T =0 y de los datos de contorno: (Z.1) =X (Z)T()=0 — X(%)=0
{ X AAX =0 d=(2n—1)% X,={cos(2n— 1)x} s 0= —(2+/1,,) T, T,={e2+@ 11}
X'(0) _X(7) =1,2,.

La solucién serd de la forma: wu(x,?) = Z Cn e [2+2n?]1 cos(2n—1)x . Y, por el dato inicial:

n=1

u(x,0) = Z cncos(2n—1)x = cos5x — c3=1 yelresto 0. Asipues: u(x,t)=e>"* cos5x.

n=1

,r Haciendo u=XT en la homogénea:
u;— 2tuxx—3 sen 2x, xe( 5).1>1 o T
a1

Ejo.

[ademzis T’+%T:0].

— Xp={sen2nx}, n=1,2,.... u=) T,(t) sen2nx alaEDP — [T,;+2ti2Tn] sen2nx = 3sen2x.

n=1 n=1
Y del dato inicial u(x,1)= Z T,(1)sen2nx=0 — T,(1)=0 Vn. Sélo es no nula la solucién de:
n=1
T/+27=3
{Ti(lt):10 , T1= 12+12f3t2dt— 5+t LR C=-1.Lasoluciénes u(x,t)= [ t%] sen 2x .

Hasta ahora la EDO del problema de contorno siempre ha sido X”’+1X =0, y, por eso, las series de Fourier
eran con peso r(x)=1. Aqui aparece otra distinta para la que es necesario utilizar la teorfa general de 3.4.

Uy —tlyx—4uy,—4u=0, xe(0,7), t>0 mads corto ahora aqui

E. 7. ’ 14 ’ I/
J u(x,0) =e 2, u(0,1)=u(n,1)=0 u=XT — %=%+4=—/{ —

X" +4X'+(4+2)X =0
X(0)=X(7) =0

Hay que resorver el problema de contorno (y debemos considerar los 1<0). u=-2+V-4.

(en forma autoadjunta [e*X’] +4e¥ X+1e*X=0) y T’+AT=0.

1<0: X=c1e2P)x 4 cre(-2-P)x LX=0. 1=0: X=(ci1+cpx) e 2S5 x=0.

- c1=0
A1>0: X=(c| cos wx+cssenwx)e 2¥, ! o

cre~ 2 senwr =0 /ln=n2, X,,:{e‘zx sennx}, n=1,2,...

2x

., = P . .
Probamos pues la solucién: u(x,t)= Z cpe e  sennx . S6lo falta el dato inicial:

n=1

u(x,0) = Z cn e Psennx=e">* . Aunque hay atajos seguimos con la teoria general:

n=1

Para calcular los ¢, necesitamos hallar (X,,, X,,)= fon ehr em4x &

sen’nxdx = %,
y ademds: (e7>*, X,,) = fo e e sennx dx = -+ cosnx| | = 1= ( D% (=0 si n par).

-(2m-1)2 te—2x

Por tanto, la solucién es: u(x,t) = % Z 2m+1 e sen(2m—1)x.
m=1

Veamos ahora los atajos. El primero es observar que la igualdad de u(x,0) equivale a:

0

Z cpsennx=1 (desarrollo de 1 en senos) = ¢, = % foﬂ sen nx dx (cdlculado arriba).

n=1
El segundo viene de recordar (4.2) que cambios u= eP’*9*w pueden simplificar la ecuacion.
Podriamos tantear, pero en este caso todo pide hacer:

u=e 2w > u,=e Pw,, uy=e"

W —Wxx=0
{w(x,O)zl, w(0,)=w(r, )=

XNy —2w], tyx=e X [Wix—dwy+dw] —

0" primer problema resuelto por separacion de variables.
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4.4. Ondas. D’Alembert y separacion de variables

En la seccién 4.2 vimos que la solucién general del problema puro de valores

iniciales

P)) Ui — Czl/txx =0, x,teR u(x0) y\
P ux,0)=£(x), u(x,0)=g(x) N (%)

era ’ u(x,t) = , P»q€C?,y que la solucién tnica de (P;)

1 B s x+ct formula
u(x,1) = g [feren)+f(x—cn)] + 5 /Ht 8(5)ds | 1ysAlembert

X

venia dada por:

de

La soluciéon de (P;) es suma de dos ondas que viajan a velocidad ¢, una hacia las x crecientes
y otra hacia las decrecientes. A la vista de D’Alembert, llamando G(x)= i fox g(s)ds:

g(x)= %f(x) —G(x) vahacialaderechay p(x)= %f(x)+G(x) va hacia 1

Ej 1. Supongamos f=0 salvo una perturbacién en forma de tridngulo en torno

a izquierda.

A
a 0 y que soltamos la cuerda sin impulso (g=0). / }«
Hagamos un dibujo de la solucién para diferentes ¢ . Bastard trasladar las

dos ondas que viajan en sentidos opuestos [aqui ambas son % f(x) ]:

Ha sido facil dibujar la solucién [bastante mds costaria dar su expresion analitica]
inicial siguen indefinidamente y viajan también a velocidad c. Para que u sea s
(C?),debe feC*y geC'. Si u es continua pero no C2, como ésta, se llama ‘sol

. Los picos de la f

olucion de verdad
ucién débil’.

Ur— CCuxy=F(x,1), x,1€R

u(x,0)=f(x), u; (x,0)=g(x)

Si hay fuerzas externas, el problema es: | (P;) {

Se comprueba que su solucidn es:

clt—7]

u(x,t) = %[f(x+ct)+f(x—ct)] + i/)::t g(s)ds + 5= / /XHC o F(s,7)dsdr [DA]

Se ve que u(x,t) solo depende de los valores de f en x—ct y x+ct [puntos de corte
con el eje x de las caracteristicas que pasan por (x,7)]y de los de g en el intervalo
[x—ct,x+ct] . Este intervalo se llama dominio de dependencia del punto (x,7).Y se
comprueba que el recinto de la integral doble es el tridngulo del plano st limitado por
el eje 7=0 y esas caracteristicas. As{ pues, para dar la solucién u en un punto (x,t)
se necesita sélo: i) los valores de F en el tridngulo, ii) los de g en su base, iii) los de

Ury — =2

Ei2| e 0ror. u(x.0)=3

Utilizando directamente la tltima férmula [DA]:

X+t x+[t—7]

u=3[(x+n)+(x-0)]+1 [

1
1
1
i
x-ct ‘ X x+ct

f enlos dos puntos.

Y 3ds+ 3 ) [TL0T 2ds dr = xa3t42 [ [1-7] dT = x4 30412,

A veces es facil hallar una solucién particular v de la ecuacién no homogénea y asi evitar el cdlculo
de la integral doble, pues w=u—v conduce a un problema mads sencillo con F =0, (esto no se podra
hacer siempre cuando haya condiciones de contorno, pues podrian dejar de ser homogéneas). Por

ejemplo si F depende sélo de x o de ¢ se puede buscar una v(x) ouna v(t):

. Wit — Wiy =0
—Vyx=2 = v=—x>+Cx+K — si v(x)=—x%, w cumple { me U

= w= [+ +0)2+ (=) + (=02 + [ 3 ds = x+x?+243t > u=

Wit —Wxx =0

V=2 = v =43 - (=0
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Pasemos a resolver problemas con condiciones de contorno. En primer lugar, el problema para la
cuerda semi-infinita, sin fuerzas externas y fija en un extremo:

Ugr—cuyx =0, x>0, teR [para que no esté rota,

(P3) {u(x, 0)=f(x), us(x,0)=g(x), u(0,1)=0 debe ser £(0)=01].

D’Alembert exige funciones definidas Vx y f y g no lo estdn cuando x <0. ;C6émo extender estas
funciones a todo R? Si llamamos f*y g* a sus extensiones se debe cumplir la condicién:

w(0,0)=5[f*(et)+f*(=et) ]+ [ g*(s)ds =0, foo° l/\“g o~
es claro que f*y g* han de ser impares respectoa 0, ~*+---
es decir, f*(—x)=—f"(x), g"(—x)=-g"(x) .
Asi pues, la solucién de (P3) es la del siguiente problema (para la cuerda infinita):

{u,t— c2uy=0,x,1€R
u(x,0)=f"(x),us (x,0)=g"(x) ’
pues u cumple la ecuacion, las condiciones iniciales para x >0, y la de contorno. El problema del
uso de [De] es que f*y g* tienen, en general, diversas expresiones en distintos intervalos.

u(x,t)=%[f*(x+ct)+f*(x—ct)]+%/}::t g*(s)ds | [De]

Resolvamos ahora el problema mds general con fuerzas externas y extremo mévil:

Uy —clucy = F(x,1), x>0, teR [debe ahora ser

(Pa) {u<x,0>:f<x>, U (1, 0)=g(x) . u(0.0)=ho(t) | F(0)=ho(0)].

Primero debemos hacer la condicién de contorno homogénea, hallando una v que la cumpla y
haciendo w =u—v, ya que entonces serd w(0,?) =0, aunque probablemente se complicaran la
ecuacion y el resto de condiciones. La v maés clara (no siempre la mejor) es: v(t)=hg(z) .

La solucién del problema en w la dard [DA] si sustituimos sus f, g y F por f*, g*y F*, siendo
ésta dltima la extension impar de F mirandola como funciéon de x .

. Ugp—uUxx=0, x>0,7€eR . .
Ej 3. u(x. 0) =1y (x,0)=0., (0, 1) =72 Hallemos primero simplemente u(1,2) .
Para anular la condicién de contorno podemos usar la v citada: 2o 2
Wit =Wxx=—2 S :{2, x<0 2 A
w=u—-t>2 - {w(x,0)=w,(x,0)=0 — T T2, x50 —
w(0,1) =0 w(x,0)=w,(x,0)=0 -1 1 3

w(1,2)=1 [[. Fr=1 [ (2) dread +(~2)dreal \ ] =3 o u(1,2)=-3+4=1.
[Por ser constantes las F a integrar, nos hemos ahorrado el célculo de integrales dobles. Pero si
F fuese otra, habria que hacer 3 integrales dobles, una para el tridngulo y 2 para el trapecio].

Pero podriamos conseguir un problema sin F', haciendo el cambio con una v mejor. Tanteando
un poco se ve que v=x>+t> cumple la condicién y también la ecuacién:

Wi —Wxx =0 wir—Wxx=0, x,1€R
w=u—-v — {w(x,O):—xz, we(x,0)=0 — {w(x,O)zf*(x)
w(0,1)=0 w(x,0)=0
—w(1,2) = L)+ f (D] =4 — u(1,2) =5-4=1.

Con este segundo cambio no es dificil dar la u(x, ) para todo x,7 >0 (con el primero costaria
mucho). Estd claro que hay que considerar dos posibilidades, pues, aunque x+¢ es positivo, x—¢
puede ser también negativo, y la f* tiene expresiones distintas para valores positivos y negativos:

—%(x+t)2+%(x—t)2=—2tx, x<t (x—t)z, x<t
- U=
0, x>t

w= 3 [f* )+ f" (x=1)] ={

1 2_1 2 2_2
—5 (x+) =5 (x=1)"=—x"—17, x>t
[Como las ondas viajan a velocidad c¢=1 los puntos a distancia >¢ debian estar parados en el instante ¢ ].

[Una condicién de contorno de la forma u, (0,#)=0 (que no trataremos aqui y que representa un extremo de
la cuerda al que se le da libertad de subir y bajar) conduce a extensiones pares].
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Estudiemos la cuerda acotada y fija en los extremos [dnica resoluble por separacién de variables]:

U —c?uxx=0, xe[0,L], teR [debe ser
(Ps) {M(X,0)=f(x), ur (x,0)=g(x) _ _
0 v u(0.0) = u(L.1) =0 F0)=£(1)=01

Para hallar su solucién tnica usando D’Alembert extendemos f y g a [—L, L] de forma impar
respecto a 0 y luego de forma 2/ -periddica a todo R:

S (=0)==f"(x), f*(x+2L) = f*(X) . 8'(=x)=-¢g"(x), g"(x+2L)=g"(x) .

[Entonces f* y g* también serdn
impares respecto a L y tendrén,
en general, infinitas expresiones].

Uy —c?uyy =0, x,1€R

u(x,0)=f*(x), us(x,0)=g"(x) -

La solucién de (Ps) se obtiene entonces aplicando [De] a {

upp—uyx=0, x€[0,1], teR U(X,O)
. _ _ | x, 0=x<1/2 (Puede representar la pulsacion ﬂ f
Ejd. | u(x0)=F(x) = { I-x, 1/2<x<l | dela cuerda de una guitarra).
ur (x,0)=u(0,t)=u(L,1)=0

Es muy complicado hallar explicitamente u(x, )= % [ fr(x+t)+ f* (x—t)] Vx,t pues f* tiene infinitas
expresiones y habria que discutir en qué intervalos se mueven x+f y x—t:

—1-x, -3/2<x<-1/2
* _ X -1/2<x<1/2
S )=V 1n exsan

x-2, 3/2 <x<5/2

Algo mads sencillo, pero atn largo, seria hallar la solucién para un ¢ o un x fijo. Pero si es muy fécil
hallar u paraun (x,) dado. No se necesita siquiera la expresion de f*. Por ejemplo:

h3) = HF) + A = A1)+ £ (D] = A 3) =
f* es 2-periddica f* es impar

Tampoco se precisa conocer f* (si su grafica) para hacer dibujos: basta trasladar % f* aizquierda y

derecha y sumar . Por ejemplo, empecemos dibujando u(x, 1) =3[ f*(x+1)+f*(x—1)]:

El maximo de la grafica de % f* (lade f* con la mitad de
altura), se ha ido al ir hacia la izquierda hasta (1/4,1/4) y al
ir hacia la derecha a (3/4,1/4) . Al sumar dos rectas con la

], misma pendiente sale otra con el doble, y al sumar dos con
e pendiente opuesta queda una constante.

Dibujemos ahora:
=3[ G+ +f(5-1)]
=§[f 3+1)=f(t=3)] -

La gréfica tiene periodo 2. Por las propiedades de f*y g%, la u dada por [De] es %-periédica en 7.

Las complicaciénes de D’Alembert desaparecen sélo cuando las funciénes extendidas son las propias
funciones iniciales, es decir, si son ellas mismas impares y periddicas. Si fuese nuestra f(x)=sennx,
simplemente la solucién Vx, ¢ seria u(x,t)= % [sen(x+t) +sen(x—t)] =senxcost.

w(x,0)= £(x), u;(x,0)=g(x) (hay fuerzas externas y

movemos los extremos)

Ur—Cuyx= F(x,1), x€[0,L], teR
Si queremos resolver | (Pg) {

M(O, t):h()(t) > M(L, [):hL([)

primero se halla una v que cumpla las condiciones de contorno y se hace w=u—v . Tanteando con

funciones v=a(t)x+b(t) se ve facilmente que una posible v es |v(x, )= [1 —%] ho(t) + Thr(t)|.

La solucién del problema en w vuelve a venir dada por [DA], poniendo en vezde sus f, g y F,
las extensiones impares y 2L-periddicas f*, g*y F* (vista F como funcién de x).
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Separacion de variables para ondas

Resolvamos el problema homogéneo para la cuerda vibrante con extremos fijos (que acabamos
de resolver extendiendo los datos y aplicando la férmula de D’Alembert y podremos comparar).

Uy — CCuyy =0, xe[0,L], teR

(Ps) Q u(x,0)=f(x), us(x,0)=g(x)
u(0,t)=u(L,t)=0

Separando variables u=X(x) T(¢) e imponiendo los datos de contorno obtenemos:

XP_11r_ L [X+AX =0, X(0)=X(L)= 0—>/1n_ Xn—{sen"’”‘}

X —eaT T +Ac*T =0 n—l,2,...
Las soluciones 7,, para esos 4, son combinaciones lineales de se L ,n=1,2,...
Asi que las u,(x,t)= [kn cos ™ L sen"’ZC’ ] sen™7* , satisfacen EDP y condiciones de contorno.

l’l7l'Cl X

L

Probamos, pues: | u(x,t)= Z [k cos Z€L + ¢, sen

n=1

] sen X

con k, y ¢, constantes que debemos determinar (en el calor sélo quedaba una arbitraria). Para que
se cumplan las condiciones iniciales (que aqui son dos):

u(x,0)= Zk sen 7 = f(x) — L/o f(x)sen 5= dx, n=1,2,.

n=1

> L
ur(x,0)=>" e, sen E =g(x) — | cp = mzw ) g(x) sen™*dx, n=1,2,...

nnc
L

Se prueba que la serie converge y satisface realmente el problema si las extensiones impares y de periodo
2L de fy g son C?y C!, respectivamente. Si f, g no son tan buenas, la suma de la serie es lo que
llamamos una solucién débil (en las ondas, como ya se dijo, no desaparecen las discontinuidades).

Para ciertas cuestiones (valores concretos, dibujos .) es mejor D’Alembert, pero la serie muestra mejor
otras propiedades. Por ejemplo, por ser T—perlodlcas en t las u, , tambien u tiene este periodo.

Observemos ademds que la solucién aparece como suma infinita de ‘modos naturales de vibracién’

[ sen™7* ] cada uno de los cuales vibra con una frecuencia “7< (las ‘frecuencias naturales’ de la cuerda).

En términos acusticos u; da el tono fundamental (su frecuenc1a es ”L‘ )y los demds son los ‘arménicos’
(de frecuencia mdltiplo de la anterior).

Como siempre (y como con D’Alembert), para empezar a resolver por separacion de variables, han
de ser las condiciones de contorno homogénes. Y para resolver los problemas no homogéneos
se probarian series de autofunciones del homogéneo.

- =0, x€[0,1], teR u(x,0)
ez G " (Ejemplo 4 de antes que podia f
Ej 4*. u(x,0)=f(x) = { ’lf_x OSIJ/CZSQ/C<1 representar la pulsacion de la A X
ol dad it .
i (x,0)=u(0, 1) =u(L, £)=0 cuerda de una guitarra)

Basta copiar de arriba: u(x,t) = Z ky cosnnt sennmx (2-periédica),

n=1

con k, = 2f01/2x sennmx dx + 2/}2 (1-x) sennmx dx

2(1- 1/2 1
= 2X - CO8 mrx]0 ( x) cos nnx] it %rfo / cosnmx dx — %//2 cos nax dx
= i[— coslf + cosﬂ] + 2 sen™ +—25 sen = 15 senZ (=0 si n par).
7Y 4 2 2 n27r2 2 I’l271'2 2 = 2 2 p

(Pulsando la cuerda en el centro desaparecen los arménicos pares).

También aqui las cosas serian muy simples si fuese f(x)=sen zx, pues no habria que calcular integrales:

u(x,0) =Z kysennnx =sennx — k=1 ylosdemds 0 — u(x,t) =costsenx.

n=1
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urr—uxx=0,x€[0,7], teR a) Resolverla por separacion de variables.
EjS. | u(x,0)=0, u,(x,0)=x b) Calcular u(2,2) mediante la formula de D’Alembert
u(0,t)=u(m,1)=0 y comparar ese valor con el que proporciona la serie,

a) Rehacemos célculos sin mirar lo anterior. De los datos 0 se deduce X (0)=X(x)=0y 7(0)=0.
{ X"+AX=0 T"+AT=0

X(0)=X (1) =0 T(0)=0 — T,,:{sennt},n:l,Z,...

— /lnznz,an{sennx}, {

o0
T
— u=) cpsennrsennx. u;(x,0)= > nc, sennx=x — ncnz%fo xsennxdxz—zc"%.

n=1 n=1
o

Por tanto, la solucion es la serie: u(x,t) = Z

2(_1)n+l
=7 sennt sennx .

n=1 i
b) u(x,t)= % fx )it g*, con g* extension impar y 2x-periddica de x . /

u(2,2)= % f04 g'= %fon sds + %f:(s—Zﬂ) ds=4—4n+n?= (n1-2)2.

02(”_2)s ds=(n-2)%.

[Sumando 10 términos de la serie con x=¢=2 se obtiene u(2,2)~1.3047 yes (7-2)?~1.3032].

O como es impar respecto a 7 : u(2,2) :%

Ecuacién de ondas (no homogénea) con un término mds (podria representar un rozamiento con el medio):

Upr+2u; —uyy =(1+2) senx, x€[0, 7], t€R | Separando variables en la ecuacién homogénea:

Ej6. u(x,0)=u;(x,0)=u(0,t)=u(mx,t)=0 u=XT — X(T"+2T")=X"T, %z%:—/l.
’” _
{i(o-;i);_(::):o - an{sennx}, n=1,2,... [yademds T+ 2T, +AT, =0 que aqui no se usa].

Llevamos a la EDP: u(x,1)=)" T,,(¢) sennx , obteniendo %' [T+ 2T+ n’T,, | sennx = (1+2) senx.
n=1 n=1 ya desarrollada
Ademds: u(x,0)= )" T,(0)sennx =0, u;(x,0)=>" T, (0)sennx =0 = T,(0)=T,(0)=0 Vn.
n=1 n=1
T{'+2T{ +T1 =t+2

Todas las ecuaciones son homogéneas con datos nulos (y es 7, =0) menos { T,(0)=T](0)=0 °

d.i.
Ti=(c1+cat)e '+ [pu=—1 dobley Tj, =At+B | =5 ’u(x,t) =1 (1-e")senx ‘

Acabamos la seccién con algunas reflexiones sobre el método de separacion de variables.

Todos los problemas que hemos visto estaban formados por una EDP lineal L[u]=F,con L lineal (es decir,
Llauy+bus]=aL[u;]+bL[us]) y unas condiciones adicionales lineales también.

Ha sido posible resolverlos porque todas las ecuaciones eran ‘separables’ (hay EDPs que no lo son) y los
recintos que aparecieron eran ‘simples’ (limitados por ‘variable=cte’ ).

Siempre nos hemos ocupado primero de garantizar que fueran homogéneas las condiciones de contorno.

En todos los problemas homogéneos hemos buscado soluciones de la EDP que eran productos u = XT ,
y ello nos llevé a unas X,, autofunciones de un problema de contorno y unas 7,, soluciones de otra EDO
también homogénea. Gracias a la linealidad pudimos construir la serie u(x,) =3, ¢, T, ()X, (x) y fijamos
los ¢, imponiendo la condicién inicial (o las condiciones) y haciendo desarrollos de Fourier.

Para los problemas no homogéneos, buscando también una serie solucion, metimos en la ecuacion una serie
cuyos términos eran productos de las autofunciones del problema homogéneo por funciones a determinar
de la otra variable. Resolviendo la familia resultante de EDOs lineales no homogéneas con las condiciones
que se deducian de las condiciones iniciales, obtuvimos la solucién.

En los problemas resueltos hasta ahora necesariamente habia dos condiciones de contorno y, ademas una
o dos condiciones iniciales. Resolviendo Laplace en 4.5 veremos que a veces las condiciones de contorno
no estdn a la vista (por ejemplo, en un circulo se exigird periodicidad); y, en vez de condiciones iniciales,
aparecerdn otras dos de contorno (quizds alguna tampoco escrita, como la acotacién).
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4.5. Separacion de variables para Laplace

En esta seccion resolveremos por separacion de variables problemas para la ecuacién de Laplace (homogénea
y no homogénea) tanto en coordenadas rectangulares como en polares y tanto para problemas de Dirichlet,
como de Neumann, como mixtos. En cartesianas el problema de Sturm-Liouville a resolver serd en x oen y
seglin convenga (sus papeles son intercambiables), pero en polares serd el de la 6 (para la EDO de siempre,
preferible al de la ecuacién de Euler que aparece para la r).

Comenzamos por el problema de Dirichlet en un rectangulo, es decir:

Au=F(x,y), en (0,a)x(0,b) bt
[P1] {M(x, 0)=f,(x), u(x,b)=fp(x) a) )
u(0,y)=80(y), u(a,y)=ga(y) ot a

Por ser lineales la ecuacién y las condiciones, bastaria resolver los 5 subproblemas que se obtienen al
hacer 4 de las 5 funciones que aparecen igual a 0 y sumar las 5 soluciones. Comencemos resolviendo,
por ejemplo, uno de los 4 problemas para la ecuacién homogénea:

Au=0, en (0,a)x(0,b) n(6 ) =XWY () = XV+XY"=0 =
{ _XH:Y_H_ {X +/1X:0

oD a0 3) (0 3) =0 T =
utx, b)=ull, y)=ula,y)= [poniendo —1 salen X”—-AX=0, Y"”+AY=0].

De u(0,y)=u(a, y)=0 se deduce que X(0)=X(a)=0, con lo que el problema de contorno para la
X tiene solucién no trivial si

2.2
_n'n _ nmx _
/ln——az s Xn—{sen—a }, n=1,2,....

Para esos A, es Y, =c;e"™/44c,e /4 1 a condicién homogénea ain no aplicada u(x,b)=0
impone Y (b)=0. Nos interesan las Y, que la cumplen:

C2:_6162rmb/a N Ynzclennb/a (enn[y—b]/a_emr[b—y]/a) — Y, = {Sh nn[ci?—Y] }

- =
Probamos entonces: | u(x,y) =Y ¢ sh% sen 22X
n=1

Para satisfacer la condicién de contorno no homogénea que falta (suponemos que f, es C' atrozos):

u(x,0) = Z‘i Cn sh% sen™X = f,(x) — | cn sh% = %foa fo(x) senZX dx
=

a a

Andlogamente se resuelven los otros 3 subproblemas con F'=0. Uno vuelve a tener las X,, de antes,

y en los otros dos es Y (con condiciones homogéneas) la que da las autofunciones Y, = {sen"bﬂ

Para resolver el tltimo subproblema, el de la ecuaciéon no homogénea:

Au=F(x,y), en (0,a)x(0,b)
{u(x,O):u(x, b)=u(0,y)=u(a,y)=0

como siempre se prueba una serie de autofunciones. Aqui hay dos posibilidades [elegiremos la que
proporcione un desarrollo més ficil para F ]:

w(x,y) =3 Ya(y)sen 22X 6 u(x,y) =3 X,(x)sen 3>
n=1 n=1

[En la practica, anulando términos no homogéneos con cambios w=u—v , y con menos subproblemas se
llega a la solucidn; lo tnico necesario para separar variables es que sea u=0 en x=0,a 6en y=0,b].

Se prueba que las u dadas por las series son realmente soluciones. Si los datos con C! a trozos (incluso
si son discontinuos), la u tiene infinitas derivadas en el rectdngulo abierto, es Au =0 ahi y se toma el
valor de contorno con continuidad para los puntos del borde en que los datos son continuos. La situacién
serd totalmente andloga en el circulo. La situacién es parecida a lo que ocurria con la ecuacién del calor,
pero no con la de ondas, en la que los picos iniciales se mantenian indefinidamente.
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Resolvemos ahora un problema de Neumann en cartesianas. Suponemos la ecuacién no homogénea,
pero con condiciones de contorno homogéneas:

p Au=F(x,y), en (0,7)x(0,n)
P21y (. 0) =ty (o 7) =200, ) = (1, y) =0

Separando variables en la ecuaciéon homogénea llegamos, claro, a las mismas ecuaciones que en
[P1]: X”+AX =0,Y”-2Y =0. Las condiciones de contorno obligan a que X’(0)=X'(n) =0,
Y’(0) =Y’(xr) = 0. Para este problema tenemos, pues, dos familias de autofunciones {cosnx} 6
{cosny},n=0,1,... y podemos elegir cualquiera de ella para nuestra serie. Por ejemplo:

u(x,y) = Xo(x) +i X, (x)cosny | —

Xy +Z1 [X”-n%X,] cosny = BOT(X) +Z1 B, (x)cosny, B,(x)= %/0” F(x,y)cosnydy.

Debemos resolver los infinitos problemas de contorno para EDOs:

Xy = %Bo :% fon F(x,y)dy ; X/-n?X,=B,,n>1; con X/(0)=X/(r)=0.
Las X,, con n>1 quedan determinadas de forma tnica (el problema homogéneo, como sabemos
desde 3.3, tiene solo la solucién trivial).
Pero X['=0, X[(0)=X((r)=0 tiene solucione;s no triviales ({1} ), con lo que, segin 3.3, para que
haya solucién para Xy es necesario que sea /0 1-Bo(x) dx=0. Es decir,

[P,] tiene solucion sélo si fon foﬂ F(x,y) dxdy=0 | y entonces hay una constante arbitraria.

Todo esto es coherente con lo dicho sobre Neumann en 4.2.

Ej 1. Calculemos la solucion en el caso particular en que | F(x,y) = x—a |.

El problema sélo tiene solucion si f /D F=0, esdecir, si a = % .
Entonces nos queda X" = x—7 , pues, por suerte, la F(x,y) ya estd desarrollada en {cosny}.

Por esta misma razén los B, , y por tanto los X,,, son nulos si n>1.

Integrando e imponiendo X/ (0)=X/(r)=0 obtenemos | u(x,y) = ¢x* - Fx2+C

[Si hubiéramos resuelto probando u(x,y) = Z Y,.(y) cos nx seria necesario desarrollar en serie] .
n=0

Un ejemplo mas en cartesianas, para Laplace con condiciones mixtas (en parte Dirichlet, en parte Neumann).
Es facil ver con la férmula de Green que todos ellos tienen solucién tnica.

Uyx +Uyy =0, (x,y)e(O,l)X(O,n) _
u(x,o)ii‘y(%ﬂ):u(O,y):O,u(l,y):l u=X(x)¥(y) — . 1

Y"+AY=0, Y(0)=Y’(1)=0
X"-1X=0, X(0)=0

Ej 2.

— A= (—2"2_1)2 , Yn={sen —(2";1”} :

Para esos A es X=c1e@Dx/124cpe=@n-Dx/2 __, o =_¢ | an{sh M}
X (0)=0 2

Probamos u(x,y) = Z cn X, (x)Y,(y) . Para precisar las ¢, imponemos el dato u(1,y)=1 que falta:

n=1

-1 _ 2 (7 (2n-1)y _ 4 @n-)n
Cn sh =5 —?fo sen ~—5—=dy = n(2n—1)[]_COST] -

(2n-1)x (2n-1)y
) sen ) o

-y 4
u(x’y)_’; n(2n-1) shznz—_1 sh
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xX=rcosd

Recordemos que el Laplaciano en coordenadas polares [y —rsend

1 1
] era |Au=u,,+ - ur+r—2 Ugg |-

Resolvamos en un circulo el problema de Dirichlet homogéneo (y abajo el de Neumann):

(Pp] Au=0, en r<R
DIV u(R,0)=F(0), 6€[0,2n)
_ P2R"4rR _ ©" _ ©"+10=0 f(e)
u(r,0)=R(r)0(0) > —f—=—F =4 - {r2R”+rR’—/1R=O

Parece no haber condiciones para ®, pero estd claro que la solucion debe ser 27-periédica en 6,
es decir, debe ser ®(0)=0(2x), ®'(0)=0’(2x) . Para este problema peridédico sabemos que:

Ap=n%, n=0,1,2,..., Oy(h)= {1} , ©,00)= {cos né, senn@} .
Y las soluciones correspondientes para R son (ecuaciones de Euler):
Ro(r)=ci+calnr, R,(r)=cir+cor™" sin>1.

Parece 16gico imponer por argumentos fisicos que la solucion debe estar acotada cuando r — 0
(matemadticamente también, si ha ser de C?), asi pues c»=0 en ambos casos. Probamos, pues:

u(r, 0)—@+

NgE

r*|an cosnO+b, sennf| | > u(R,0)=% + iR” [an cos nf+b, sennd| = f(0)
n=1

n

- | ap= an/ f(8)cosnbdd,n=0,1,. b, —an/ f(0)sennfdb ,n=1,2,.

El problema de Neumann homogéneo empieza como Dirichlet, hasta la u(r,6) que se prueba:

Au=0, en r<R 4o
o {ur(R, D@, 0c10.2m) | = | 4= 5+ L lancosnebusennd] |, &
pero cambia la condicién final: u,(R,6) = inR"‘l [an cosnO+b, sennd|=f(6). (o)
n=1

1 2r 1 2r
— | ay= /Of(Q)coand@,bn:m/0 f(@)sennfdb, n=1,2,...

naRn-1

siempre que no tenga término independiente el desarrollo en senos y cosenos de f(6) . Es decir

debe cumplirse fOZH f(0)d6 =0 | [confirma lo que vimos en 4.2: debfa ser ¢,  fds = [[, F dxdy=0].

Ademas (desaparece al derivar) a, queda indeterminado [Neumann tiene unicidad salvo constante].

Resolvemos ahora un ejemplo de problema de Dirichlet no homogéneo en el circulo:

T o Probamos serie de autofunciones del homogéneo.
Ei 3 urr+7+r_2=4 en r<l1 o
J > u(1,0) = sen20 u(r,0)=ao(r) +Z [an(r) cos nf+b, (r) sen n9]
n=1
— a 1 al +Z [a”+ Ly ——an] cosn9+[b"+lb,’1—:‘—§bn] sennH): 4,

constante ya desarrollada en esa familia de autofunciones.
Hay que resolver las ecuaciones: ray+ay=4r , r’aj/+ra,—n*a,=0, r’b}/+rb,—n’*b,=0.
La condicién u(1,6)=sen26 (desarrollada ya) impone: a,(1)=0 Vn; by(1)=1; b,(1)=0, n#2.

La acotacién cuando r — 0 serd la otra condicion necesaria para determinar la solucién de cada EDO
de segundo orden. Para la de ag necesitamos una solucién particular, que se puede hallar con la fve:

I Inr|_ _ 1-4dr Inr-ddr _ . _ 2
0 1/r i aOP_lnr /r = 1/r SeeeBr™c
o, mejor, tanteando una ag, =Ar? (ap, =Ae* y no autovalor) — 2A+2A=4, A=1. Asi pues:
5 acotada ap(1)=0 ) _p acotada by(1)=1
ap=ci+crInr+r- — =0 — c1=-1, by=cir +cyr — =0 — ¢1=1.

Podemos asegurar ademds que el resto de a,, y b, son cero (0 es claramente solucién y no hay mas
por tener un problema de Dirichlet solucién tnica). La solucién del problema es:

u(r,0) =r>—1+r?sen26 ‘ [Se podria escribir en cartesianas: u= (x+y)2-1 |-
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Los siguientes ejemplos ya no son circulos (ni coronas circulares) y el problema de contorno en 6 no sera
el periédico sino el que indiquen las condiciones de contorno que deben figurar explicitamente. La acotacién
seguird siendo necesaria cuando el origen pertenezca al borde del recinto.

Primero uno de Neumann homogéno en el semicirculo (que no exige integrales y tendra C arbitraria).

- Au=0en r<l, 0<B<x La .e(;)liacién para ? qui sa}be‘ ,al lsegarzgar
J4. ur(1,9)=00s39, o (r.0) =11 (r. 1) =0 variables es conocida (y también lade R).

Junto a los datos en =0, r nos dalas ®,, :

0" +10=0 e _ ~
{G)’(O):G’(n):o — A,=n", ®n(6?)—{cosn9}, n=0,1,2,... —

R acot.
I’ZR”+FR—n2R=0—> Ro=ci +cylnr — Ro={1}

[oe]
— u(r,0)=a,+ » a,r"cosnf.
Rn—clr"+czr_"—> Rn:{r"} ’ ¢ Z "

n=1

u-(1,60) = Z na, cos nf= cos>6 = 4 cos 9+ cos 36. No hay que integrar:

n=1

, a3=ﬁ ao sin condicidn, el resto 0 — u(r,0)=C + L cosO+5 2 cos 36, C cualquiera.

Al

ap=
Otro homogéneo con condiciones mixtas (y otras condiciones de contorno) que si exige integrar.

. Au=0,en r<l,0<0<n {9"+/l@=0 _ (2n-1)? 2n 1
) > , , A= , ©,=1sen="—40
B3| (1,0)=0, u(r,0)=ug(r, m)=0 | 1©(0)=0'(r)=0 i " }

n=1,2,...

R acot. al 1 _
Para esos A, : r2R”+rR—1,R=0, R=c{r" 3 +cor™™3 "SR, {r"’f u=chr”’i sen 219

ur(1,6)= ch

o0
2n1 2 2 (7 2n-1 16 ) K 2n—1
0=206, 2n—17r/0 Osen=5—0d0 — u=- E GrEELd 2 sen2ly .
=

Un problema (mixto) no homogéneo y que no exige integrar.

—_ Au=r?cos36,r<2,0<0<% {@”+,1@)—0 1,=92n-1)% ,n=1,2,...

o el

36| 2.0 =ua(r.0)=u(r. 2)=0 | |0©)=0(2)=0"  ©,=fcos32n-1e}. L)
Probamos: u(r,60)= %" R,(r) cos3(2n-1) —

n=1 n=1
r?R/+rR|=9R, =r* = R,=ar*
E— R1 =C1r

Ry acotadaen 0, R;(2)=0

Concluimos que la solucién (tnica) es u(r,6) = 7 [r*~2r3] cos 36.

Mz

|Ri+ LRy~ 2R, | cos 3(2n-1)6 = 12 cos 36

C.C.
3+c2r’3+%r4 — R1=%[r4—2r3] .

El recinto de este tltimo problema de Dirichlet no homogéneo no toca el origen. La acotacion se sustituye
por un dato explicito sobre r=1 y todas las condiciones de contorno estdn a la vista:

Ei 7 Au=senf, l<r<2, 0<0<m Las autofunciones del homogéno /
b u(1,0)=u(2,0)=u(r,0)=u(r,7)=0 las dard el problema de contorno: 0
0 0
0" +10 =0 N _ ~ o
{@(0):@(71):0 — A,=n", ©,(0)={sennd}, n=1,2,... Probamos u(r,f)= %" R,(r)sennf.

n=1

[La serie de cosenos y senos del Ej 3. no cumple los datos de contorno (aqui no hay periodicidad)].

Z [R;l’ + %R;l - ’:—;Rn] sennf = sen @ [ya desarrollada en senos].
n=1
[Si fuese una F(r,0) cualquiera, se desarrollaria en senos, viendo la » como constante].
Las dos condiciones para las R,, salen de las otras condiciones de contorno:
> Ra(1)sennf = 3 R,(2)sennf =0 = R,(1)=R,(2)=0 Vn.
n=0 n=0

Sélo tendra solucién no nula rZRi’ + rRi — Ry =r? con los datos de contorno nulos de arriba.

C.C.
Rll,:Ar2 [A=2 no autovalor] — A:l — R = c1r+czr‘1+%r2 — clz—% s 02:%.

La solucién es, por tanto: u(r,0) = (3r>=Zr+3r7!) sen6 .
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Generalizamos los dos tipos de integrales de linea. Una superficie a veces viene dada por F(x,y,z)=0. Si se
puede despejar la z, por z=f(x,y). Pero lo mds general es que se puede describir mediante:

[2 grados de libertad frente
al Unico ¢ de las curvas].

r: AcCR*— R?, con r(u,v)=(x(u,v), y(u,v), z(u,v)) , (u,v)€A

Suponemos que la superficie S=r(A) es C' [que lo es r]. Entonces:

or X 3 z or _ Ox z
1+auJ+ak Y =% l+avj+6k

u —

6

serdn unos vectores tangentes a las curvas contenidas en S obtenidas
tomando, respectivamente, v=k y u=k . Su producto vectorial

i j k

ar o o | _|ox Oy 9z 4 Y
Su X 55 |= 8% au au| serdun vector normala §. /
ox Oy 9z
producto vectorial 19y 3y v /A
fundamental m

Si la superfice se puede escribir en la forma z= f(x,y) una posible parametriza-
ciénde S es r(x,y)=(x,y, f(x,y)), con (x,y)€A proyecciénde S sobre z=0.
El producto vectorial fundamental resulta ser en este caso:

ijk
ryX ry: 10 f).C :(_fxa_]g/’l)'
01 £
Ej 1a. Parametricemos la semisuperficie esférica unidad superior. Una posibilidad: o —

x(u,v)=senu cosv . .
(,v) uel0,2n] r,=cosu cosvi+cosu senv j—senuk
y(u,v)=senusenv

z(u,v)=cosu

€[0,7/2]" r,=—senu senv i+ senu cosv j

i j Ok
Entonces ryXr,=|-- --- —senu|=sen’ucos v i+ sen’usenv j + senucosu k
""" 0 |=senu(senucosv,senusenv,cosu)=senu r(u,v).

O bien:
(x,y,V1-x2=y2), (x,y) € B circulo unidad y ryXry= 7 i+ 7 E_—j+k.
-x2-y —x2-y

Integrales de superficie de campos escalares

Sea S la superficie C! dadapor r: ACR>— R® ysea f: R®— R tal que f(r(u,v)) es continua.

Entonces: //de //fr(u ) || 2% 2E|| dudv .

[Y si S estd formada por varias superficies C! se suman las integrales].
[Como en las de linea se prueba que la integral de una f escalar no depende de la parametrizacion].
[Cuando f=1 el valor de la integral representa el area de la superficie S ].

Ej 1b. Hallemos la integral de f(x,y,z)=2z> sobre la superficie S del ejemplo 1a.

. r es unitario
Primero con r(u,v)=(senucosv,senusenv,cosu). |r,Xr,|=|senul|[r|=senu [y ]

2
Por tanto, f/S 22dS = f x/ cos usenu dudy = 2”[ c0s3u]0/ = ZT”
Con la otra parametrizacion, el médulo del producto vectorial fundamental resulta ser:
— 2 12 _ 1
llexx ey |l= [m"‘l xz z+1] = szz

//z das // J1-x2— dedy r\/ﬁdrde [ (1_;»2)3/2](1)=2_7r

polares

Veamos que la integral de superficie nos calcula bien el area de S :

areade S= ffs 1dS = 2 (/2 /2

72 senu dudv =21 [_ cos u] . [El de toda la superficie

=2n esférica era 4r - 12 ]
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Integrales de superficie de campos vectoriales

Sea S de C! dadapor r: AcR?>— R? ysea f: R*— R? continua sobre S . Entonces:

//Sf-dS E//Sf~ndS E//Af(r(u,v))~(%x%)dudv ://Af(r(u,v))-n(u,v)||ru><rv||dudv

[si m es el vector unitario normal con el mismo sentido que el producto vectorial fundamental].

Se demuestra que, salvo el signo, esta integral es independiente de la parametrizacion. .
[Hay dos normales unitarias a una superficie orientada: n y —n (que conste que las hay
no orientadas como la banda de Moebius). Parametrizaciones diferentes proporcionan p.v.f.
con el sentido de una o de otra. f, S y el sentido de la normal si determinan la integral].
[El significado fisico de esta integral es flujo del campo vectorial f a través de la superficie S ].

-ny

Ej 1c. Integremos f(x,y,z)=(x,y,z) sobre la semisuperficie esférica S de siempre.

//f-dS =[/r(u,v)~[senu r(u,v)| dudv = 02” Oﬂ/zsenu dudv =2m|- cosu]g/2= 2.

S A runitarioT

Con la otra parametrizacion: f- (ryxry)=(x,y,v1-x2-? )( X X 1) =
V1-x2—y2 " \f1-x2—y?2

olares

//f.ds :// —dxdy _ _ 27112712 dr dg =21 [~ (1-r2)12]) =21
\/1-x2—y2 0 JO 0
N B x2=y Tp

Teorema de la divergencia en el espacio (o de Gauss-Ostrogradsky)

Sea V una regi6n del espacio limitado por una superficie conexa y sea f € C'. Entonces:
// divf dxdydz = // f-ndS, con n vector normal unitario exteriora V.
14 )%

Ej 1d. Comprobémoslo para la f(x,y,z)=(x,y,z) de arriba y la semiesfera unidad superior.
Por una parte: f/vdivf dxdydz = 3ffv dx dy dz = 3x volumen de V = 3 X %% n-13=2r.
Por otra, 0V tiene dos partes, la S superior y el circulo B de la base: ffav = ffs+ ffB .

Para S es n=f=r [= fn=1],ypara Bes n=-k [= f-n =(x,y,040,0,-1)=0].
Por tanto, /fav f-ndS:ffS 1dS +0 =areade S = 2r.

Teorema de Stokes

Sea S una superficie en el espacio limitada por la curva S y sea f € C'. i

Entonces: // rotf -ndS = f-ds, con n vector unitario normal a S
S EN

y con los sentidos de n y de recorrido de dD indicados en el dibujo. PYS

Ej le. Comprobamos el teorema para: i) f(x,y,z)=(x,y,z) y ii) g(x,y,2)=(0,0,y), yla S habitual.
Para i) es rotf=0 = /fs rotf - n dS =0. Como rotf=0, sabemos que f deriva de un potencial.

Casi a simple vista se ve que U = %(x2+y2+zz) cumple VU = 0. Por tanto, yﬁ- f - ds = 0 también.

Para ii) debemos echar alguna cuenta mas pues rotg=i [ = rotg-n =(1,0,0)-(x,y,2) :x] .

Asf pues, //S rotg-nds =//S xdS =f02” cosvdy foﬂ/z sen’u du = 0 [la primera integral lo es].

27 1
Integral que también se puede hacer: // dxdy T 2(1-r2) 2 cos 6 drdf = 0.
B 1/1—x2—y2 0 JO

Una posible parametrizacion de dS es ¢(t)=(cost,sent,0), r€[0,2n] = g(c(z))=(0,0,sent).
Por tanto, § g- ds = fozﬂ(O, 0,sent)-(—sent,cost,0)dt = 02" 0 dt = 0, como debfa ser.

[La integral de linea a lo largo de la circunferencia se ha anulado, a pesar de no ser el campo conservativo.
En este caso, g y ¢’ eran ortogonales. Sobre otras curvas cerradas, la integral de g serd distinta de 0.
Dijimos que para que g fuese conservativo, su integral a lo largo de todo camino cerrado debia ser nula].
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Series de potencias y funciones analiticas (junto a estas notas se incluye un repaso de series).

Una funcién f(x) es analitica en x=x, si viene dada por una serie de potencias cerca de x, :

fx)= ch(x X%o)© = co+er(x—x0)+ea(x—x0)> +e3(x=x0) +
k=0

A partir de ahora, suponemos que x=0 (si no, con x—x,=s estarfamos en ese caso): f(x)= Z crxk
k=0

A cada serie de potencias estd asociado un radio de convergencia R tal que:
Si R=0, la serie s6lo converge en x=0. Si R=c0, converge para todo x.
Si 0<R<co, converge si |x| <R ydivergesi |x|>R (en x==R no se sabe).

Una serie de potencias, para |x| <R (donde converge), se puede derivar e integrar término a término:

f(x)= Z kerx ' =ci+2cox+3c3x% 4+, f"(x)= Z k(k—Derx*2=2cr+6¢c30+- -,

/chx )dx= C+Zk+1x =C+cox+Gx*+-- si |x|<R.

Y también se pueden sumar, multiplicar,. .. estas series como si fuesen polinomios:

f(x) = Zakxk si |x|<Rpy g(x)= Zbkxk si |x|<Rg = Si |x[<min{Rs,Rs},
k=0 k=0

f)+8(x)= " [ar+br]x* . f(x)g(x)=aobo+(aobi+aibo)x+(aghy+aibi+arbp)x*+- - -

k=0

o f(k)
Caso particular de estas series son las de Taylor Z fk—!(o) xk

k=0
Muchas funciones elementales coinciden con su serie de Taylor donde converge. Por ejemplo:

, deuna f con infinitas derivadas en 0.

_ > ok (= 1)k x2k+1 (- l)k 2k : © k4l 3 oo
eX_kZ“’]‘c—,senx_ZW,cosx_Z o0 ,shx—;)m,chx—;@k),,b’xeﬁ
= ¢=( =0
> K 2k+
ﬁ Z , In(1+x)= Z( 11)<+)i , arctanx:Z % [1+x]”—l+px+P(p—1>x -, x) <1,
k=0 k=0

Son, pues, analiticas. [No lo son Inx 6 xP, p#0,1,... en x=0, cocientes con denominador nulo...].

Puntos regulares

Sea [e] ¥y +a(x)y"+b(x)y =0. Se dice que x=x, es un punto regular de [e]si a y b son
analiticas en x=1x, . En caso contrario se dice que x=x, es punto singular de [e].

En 3.2 vimos las pocas lineales con coeficientes variables resolubles. Para el resto, si x =0 es regular (si
a y b se pueden escribir como series), parece adecuado suponer que también la solucién es una serie de
potencias y llevarla a la ecuacion para determinar sus coeficientes. Empecemos con un ejemplo:

Ej 1. Resolvamos . x=0 esregular pues a(x)=0 y b(x)=x son analiticas (con R=00).

Llevamos una serie de potencias arbitraria y sus derivadas a la ecuacion:
o0 (e8] (e8] (e8] [es]
y= Z cexk, y'= Z kepx*1, y" = Z k(k=1)cpx*2? — Z k(k—1)cpx*2 + Z cpxkl =
k=0 k=1 k=2 k=2 k=0

La solucién debera contener dos constantes arbitrarias. Intentamos escribir los ¢; en funcion de
los dos primeros ¢y y ¢; . Como han de ser 0 los coeficientes de cada potencia de x , deducimos:

x% 2¢y=0. x': 6¢3+¢y=0, C3=—%C(). oo xR k(k=1)cx +cr3=0, ck:—ﬁck_g.

La ultima igualdad es la que se llama regla de recurrencia que expresa un coeficiente en funcién
de los anteriores. De ella es facil deducir los siguientes (siempre en funcién de ¢y o ¢ ):
RS EPU ISR DRI [N I
cs=cg=---=0; C4=—13C15 C6=—35C3=1g5€05 C7T=—733C4=504C15 ... —
y=co[l-tx3+ x84+ [+ cr[x—FHxt+ 5557+ - | = coyi+ciy2, co, 1 indeterminados.

Para que esto sea la solucién general, las series deben converger y debe ser su wronskiano no nulo
(lo segundo es facil de comprobar y el teorema 1 nos asegurard que estas series convergen Vx ).
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Lo visto en el ejemplo anterior es lo que ocurre en general, como asegura este teorema:

Si x=0 esregulary R es el menor de los radios de convergenciade a y b, la solucién general de

[e] y'+a(x)y'+b(x)y =0 es y=coyi+c1y2= co[l + Z] +c [x + Z] ,con ¢, ¢ arbitrarios,

k

y las series, que tienen potencias x* con k>2, convergen, al menos, si |x|<R.

Teor 1. | os coeficientes las series se determinan de forma tnica probando una serie de potencias arbitraria
en [e] [con a(x) y b(x) desarrolladas en serie, si no son polinomios] y expresando sus coeficientes
¢k ,para k>2,enfunciéonde ¢y y ¢ .

La solucion unica de [e] con y(0)=y,, y’(0)=y, se obtiene haciendo co=y,, c1 =y, .

[Lo de los datos iniciales es inmediato a la vista de la forma de las soluciones].

En el siguiente ejemplo nos van a ir mejor las cosas, porque no s6lo vamos a poder calcular unos términos
sino que vamos a poder dar las expresiones generales de las series.

Ej2. | (1+x%)y”+2xy’=2y=0 |, es decir, y"+2—xy’—ﬁy:0 [a(x):% y b(x):ﬁ].

1+x2

Que x=0 es punto regular se deduce del hecho de que P/Q,con P y Q polinomiosy Q(0)#0 es
analitica siempre. Se tiene que ademds que el radio R de su desarrollo, simplificados los factores
comunes de P y Q, es la distancia al origen de la raiz (real o compleja) de Q mas préxima. En
nuestro caso serd, pues, R=1 (x==i ceros del denominador).

Llevando la serie arbitraria a la ecuacién inicial:
y=>. cexk — > [k(k=1)crx*% + k(k—1)cixk] + > 2kcpxk — > 2cpxk=0 —
k=0 k=2 k=1 k=0
X9 2:-1-¢p —2-c9=0 = ca=cp, x':3-2-c3+[2-2]c1=0 — 3=0,
xKe (k+2)(k+1)cpyn + [k(k—=1) + 2k = 2]cx = 0.

La dltima igualdad nos da la regla de recurrencia, que, como en el anterior ejemplo, tiene sélo 2
términos (queda cg4o en funcién de cy ), pero otras veces pueden aparecer varios, lo que complica las
cuentas. Para facilitar los cdlculos, factorizamos los polinomios que aparecen hallando sus raices:

_ (k=) k-l -
Cit2 = ~(a)rD) Ck = "kt Ck» k=01,

Usando esta regla escribimos mds ¢, con el objetivo de hallar la expresion del término general de
la serie (en muchos casos esto no serd posible, pero ya dijimos que aqui sfi):
1 1 3 1 5 1
€4 =—30=—3C6, C6=—5C4=735C, €8 =—5C=—5C0,..-
¢5 =0 por estar en funcién de c¢3 que se anulaba. Andlogamente c; =cg=---=0.
El numerador de ¢ es 1, el denominador es 2k—1 y el signo va alternando, asi que:
1
ok = (_1)k+1m€0 9 k:2,3, 0oo

Agrupamos, como antes, los términos que acompafian a ¢y y ¢; (que quedan libres) y obtenemos:

® 2k
y = co[l+x2—%x4+%x6+ ]+ ex = Co[l+z (=1)F+l 2’;{_1]4- c1Xx = coy1 + c1ya
k=0

El teorema aseguraba que las series iban a converger al menos si |x| <1 y esto es lo que sucede:
la serie de y; (se ve facilmente con el criterio del cociente) converge si |x| <1 y la ‘serie’ de y;
(truncada a partir de su segundo término) converge Vx .

Que y; e y» son linealmente independientes se deduce (aqui y en general) del wronskiano en x =0
de ambas, que es 1 (puesto que y1(0)=1, y{(0)=0, y2(0)=0, y}(0)=1).

Esta ecuacién se podria resolver sin series. Como y; =x era una solucién, segiin vimos en 3.2:
2x
_ 2 .—fag, _ 2 a2 dx = dx _ _ 1 _ 1 - _1-
yl—y2/y2 e fadx = x/x e /il dx = x/xz(sz) = x/[xz —— ] dx = —1—xarctan x
[cuyo desarrollo, salvo el signo, coincide con el obtenido anteriormente].

Para resolver una [e] cerca de otro x,, regular, el cambio de variable s=x—x, lallevaria a una ecuacién en
s parala que s=0 es regular. Probarfamos entonces para hallar su solucién la serie:

y = i ks [es decir, y = i cx(x=x0)k .

k=0 k=0
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Puntos singulares regulares

Si x=x, es punto singular de [e] y"'+a(x)y’+b(x)y=0 (si @ o b o ambas no son analiticas en x=x, ), no es
aplicable el teorema 1. Pero también sabremos hallar las soluciones utilizando series si son ‘poco singulares’.
Suponemos que nuestro punto singular es x =0. Si queremos estudiar las soluciones cerca de otro x, el
cambio s=x—x, lleva el problema al estudio de las soluciones cercade s=0.

Escribamos [e] de otra forma. Multiplicando por x? y llamando a'(x)=xa(x) y b*(x)=x%b(x):

x=0 es punto singular regular de [e] - [e*]

* 2., * ’ s —
[e*] [ x"y"+ xa"(x)y"+ b (x)y 0‘ si a*y b* son analiticas en x=0.

Se podra escribir entonces para |x| <R, minimo de los radios de convergencia de a*(x) y b(x):
a(x)=ag+ajx+---, b(x)=by+bjx +---  [Normalmente serd a’=a*(0) y b5=b%0)|.

La ecuacion mds sencilla como [e*] es la de Euler (sus ‘series’ a(x) y b(x) tienen un unico término), que

tiene soluciones x” (a veces acompafiadas de In x ). Es esperable que [e*] tenga soluciones del tipo:

— S k _ r r+l * % _ polinomio
=x cx=cox"+cyx"+--- paralos r uecumlan’rr—l +a r+b—0‘. ..
y=x" ) cext = cox" + ¢ p q p (r=D+agr+by=0| i ticial

k=0

Supongamos que el polinomio indicial tiene raices reales r;, r, con r;>r;.

Entonces siempre una primera solucién y; de [e*] es de la forma y;=x"" Z cxx®, co#0.

k=0
La segunda solucién y, linealmente independiente es, segtin los casos:
Teorema 0 o
de a]Si - #0,1,2,..., =xr22 bixk, bo#0. b]lSi ri=r, y» =xr‘+1z brx*+yiInx.
Frobenius k=0 k=0
clSirn-m=123,...,y x’ZZbkx +dyiInx, by#0, deR.

k=0
Todas las series convergen al menos si |x| < R y los coeficientes ¢y, by y la constante d
de c] se hallan llevando cada una de las soluciones a la ecuacion.

Podrian salir raices complejas, pero nos limitamos a las reales. En Euler, si r; y r, eran distintas, las dos
soluciones eran x"! y x’2.Si r era doble habia una solucién x” y otra x” In x. En el caso c] la constante
d puede salir 0 y existir, pese a todo, dos soluciones de la forma x” ), (como en Euler).

Ej 3. 2xy”+y’+xy=0‘ 0 sea, x2y”+x v+ X y 0.a (x)— y b*(x)z% analiticas (R=c0)

x=0 singular regular. aj= % by=0 — r(r—1)+§r+0 — r1=%, r=0, ri—rnéN.

(convergen VxeR,

. W Lo k+1/2 _x k
Las series solucién son: y; = Z CkX ,c0#0 e yr = Z bix*, by #0 segiin el teorema).

k=0 k=0
Llevando y; ala ecuacion (las series se derivan como las de potencias):

Z [2(k+%)(k—%)ckxk_1/2+(k+%)ckxk_1/2+ckxk+3/2] = Z [k(2k+1D)cpxk12 4 xk32] =0 —

[0 (ahora las 3 series empiezan por k=0) (=0
x12:0.¢=0 y ¢p queda indeterminado como debia. x12: 3¢;=0 > ¢;=0.
2 k24 Deg+er2=0, ek == k-2, k=2.3,... = c3=c5=---=0 y adems:
1 x2[1- y4_...] (eligiendo, por
)=~ 10Co C4=—73C2=35€05 -« — V1= / [1 —x +% ] o con ey Y

Parala y;: ZZk(k l)bkxk LS Z kbkxk I Z bkx =0 —» x b1 =0

k=2 k=1 k=0

X :[4+2]b2+b0=0, b2=—6b0; xk= :[2k(k—l)+k]bk+bk_2=0, bk:_k(Zk l)bk 2, k=2,.
— b3=bs=---=0, b4———b2— 168b0’ cee = M=1- 6x +mx4—
Ej4. | x%y"+(3-4x%)y=0| a’(x)=0, b*(x)=1—4x> analiticas en R. x=0 singular regular.
r(r=1)-1=0,r=1 doble - y;= Z cpxkHiz Z [KPepxk 12 — 4 xk52) =0 —
=0 =0
x172:°0-¢c9=0, co cualquiera; x3/%: ¢;=0; x**1/2: k2cp—4ck2=0; ckzlj—zck,z rerci%lrir?;a
— C2=Co,C3=0,C4=14—6C2=%C0,...,yl 1/2[1+x +1x4+ ]

Sz Z brx*+y; Inx . Es largo y no la calculamos.

k=0

La otra solucién tiene seguro logaritmo: y, =x
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En los primeros (en 2 variables) aparecen EDOs desconocidas que se suelen exigir usar las series de 5.2.
[Tienen mds variables, pero supondremos que son independientes de algunas]. Tambien salen problemas de
contorno en los que en vez de las condiciones habituales se usa la menos fuerte de la acotacién (lo visto en
3.3 no es aplicable por ser p=0 6 r=0 en algtin extremo del intervalo). Son problemas singulares como:

Ej1 {xy”+2y’+/lxy=0 efa=x?

y acotadaen x=0, y(1)=0 Y43y +Ay=0— [y]'+y=0 [es p(0)=r(0)=0].

Haciendo el cambio z=xy la ecuacién pasa a ser la conocida z”/+1z=0. Se ve que no hay 1<0.

Para 1>0, la solucion general serd y=c) < +¢***  (puesto que z=c1 COS WX +C) Sen wx ).

0 0
Imponemos los datos: y acotada — ¢; =0 (ya que XX " o, mientras que X Sw ).
Imponiendo el segundo: y(1)=0 — senw=0 — A, =n’7>,n=12,..., y,= {%} .

1
Autofunciones ortogonales respecto al peso 7(x)=x%, pues (Yn, V)= /0 5 SRIE S dx =0, n#m.
[Un dato tipico como y(0)=y(1)=0 implicaria que ¢ =c» =0, y la dnica solucion seria y=0 VA].

La ecuacién de ondas u;, —c?Au=0 en esféricas tiene, en general, 4 variables (el tiempo ¢ ylas p, 0, ¢),
cuyas soluciones quedan determinadas (como en la recta) fijando unos datos de contorno y dos condiciones
iniciales. Buscando soluciones que no dependen de los dngulos aparece la ecuaciéon de ondas en el espacio
con simetria radial (en p y ). Resolvemos para ella un problema homogéneo:

Ei2 Upr — [Upp+ %up] =0, 1<p<2, teR Separando variables en esta nueva EDP
J & u(p,0)=f(p), u:(p,0)=g(p), u(1,t)=u(2,t)=0 | y haciendo uso de los datos de contorno:
R+, R”+2R'+ApR=0, R(1)=R(2)=0
_ _ 1" _ Y P >
u=R(P)T() » —g==7=-1 = {T” + AT =0

Arriba vemos la ecuacion de R (ahora asociada a un problema regular porque estamos en [1,2]).

A =n*n?, S,={sennns}, R,= {M} }

§”+2S=0 p=sil {S”+/1S:0
S(0)=5(1)=0" n=1.,... P

=pplt = {S(l):S(Z):O

Para esos A,, son T, ={cosnnt,sennnt} — u(p,t)= Z [kn COS Nt +Cyy Sen nm] sen nxp
n=1
Las condiciones iniciales imponen: Z knse“% =f(p) vy Z nrc, Sen;mp = 2(0). (o
n=1 n=1

Para hallar estos coeficientes del desarrollo debemos utilizar aqui el peso r(p)=p? del problema:

2 2 D) 2 .
<Rn,Rn>=/1 P> dp = 5 ;" [1-cos2nmp| dp =3 , <f’Rn>=/1 P f(p) =5 dp (igual g),
nos conduce a que: kn=2f12pf(p)senn7rpdp , cnzﬁflng(p)sennﬂpdp , n=1,2,...

Se llegaria a 1o mismo (en otros problemas no habré atajos) observando que (e) se pueden reescribir:

Y knsennmp=pf(p) y ) nmeysennmp=pg(p),

n=1 n=1

con lo que estamos desarrollando pf y pg en sennmp,y esto nos lleva a las férmulas de antes.

Hay una tercera forma de llegar a esta solucién, que sirve para resolver también otros problemas para
las ondas en el espacio con simetria radial, incluso utilizando D’Alembert: es facil ver que el cambio
v=pu lalleva la ecuacion a la de la cuerda vibrante, que resolvimos separando variables en 4.4.

Vet _Vpp =0, ISpSZ, teR
v(p,0)=pf(p), vi(p,0)=pg(p), v(1,1)=v(2,)=0 °

O también podriamos también aplicar D’Alembert, tras extender F(p)=pf y G(p)=pg de forma
impar respecto a 1 y 2 (o impar respecto a 1 y 2-periddica). La solucién seria entonces:

u(p,t) = #[F*(p+t)+F*(p—t)] + # ppjtt Gi(s)ds ,

que se puede poner en la forma u = % plp+t)+ %q(p—t) y ver como suma de ondas esféricas, cuyos

El problema en la variable v pasa a ser: {

radios disminuyen o crecen (la magnitud de la perturbacidon es inversamente proporcional al radio p).
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Un problema importante es el problema de Dirichlet en una esfera (bastante mas complicado que el del
circulo). Resolvemos tinicamente el caso de datos independientes de ¢ con dos variables. En los libros de
célculo se encuentra la expresion del laplaciano en esféricas. Sin el término en ugy :

2 _
[Pe] {“pp+p’4ﬂ+ [uee+§§§§ 0]=0, p<R
u(R,0)=f(0), 6€[0,r]

sen 6

P’R” +2pR" — AR =0

Simplificamos la de ® con s=cos6 [ ®'=-senH- d® , 0" = senzﬁj—%? —cos H? ] . Nos queda:
s s

u=R(p)O©) — [R"+3X]0 + K [0"+2F0/

sen @

] 0 {@// cos 8 ®+10=0
N

[L]]|[1-s ]d—® —25 492 + 2@ = 0|, llamada ecuacién de Legendre.

(1-5%)0” -250'+10=0
® acotadaen s==+1 ’

Debe © estir acotadaen s==+1 [#=0,7 polos de la esfera]: (P) {

Para resolver [L] necesitamos series. Como a(s)=

—2 son analiticas si |s|<1 probamos:

0= chs —>Z[k(k Depsk 2—k(k l)cksk] Z2kcks +Z/lcks =0 —

k=0 k=0
§%: 2 1-cr+1¢0=0, czz—%c(); s': 3.2 c34+(1-2)c; =0, qz—%cl,

s: (k+2)(k+ Do+ (A= (k+ Dk =0, ¢o=—24Z D ) 0= 2000 o= U2

k(k—T)
0= co[l 2s +’l(’l 04 ]+ cl[ ’162s3+w9+' .- ] =¢p®;+c10,
Si A=n(n+1),con n=0,1,2,...,0 O o O, se reduce a un polinomio de grado n:
1=0— O;=1, 1=6— ©;=1-35%, ... A=2 > Oy=s, 1=12 > @y=5-3s°,.
El polinomio de Legendre de grado n es el polinomio solucién que cumple P,(1)=1: 3 R
Py=1, Pi=s, P2=%s2—%, P3=%s3—%s, P | B
El resto de soluciones son series que se ve (es dificil) que no estdn acotadas a la vez = — L

1 1
en 1 yen —1. Por tanto los autovalores de (P) son 1,=n(n+1), n=0,1,2,...,y sus

autofunciones son los {P,(s)}, con las propiedades habituales. Por ejemplo P, tiene
n cerosen (—1,1).Y son ortogonales: /_11 P,P,,ds=0, si m#n, / BP2ds =

2n+1

Sigamos con el [Pe]. En la variable inicial 6, las autofunciones del problema de contorno (P) son:
{Pu(s)} ={Pu(cos6)} [Po=1, Py=cos6, P,=3cos’0—%, P3=3 cos’0—3 cosd, ... |

Resolvemos la ecuacién de Euler en R que apareci6 separando variables para los autovalores 4, :
PPR"+2pR —n(n+1)R=0 — > +pu-n(n+1)=0, u=n—(n+1) —» R=c p"+cyp” "V

Deberd R estar acotada en p=0 (centro de la esfera), con lo que: R,={p"}, n=0,1,...

La soluci6n es del tipo: | u(p,0)=>" an p"Py(cos6)|. Sélo falta: u(R,0)= )" a,R"P,(cos6)=f(6).

n=0 n=0

Como la ecuacién en forma autoadjunta pasa a ser (sen®’) + 1send ®=0, el peso es r(d)=senf.

El denominador de los coeficientes es (P, , Py,) =/n [Py(cos 0)] senfdo = COSG/ [P (S)] ds = 52~

Por tanto, los a,, de la serie de arriba vienen dados por a, = %gﬂ/ f(0) P,(cos ) senfdb , n=0,1,...

[Estas integrales son dificiles (o imposibles) de calcular exactamente. salvo que f(6) sea un polinomio en cos 6 ].

Ej 3. Si ’ R=1y f(0)=cos’0 ‘ se tiene (haciendo s=cosf): a, = @f_ll s2P,(s)ds .

Para escribir s2 en funcién de los P, bastan Py, P, P . S6lo hay que calcular 3 coeficientes:

ao—zfls ds —fo S ds—— 1:%/_11S2P1ds=0 yaque P; es impar (y también s2P; ).

par
_ 3.4 _ 4_g2 513 _171_2 _1_ 12,2 .2
ap = 5/—1 [ES —is ds— 5/0 3s ]ds 5[3—5]—— — u(p,0)=3—3p"+p~cos 6.
O mejor, tanteando con los P, de arriba: cos s20= %(3 cosze——)+é — ap = %, ap = %

[El problema en 3 variables necesita series dobles y EDOs mds complicadas (la ‘asociada de Legendre’). Sus soluciones
contienen, ademads de los polinomios de Legendre, productos de ellos por cosenos y senos de ¢ (los ‘arménicos esféricos’)].
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Estudiemos la vibracién de una membrana circular (de un tambor), suponiendo que
hay simetria radial para simplificar (de nuevo serd un problema en 2 variables). Y también "v "
suponemos que inicialmente es u; =0: A

_ [Mrr+ lur] =0, r<l1,tcR [Respecto de la ecuacion en el espa.cio sélo /cambia
un 2 por un 1, pero es lo que complica los cdlculos.
u(r,0)=f(r), us(r,0)=0, u(1,1)=0 Aqui no hay cambio que lleve a la cuerda vibrante].
RT T/ _ R”+R7' rR”+R’+ArR=0, R acotadaen 0, R(1)=0
u= — == = -
T R T”+AT =0, T'(0)=0 — {cos (Vat)}

De nuevo tenemos un problema singular para una EDO sélo resoluble con series. Empezamos quitando A
mediante un cambio de variable independiente (se prueba como en 3.3 que todos los 4>0):

2 2
=VAr=wr (regla de la cadena) — Z—f:wff;,—fh wz'ész — ”fll; dR+sR 0.

Esta ecuacidn es caso particular (con p=0) de la
Ilamada ecuacion de Bessel de orden p:
que resolvemos en general pues aparece en otros problemas (si no hay simetria radial, por ejemplo).

, p=0,

[B] | SR +5R'+[s*~p?]

s=0 es singular regular con polinomio indicial r(r—1)+r—p?, r=p, r»=—p . Entonces

Ri=sP ) cxs® (acotadaen s=0 Vp,y convergente Vs ) — > [k2p+k)crsP ™ +cpsPT+2] = 0.

k=0 k=0
— Ck—2 _ _ = —___¢Co _ co
Ck=— k(2p+k),k—2,3,‘.., c1=0 - 3=---=0, = Tl 0 ATy 0
R r[1 > (=1)mx2m A estas R; (elegiendo un ¢y concreto) se les llama
1=¢cos [ + Z} 22mml(p+1)---(p+m) | funciones de Bessel J, de primera especie y orden p.
osf \lo ™ g 12m Hm 2m+1
o En particular son: Jy(s)= Z (m,))2 [5]7", Ji(s)= Z m('(m)+1)' [5] ,
0.4 1 mn
02 /x\ cuyas gréficas estdn a la 1zqulerda. Como Jy y Ji ,todas las J, oscilan
/X\ /K y tienen infinitos ceros en (0,c0). Los de Jy son: 2.405, 5.520, 8.653, . ..

1 1! 20
-02 \>Z/ \y/ w Las soluciones R, de Frobenius (funciones de Bessel K, de segunda
especie) no estan acotadas en s=0 (porel Jylns, o por aparecer s77 ).

Si p=35, 3, %,. ..,aunque r;—r €N, enla R, no aparece el Ins (caso c] de Frobenius, pero con d=0).

No sélo esto, las Jans1 , n€Z, son funciones elementales. En particular, si pz% es R=c “‘i“f‘ +c C“’}Y
2

Volvamos ya a nuestro problema de contorno singular en la variable inicial r :

) { (rR’)'+ ArR =0 (elpesoes r) | Lasolucién general de la ecuacion, deshaciendo
R acotadaen r=0, R(1)=0 el cambio s=wr,es: R = ciJo(wr)+c2Ko(wr).

Por la primera condicién es ¢; =0 ( Ky no acotada). De la otra sale c¢yJo(w)=0. Por eso los autovalores son
los 41 <Ay <--- cuyasraices son los infinitos ceros de Jy . Y las autofunciones asociadas son R, = {Jo(wnr)} R
que serdn ortogonales respecto al peso r. Para esos A,, las soluciones parala T son: T, = { cos (wp t)} .

S6lo falta imponer una condicién: | u(r,1)= )" ¢p cos(wn 1) Jo(wnr) | = u(r,0)=3" ¢y Jo(wnr)=f(r).

n=1

(FR o 7 F0) Jo(wnr)dr _

Y entonces los ¢, vendran dados por: ¢, =
(Rn, Rn) — f rJ2(wy r)dr
o "Jo\Wn

2 1
o) '/0 r f(r) Jo(wn r) dr

Probemos la dltima igualdad (integremos el denominador). Para ello utilizaremos esta propiedad:
[Sn Jn]’Z s Jn—l - J(;:—J] , [SJ]],Z SJ() b e ns

Haciendo s=w,, r queda: W—lsz”ng(s) ds = 2% [s>(J3(s)+ J2(s)) Bv" =3 T3 (wy) [era Jo(wn)=0].
nJQ Wi
/sfgds i %Jé +fsJosJ1 ds = %JOZ + %[s]l]z

Pese a su aspecto complicado, la solucién no lo es mucho mas que la } kj, cos(nnt)sen(nmx) de la cuerda vibrante.
En muchos libros y programas de ordenador se encuentran mds ceros w, de Jy, con los decimales que se precisen,
y los valores de Jj(wy). Con un programa (tipo Maple o Sage) que reconozca la Jy y que sepa hacer integraciones
aproximadas podemos obtener valores de los ¢, para cualquier f que nos aparezca. Obsérvese que las vibraciones de
un tambor, a diferencia de una cuerda, no son periédicas (los w;, no son miultiplos exactos unos de otros).
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Resolvemos para acabar algin problema (homogéneo) en tres variables (s6lo con las EDOs conocidas).
Necesitaremos las series de Fourier dobles:

Sean X,(x), x€[a,b] e Y,u(y), y€[c,d] las autofunciones de dos problemas de contorno con pesos r(x)
y s(y),ysea f(x, y)eCl([ b]X[c,d]). Entonces en (a,b)x(c,d) se puede escribir f como la serie:

flx,y) = Z chmX Y,, con cCpm= <XnTXn> <Ym,Ym>// FCe,y) XY rsdydx,

m=1n=1
donde (u,v) es /a uvrdxo/c uvsdy.
Pues f(x,y)= Z Cn(x) Y s Cm(x)=—<f<(;,";y}f’>"> . Y ahora C,(x)= Z Cnm Xn s cnm——w&i&fy) .
m=1 n=1

Un caso particular son los desarrollos en series trigonométricas dobles de una f€C!([0,L]x[0,M]):

f(x,y) :ZZ bum sen™ sen™7E con by, = LM// f(xy) sen™ 2= sen™ 72 dy dx .

) o

flx,y)= a00+22anocosm+;2agmcos— ZZanmcos”—cos%

n=1 m=1 m=1n=1

con a"m_LM// f(x,y)cos 2= cos Z2E dy dx .

[O desarrollos parecidos en ) sencos o ), cossen, 0 impares, 0 con series en senos y cosenos].

,en [0,7]x[0,7] de dos formas distintas:

i n+l
byum = ”2// X cosy sennx senmydydx — XcCosy = ]76 Z [i] by ™ sen nx sen2my .

n=1 m=1

Ej 4. Desarrollemos

0

anm:%AA x cosy cosnx cosmydydx — xcosy:%cosy—%z (2n g cos[2n—1]xcosy.

n=

—_

[ya estaba desarrollada en y ]

Ya podemos resolver esta ecuacién del calor en un cuadrado: 0
uy — kluxx+uyy] =0, (x,y)€(0,7)x(0,7), >0 0 0
u(x,y,0)=f(x,y), u(x,0,t)=u(x,7,t)=u(0,y,t)=u(m,y,t)=0
[Evolucién de las temperaturas de una placa, dadas las iniciales, si el borde se mantiene a 0° ]. 0 o7
Buscamos soluciones: u(x,y,t) = X(x)Y(»)T(t) — XYT' —k[X"Y+XY"]T =0
X"+2X=0 o
X' _ 1T _Y" _ , _ [Una vez mas dejamos parala T’
X=kT -y~ {Y" S A AN Y"+py =0 la expresién mds complicada].
Y kT T+ k[A+u]T =0

_.2 _ _
Por las condiciones de contorno: X(0)=X(r)=Y(0)=Y(n)=0 — {/l—n ; Xm={sennx}, n=1,2,...

=m? Y, = {senmy}, m=1,2,...
- Tym= {e‘("2+’"2)k > (X, y,1)= {e‘("2+’"2)k’ sennx senmy} cumple la EDP y todas
las condiciones de contorno, como cualquier combinacién lineal de ellas. Esto nos lleva a la serie:
u(x,y,0=>">" bum e~ +m)kigen nx senmy. Ademds: u(x,y,0)= 32> bumsennx senmy = f(x,y)
n=1m=1 n=1 m=1

- bnmz%/()/o f(x,y)sennxsenmydxdy, n,m>1. [Como enlavarilla, u — 0 |.

t—oo

Ahora uno de Laplace en un cubo con condiciones de mixtas (de solucién Unica):

u=XY7Z —

u(x,y,00=f(x,y), u=0 enx=0,x=m,z=m, uy=0 en y=0,y=n

{AuzO en (0,7)x(0,7)x(0,7)

Y/ +uY =0, Y (0)=Y'(7)=0, { p=m?, Y ={cosmy}, m=0,1,...
—[A+u]Z=0, Z(7x)=0 Zmn = {sh (Vn2+m? [n-z])}

u(x,y,7) = %Z cposh (n[r—z]) sennx + >° 3" cpp sh (VnZ+m? [1—2]) sen nx cos my

m=1n=1

{X”+/1X:O, X(0)=X(x)=0 { A=n?, X, ={sennx}, n=1,2,...
M

n=

n=12,...
—n// f(x,y)sennxcosmy dy dx m=0.1....

Como u(x,y,0)=f(x,y), seran: ¢y, =
72 sh (n
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Sea f(x) definida en Ry absolutamente integrable [ f_ D; | f] < oo] .
La transformada de Fourier de f es la funcién f(k)= \/#2? / Y () ek d.

Si f esademds C' se puede recuperar a partir de f usando la férmula de inversion:

Teor 1. | f € C'(R) y absolutamente integrable = f(x)= \/#27/00 f(k)e "™ dk VxeR.

. 1 Iy 2 1 <
[Algunos libros no ponen 7o o0 la definicién de f y ponen 5- enla férmula de
—ikx ikx ] .

inversion; también se puede ver en la primera férmula e y en la segunda e

Sellamaa f transformada inversa de Fourier de f . Vamos a denotar también
Flfl=F y F'[f]=f Esevidente que F y F ! son lineales.

Veamos otras propiedades. La ' hace desaparecer derivadas:

Flf1=-ikF[f]
FLf"1=-kF[f]

"J"[f’(x)] =\/Lz7tf_O:Of’(x)eikxdxzV%f(x)eikx]fw—% f_o; f(x)el**dx = —ik&"[f(x)] ,
pues ijooo si f_O:o | f| converge. F [f”(x)] =—ikJF [f’(x)] =—k*TF [f(x)] .

Estas transformadas nos apareceran resolviendo EDPs (probamos las 2 primeras):

Teor 2. | f, f’, f” €C(R) y absolutamente integrables =

Loxelabl g0 1 etk

?_l[f(k)ewk]: f(x-a). Si h(x):{O en el resto ’ | ]:V_27 ik

F (e—uxz) — \/LZZ e—k2/4u ) 3:—1 (e—akz) — \/% e—x2/4a )

Teor 3.

ei kb _ei ka

—1( fa—ika © 2 —ik(x-a b ikx
g (fetka) == [1 fl) e K Ddk = fx—a). F(h) = = [ e*rdx = oy

Es totalmente falso que transformadas de productos sean productos (no lo es la integral de un producto). Pero
a veces necesitaremos hallar transformadas inversas de productos. Necesitaremos entonces:

La convolucién de es la funcion: (fxg)(x)=—= [ f(x-s)g(s)ds.
eord. fys (fre)0) == [ fla-5)g(s)
Setiene fxg=g=*f,y F(fxg)=F(f) F(g), silas transformadas existen.

Hallemos la transformada de la ‘funcién’ delta de Dirac, cuya definicion
seria exige la llamada ‘teoria de las distribuciones’, pero que es facil de
manejar formalmente. La §(x—a) se puede ‘definir’ intuitivamente como el
‘limite’ cuando n — oo de

1) = |

Esta §(x—a) tiene las siguientes propiedades (que nos bastardn para trabajar con ella):
f(a) siae[b,c

n si XE[a—ﬁ,a+ﬁ]

0 en el resto

6(x—a)=0 si x#a; fbc f(x)6(x—a)dx ={ 1 ; /-_o:o 6(x—a)dx=1.

0 siaé¢[b,c]
Su transformada es muy fécil de hallar: | F [6(x—a)] |= \/#zfnf_o; S(x—a)el* dx = \/427 el ka

Aplicar a una EDP en dos variables la F en una de ellas lleva a una EDO (en la otra variable) para .
Resolviendo la EDO se halla i . Identificando la u de la que proviene o con el teorema 1 se puede a veces
dar la solucién, pero en muchos casos hay que dejar u en términos de integrales no calculables.

F . .
xSk

EDP en xt — K o EDOent En cad.a uno de los pasos anteriores, hay que tener. claro cuéles son
constante kote las variables y cuales las constantes. En lo que sigue, haremos lo

Fy esquematizado a la izquierda, pues nuestras ecuaciones serdn en

solucién Xe<— .
P ML L — y x,1) y siempre haremos transformadas en x.
uxt) tconstante k.t ( ) y p
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Aplicamos la J en la variable x (se supone que u#, g y f son ‘buenas’, para
que se pueden usar los teoremas). Utilizando la linealidad, el teorema 2 y el
hecho de que:

Ej1. { U+t =g(x)

u(x,0)= f(x)

1 [outt) dikx g _ 8 1 [ ikx 7o _ » ay—iki = g(k)
Tlu) = 4 [ gt et = G [ uenetrdx=a {ﬁ(k,0)=f(k)
Esta lineal de primer orden en ¢ tendrd solucién con una constante para cada k :

i(k,t) = p(k) e”“—%l:) ,con p arbitraria s i= flk)e* + g(k)[éf%]
Teor 3y 4 .
S ) = f(e=1) + V2rg(x)«h(x) siendo h(x)={ ¥ *€[0,7]

0 enelresto

Como fol gx—u)du = —fxx_t g(s)ds , concluimos que | u = f(x—t) + f;it g(s)ds

Obsérvese que la expresién anterior nos da la solucién del problemasi f€C!y g continua,
aunque no sean absolutamente integrables, que era necesario para aplicar la transformada.
Esta situacion es tipica utilizando la J: se es riguroso sélo justificando el resultado final.
- =x—t
[Se puede resolver siguiendo 4.1: % =1 - { ‘;’; _ i — uy=g8(n) — u=p(x—t)+f0xg(s) ds,
p(x)+foxg(s) ds=f(x) — u:f(x—t)—/ox_tg(s) ds +f0X g(s)ds , como antes].

lye — i kil +2k*0 =0
a(k,0)= f(k),4,;(k,0)=0 "
Resolviendo esta lineal con coeficientes constantes de coeficientes complejos:
WP—iku+2k>=0 — p=2ik,—ik — (k1) = p(k)e?* + g(k)e ¥
Imponiendo datos iniciales: p(k)=1 f(k), g(k)=2 f(k) — a(k,t) = 3 f(k)e ¥ +1 f(k)er ¥ .

[solucién valida Vf e C?,
tenga o no transformada].

Ej2. u(x,0)= f(x),u;(x,0)=0

{M[z + Usx —2uxx =0

Aplicando J: {

Y como F [ f(k)elk¢]| = f(x—a), serd |u =32 f(x+1)+ % f(x—21)

De nuevo el ejemplo es resoluble también a través de las caracteristicas:
E=xit Uxx = Ugg+2Ugn+Uny
Uxy = Ugg—ugn =2y — Ugy=0

B>—4AC=9 hiperbélica — {
urr = ugg —4ugy +dun,

_)
n=x-2t
— u = p(¢) +qn) = p(x+t) + g(x—2t), solucién general.

u(50)= PG Ha() = 1) =405 L
{uz<x,0>=p'<x)—2q'<x)=o,p<x>=2q<x>+cT s EWaE e

Mas interés que estos ejemplos, pues no tenemos ningiin otro método para resolverlo, tiene:

Problema para el calor P) U — Uy =0, xeR, >0
en una varilla infinita: u(x,0) = f(x), u acotada

Suponemos que u# y f son buenas y tienden rdpidamente a 0 en +oo para poder utilizar los teoremas.
I+ k*i =0
i(k,0)= 1 (k)

La solucion sera la convolucion de las transformadas inversas de cada uno de los factores:

k2t

Aplicando la F en la variable x: { cuya solucién es a(k,t)= f(k)e

/oo G(x,s,1) f(s)ds | [1]

u(x,t) = 2;‘/%/ f(s) e—(x—x)2/4t ds

G(x,s,1t)= #ﬁe*(x*“)z/ 4 es 1a llamada solucién fundamental de la ecuacién del calor
[es la temperatura del punto x en el tiempo ¢ debida a una f inicial de la forma &(x—s)].

Se prueba que [1] da realmente la solucién de (P) con hipétesis mas amplias de las que permiten aplicar F. En
concreto, para toda f acotada y continua a trozos [1] da la solucién tinica de (P) que es continua para >0,
menos en los puntos de =0 en que f es discontinua. [1] dice también que, seglin este modelo matemaético,
el calor viaja a velocidad infinita: si >0 en un entorno de un x, y nula en el resto, esté claro que u(x,t)>0
por pequeilo que sea ¢ y grande que sea |x—x,|. También se ve que u es C* para ¢t >0 aunque f sea
discontinua (jaunque sea f(x)=d(x—s)!). Son propiedades claramente diferentes de la ecuacién de ondas.
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Ej 3. Apliquemos [1] para resolver un par de problemas particulares.

Sea primero | f(x)= {(1) f;g = u(x,1)=573= W/Me’(x’s)z/‘” ds . Haciendo el cambio v=3=%:
] = T 0
S x/2\t
- L —V —V 1 —v —
u(x,t) = ﬁ[x/zf dv ( A dv + ) dv = [l + ¢(2{)]

---------------------- donde ¢(s)= % / Se’vzdv es la llamada funcién error que aparece
0

(s)

a menudo en la teorfa de las probabilidades.

Como se observa la solucioén, suave si >0,
tiende hacia 1 > paratodo x cuando t — 0.

0

Sea ahora | f(x)= e . Completamos cuadrados y hacemos un cambio de variable:

s Vat+1 ——=

—s? o= a)z 1 2

oo 2
= T A+l () 0= Varel
2W ds v [We ds con X .
: . 2Vt 2 | —x2
Haciendo z = e se obtiene: u = —L e 4r+1 e Tdz = e T+
< 2\t Var+1 o & V1+4t
Pero sale mucho més corto aplicando directamente J :
= -k L1 K 1 _ 2
A _12 — U=—F=¢€ 4 — U= € I+4r |
a(k,0)= ‘/Lie N V2 Vitat

Ej4.

U —Uyx +2tu =0, xeR, t>0 | Hallemos la solucién para una f(x) general
u(x,0)= f(x), u acotada y deduzcamos la solucién para f(x)=1.

[Como F (1) no existe, no se puede resolver directamente el problema con u(x,0)=1 ]
ﬂt+(k2+2l)12 =0 ~ 122 dii. A N 2 k2
. A — u(k,t) = plk)e™ " 5 u(k,t) = f(k)e Ve *! —
{M(,{’O):f(k) (k.1) = pld) (k) = e et
u(x,t) = e f(x)* F (e k") = %[m f(s)e~ =914 gg |

En : : — S —(x—s)%/4t _ ﬁ - — =i
particular, si f(x)=1, u= e e ds = e “du=e".
(s—x)/Q2Vt)=u

wr —wxx =0
w(x,0)=f(x) °

de [1] se deduce nuestra formulay w=1 es solucién clarasi f(x)=1 (la varilla sigue a 1° )].

. q —12
[Parece que serfa adecuado hacer un cambio de la forma u=we ™" — {

. ut—uxxzé(x) ﬁt+k2ﬁ :\/% A _ l_e—kzt _ 1 °°1_e—k2t Ak
EjS. {M(X,O)ZO {ﬁ(k,()):O T — u—_kzﬂ——) M_zn/_m 2 © dk .

No sabemos hallar esta integral en general pero si podemos calcular, por ejemplo:

oolekz

u(0.1) = L [ dk = — |+ L [2 e Higg = LE = f
[/—oo e_kz ks _Sds]

kzt 52
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Problemas de Métodos Matematicos (21/22) 1 - Calculo diferencial en R”

1. Sean x =4i+3j, y=1i—j. Hallar y dibujar x+y, x—y y x+ 3y, y hallar el mddulo de estos 3 vectores.
Comprobar la desigualdad triangular y la de Cauchy-Schwartz para x e y. ;Forman x e y un dngulo agudo u
obtuso entre ellos? Hallar la distancia de x a y y el d&ngulo formado por y y x + 3y.

2. Sean a=(1,0,—-1), b=(1,1,0). Hallar b—a, a-b, axb y a- (axb). Hallar la distancia de a a b y el angulo
que forman. Comprobar la desigualdad triangular para a y b. Escribir una expresion del plano que contiene
esos vectores. Dar ecuaciones paramétricas del segmento que une a y b que lo recorran en sentidos opuestos.

3. Con las curvas de nivel y algunas secciones dibujar las superficies definidas por:
a) z=4-2x-y b) z=|y| c) 4x?+y*+4z2=4 d) 22=x>+y>-1

4. Sean: a) f(x,y)=xy, b) g(x,y)=y%, ¢) h(x,y)=2x-y, d) k(x,y)=(x>+y?)"!. Dibujar algunas curvas de
nivel. Hallar y dibujar su gradiente en algunos puntos. Hallar la ecuacion del plano tangente en el punto (1,1).

5. Calcular las derivadas parciales de segundo orden de:

flx,y) =xy—dx—xy> g(x,y) =xe* h(x,y) = Cos)(c—xy) k(x,y) = arctan%

6. Sea f(x,y)=e "% . Dibujar la curva de nivel f=1y Vf(2,1). Hallar Af = fxx+fyy . Precisar el vector
unitario u para el que es maxima la derivada direccional Dy f (2, 1) y dar el valor de esa derivada maxima.

7. Sea F(x,y,z)=x>—2yz+e*z>. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie F=0 en el punto (0, 1,2) .
Encontrar un u unitario que sea perpendicular al vector (1,0, 1) y tal que DyF(0,1,2)=0.

8. Sea F(x,y,2)= zy;zx . Hallar el plano tangente a F=1 enel punto (0,—1,1). Calcular AF=F,x+Fy,+F,;.

9. Sean f(x,y)=(x* —y)2 y ¢(t)=(t,Int). Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=0 y 1. Hallar la derivada de f
en el punto (1,0) en la direccion del vector unitario tangente la curva dada por c.

10. Sea la curva dada por ¢(z) = (e, t2) , t€[-2,2]. Dibujarla y hallar: i) la recta tangente en el punto (e, 1) y
un vector unitario normal a la curva en ese punto, ii) su punto de corte con la curva r(s)=(s,s—1), s€[0,5].

11. Sean g(x,y)=+/20—x2—y? ylacurva c(z)=(z, tz) , t€[=2,2]. a)Dibujaren el plano xy las curvas de nivel
g(x,y)=2V5,4,0 y la curva C descrita por ¢(t). b) Hallar de dos formas la ecuacion del plano tangente a la
grificade g en (—1,1). c) Hallar la derivada de h(z)=g(c(¢)) en t=—1 utilizando la regla de la cadena.

12. Sea f: R*— R de C?ysea h(t)=f(t,—t,t%) . Hallar, mediante la regla de la cadena, A" (¢) en funcién de
las derivadas de f y comprobar la férmula obtenida en el caso de que sea f(x,y,z)=x+y+z>.

13. Sean f(u,v) = (€“*2V,2u+v) y g(x,y,2) = (2x2=y+3z3,2y-x?) . Calcular la matriz de la diferencial de fog
en (2,—1,1), i) utilizando la regla de la cadena, ii) componiendo y diferenciando.

14. Sea f(x, y) = )ﬁyz
unitario tal que la derivada Dy f(2, 1) valga: i) 0, ii) —%. Hallar div(Vf) en cartesianas y polares.

. Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=0,1, % , % ,y Vf(2,1). Hallar algin vector u

15. Sea f(x,y) = % . a] Dibujar las curvas de nivel f=C con C= %, %, % , el corte con x=0 y su gréfica.
b] En el punto (1,—1) hallar la ecuacién de su plano tangente y la derivada de f segun el vector u = (2,2).

(En la direccién de qué vector unitario v es maxima la derivada direccional en ese punto? c¢] Hallar Af .

16. Sean f(x,y) = (x2,1,y%), g(x,v,z) =z. a) Hallar divf, rotf, Vg, Ag, rot(Vg), div(rotf), V(f-Vg),
rot (f xVg), rot (V(f - Vg)), div(rot (f x Vg)). b) Probar que en general es: rot(gf) = grotf + Vgx f,
div (gf)=gdivf + Vg-f , y comprobarlo con los campos anteriores.

17. Si F(x,y,z)=xyi+y?j+ xzk, hallar: divF, rotF, V(divF), div(rotF), rot(rotF), V(F - F).



Problemas de Métodos Matematicos (21/22) 2 - Célculo integral en R"

1. Hallar las integrales dobles // f dxdy delas f que se dan en los recintos D c R? que se indican:
D
a) f(x,y)=x2+y%, D=[0,1]x[0, 1] b) f(x,y)=xy, D regién limitada por las curvas y=x, y=x>
¢) f(x,y)=ye*, D=[0,1]%x[0,1] d) f(x,y)=y/x%, D triangulo de vértices (1,0), (2,0), (1,1)
e) f(x,y)=x, D circulo unidad f) f(x,y)=senx, D tridngulo acotado por y=0, y=x, y=m—x

2. Sea f(x,y)=y’>—x. a] Dibujar las curvas de nivel f=0y f=—1. Hallar el plano tangente en (1,—1) . Hallar el
u unitario para el que la derivada Dy f(1,—1) es minima y el valor de esa derivada. Calcular Af en cartesianas
y también utilizando polares. b] Hallar //D fdxdy,con D tridngulo de vértices (0,0), (-2,2) y (1,2).

3. Sea f(x,y)= ﬁ . a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=0,1,—1,hallar Vf(0,1), Af(x,y) y la derivada de
f en (0,1) en ladireccién del vector v= (%, ‘5—‘) . b] Calcular ffD f,con D acotada por x=0, y=1y x=y2.

4. Sea g(x,y)=y+x2+y?. a) Hallar la ecuacion del plano tangente en el punto (0,—2) . Hallar Ag (mejor polares).
b) Calcular la integral doble ff p 8 »siendo D la parte del circulo x2+y?<4 ycon x<0,y>0.

5. Sea f(x,y)= 2 a) Dibujar las curvas de nivel f=0y f=1.Darun u unitario parael que Dyf(1,1)=0.

x2+y?

Calcular Af(1,1). b) Hallar //D f en polares, siendo D parte del circulo x?>+y><2 con y>1.
6. Calcular, trabajando en cartesianas y polares, ffD xdxdy,con D regién dada por x?>+y?><2, x>1, y>0.

a) z=x>+y sobre el rectangulo [0, 1]x[1,2].

7. Calcular el volumen del sélido acotado por la superficie: 5 Ry s o
b) z=x~ sobre el semicirculo x“+y“ <1, x>0.

8. Sea R una ldmina que ocupa la region r <cos@.Si p(r,6)=cos 8 es su densidad, hallar su centro de masas.

9. Calcular ffvf, siendo: a) f(x,y,z)=e” y V elsdlido limitado por x=0, x=2, y=1, z=0, y+z=0.
b) f(x,y,z)=xy?z> y V el sélido limitado en x, y,z>0 por la superficie z=xy y los planos y=x y x=1.

10. Dibujar la grificade g(x,y)=2e" Vaey? y calcular el volumen del recinto que encierra con el plano z=1.

11. Sea F(x,y,z)=y+2xz. a) Hallar un u unitario para el que DyF(1,2,—1)=0 y que ademds sea perpendicular
al vector (1,—1,0) . b) Calcular /f v F.si V es el medio cilindro descrito por x2+y?<1, y20, 0<z<3.

12. Calcular /// zdx dy dz, siendo V el sélido limitado por las superficies z=vx2+y2 y x>+y>+z2=4,
\%

trabajando en coordenadas cilindricas y esféricas.

13. a) Probar que la longitud de una curva dada en polares por r=f(6), 6 € [a, B8] es L:/f\/[f(e)]2+[f’(9)]2d6’.

b) Si R es la region del primer cuadrante acotada por los ejes y la circunferencia r =2(cos 8+sen 6) , calcular
mediante integrales: i) el 4&rea de R, ii) la longitud del perimetro de R.

a) f(x,y,2) =yz, ¢(t)=(t,3t,2t), te[1,3].

14. Hall / d la fyl indican:
allar cf s parala f y las curvas que se indican b) f(x.y.2) =14z, c(t):(t,tz, %13), refo.1].

15. Sea f(x,y)=cos(y—2x). a] Hallar Vf(0,%) y dibujarlo junto con la curva de nivel que pasa por (0,5 ).
Escribir la ecuacion del plano tangente a la grafica de f en (0%) . b] Si D es el tridngulo de vértices (0,0),
(0,-7) y (%.0), calcular ffodx dy . c] Calcular fcfds siendo C el segmento que une (0,0) y (5,5).

16. Si F(x,y,z)= y;i , hallar: a) VF', AF, el u unitario que hace mdxima DyF (1,0, 1) y la ecuacién del plano
tangente a la superficie F =2 en el punto (1,0,1). b) //V F, V s6lido acotado por x=1,x=2,y=0,y=2,
z=0, y+2z=0. c) La integral de linea de F sobre el segmento que une los puntos (1,0,0) y (1,2,2).

17. Sea el campo vectorial f(x,y,z)= (xy,x,—yz). Hallar divf y rotf. Calcular la integral de linea de f alo
largo del camino ¢(t)=(cost,sent, 1), r€[0, ] y lalongitud de la curva descrita por c(7).
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18. Hallar la integral de f(x, y)=(xy,0) entre (=1,0) y (1,0) alolargo de: a)el eje x, b) la pardbola y=1-x2,
¢) la linea quebrada y=|x|—1, d) la parte inferior de la circunferencia x>+y>=1. ;Es f conservativo?

19. Sea f(x,y)=(y,x). a] Hallar divf. Probar que f deriva de un potencial y calcularlo. b] Hallar el valor de la
integral de linea de f desde (-1, 1) hasta (2,4) alo largo del segmento que une los puntos: i) directamente,
encontrando una parametrizacion, ii) utilizando el potencial hallado en a].

20. Sea f(x,y) = (y+3x2,x) . a] Calcular divf. (Deriva f de un potencial? b] Determinar el valor de la integral
de linea de f desde (1,0) hasta (—1,0) a lo largo de la semicircunferencia x2+ XZ =1,y>0.¢]Si D esel
semicirculo dado por x?+y?<1,y>0, hallar el valor de la integral doble ffD divf.

21. Sea f(x,y)=x2y. a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=0 y 1. Hallar Vf(=1,1) y un u unitario tal que
Dyuf(=1,1)=1.b]Si D es laparte del circulo x>+y><1 con x,y>0, calcular ffD f en cartesianas y polares.
¢] Hallar la integral de linea de g(x, y)=(2xy,x?) entre (—1,0) y (1,1) siguiendo el segmento que los une.

22. Sea g(x,y,z)=ye**%. a]Hallar Vg(1,—1,2) y escribir un vector unitario u parael que sea Dyg(1,—1,2)=0.
b] Calcular ffv g, con V sélido limitado por los planos x=0, x=1, y=0, y=2, z=0y z=2-x. c¢] Hallar el
valor de la integral de linea de i) g, ii) Vg desde (0, 0, 0) hasta (1,2, 2) sobre el segmento que une los puntos.

23. Sea g(x,y,z) = (3x?—y?,—2xy, —xz) . a) Hallar divg y rotg. b) Dibujar el sélido V acotado por x=0, x=1,
z=0, z=1-y?, y calcular ffv divg. c) Calcular la integral de linea fc g-ds,para c(t)= (1, t, 1—t2) , te[0,1].

24. Sea el campo vectorial g(x,y,z)=(z, % x). a] Calcular divg, V(divg) y rotg. b] Determinar el valor de
la integral de linea fE g-ds, siendo ¢(t)=(cost,sent,—sent),con te€ [0 5]

25. Sea f(x,y,z)= (z2,2y,cxz), ¢ constante. Hallar divf y rotf, precisar para qué valor de ¢ deriva f de un
potencial U y calcularlo. Paraeste c, ;cuanto vale la integral de linea de f entre (0,0,0) y (1,0, 1) alo largo
del segmento que une los puntos?

26. Sea f(x,y,z)=2xz i+ j+x*>k. a]Hallar divf, rotf, V(divf) y A(f-f). b] Hallar /fv divf dx dy dz,
siendo V el s6lido limitado por los planos y=0, y=3, x=0, z=0, x+z=2. ¢] Hallar la integral de linea de f
desde (2,3,0) hasta (1,3,1) alo largo del segmento que une los puntos.

27. Comprobar el teorema de Green // [gx—fyldxdy = }4 f - ds para:
D oD
a) f(x,y)= (yz, 2x) y D laregion del plano encerrada entre la parabola x =4-y? ylarecta y=x—2.
b) f(x,y)=(0,xy?) y D circulo x*+y? <4.
c) f(x,y)= (yz, xy) y D semicirculo girado dado por x?+y?<2 e y>x.

28. Sea D laregion del plano limitada por las grificas de y=e™, y=e*"2 yeleje y. a) Hallar // xe*dxdy.
D

b) ;Cudnto vale la integral de linea de f(x, y)=(xye*, 1) alolargode dD, en el sentido de las agujas del reloj?

29. Sea D el semicirculo dado por x2+y*><9, x>0. a] Calcular //D x dx dy usando i) polares, ii) cartesianas.
b] Si f(x,y)=(—xy,y): i) ;Es f conservativo? ii) Hallar divf. iii) Hallar el valor de f-ds.

oD
30. Sea f(x,y)=y—2xy. a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=C con C=0 y 1,y Vf(0,1). Hallar un vector
unitario u tal que la derivada de f enel punto (0,1) en la direccién de u sea 0. Hallar div( Vf).
b] Calcular la integral doble ffD f dxdy,siendo D el tridngulo de vértices (0,0), (2,0) y (0,2).

¢] Sea el campo vectorial g(x,y)=(xy?,xy) . ¢Deriva de un potencial? Hallar el valor de la integral de linea de
g entre (2,0) y (0,2) alo largo del segmento que une estos puntos.
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Problemas de Métodos Matematicos (21/22) 3 - Ecuaciones diferenciales ordinarias

1. Hallar la solucién general de estas EDOs de primer orden:

’ 2 4 ’ ’ 7’
a) y'=—= b) y'=-2 c) y'=y+5 d) y'=x+5 e) ¥ =x+3

2. Hallar la solucién general T(¢) y la que cumple el dato inicial 7(0)=0 de las ecuaciones lineales:

a) T'=4-4T b) T'+9T =1t o) T'+(1+2t)T=0 d) T'=T+2sent
3. Hallar la solucién general y la que cumple el dato inicial y(1)=1:
a) L =2xy? b) 2=2 42 ¢) L= Xy
4. Resolver 4 = _12x+5y . y

dx = " Sxidy - 1) como exacta, tras comprobar que lo es, ii) haciendo z== .

5. Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones lineales homogéneas de segundo orden:

a) y'+2y"+5y=0 b) x2y”"=3xy’+3y =0 c) X2y = x(x+2)y"+(x+2)y=0
6. Hallar la solucién general de y”’+2y’—3y=f(x) para a) f(x)=e™™, b) f(x)=e*, c) f(x)=senx.

7. Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones no homogéneas con coeficientes constantes:

a)y”’-3y=e*  b)y’+y=xcosx c) y +y=6cos’x d)y’+4y’+5y=x e)y”—2y"+y=x>

8. Hallar su solucién general y la que cumple los datos iniciales y(0)=y’(0)=0:

_2
cos3x

a) y"+2y’+2y=2 b) y/+2y'+y=x+2 )y’ +y=x> d) y"+y=2xe* e)y’+y=

9. Hallar la solucién general de estas ecuaciones de Euler no homogéneas:

a) xy”"+2y’=x b) x2y""—2y=2 c) X2y +4xy +2y=¢*

10. Sea (e) x>y”’—3xy’= 4. Hallar la solucién general de (e) viéndola como ecuacién de Euler y haciendo y’=v .
Hallar la solucién particular de (e) que satisface y(1)=y’(1)=3.

11. a] Resolver % =—yT_2 tratdndola como: 1) lineal, ii) separable, iii) exacta.

b] Hallar la solucién general de x?y”+xy’=2x: i) haciendo y’=v, ii) mirdndola como ecuacién de Euler.
12. Hallar la solucién general de (x+1)y” - y’=(x+1)?: i) haciendo y’=v, ii) haciendo x+1=s.

13. a) Hallar la solucién general de y”’+y’=2x—1, i) como lineal de segundo orden, ii) haciendo y’'=v.
b) Calcular la unica solucién que satiface los datos iniciales y(0)=y’(0)=0.
¢) Precisar cudntas soluciones de la ecuacion cumplen los datos de contorno y’(0)=y’(1)=0.

i) 1=-2

y' =y +dy=0
i) 1=1

, , dando la autofuncién cuando lo sea.
y'(=2)=y(0)=0

14. Precisar si son o no autovalores de {

15. a) Hallar la solucién de y”’+ A—lty = e*/?

que cumple los datos iniciales y(0)=y'(0)=2.
Yy +ly=0

y(=m)=y(m)=0"
16. a) Hallar la solucién de y”’+y’=2e* que cumple los datos iniciales y(0)=0,y’(0)=2.
Y4y’ +1y=0
¥(0)=y'(1)=0"
17. a] Hallar la solucién de y”’+ 2y’+y=4e* que cumple los datos iniciales y(0)=0, y’(0)=2.
Y42y’ +1y=0
b] Sea { , .
y(0)=y"(1)=0

b) Estudiar si 1=0y A:}T son o no autovalores de { dando la autofuncién cuando lo sea.

b) Precisar si 4=0 y A=-2 son o no autovalores de { dando la autofuncién cuando lo sea.

Precisar si A=1 y A=2 son autovalores dando la autofuncién cuando lo sea.
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18. Sea y'+Ay=0 Hallar sus A, y autofunciones {y,},y calcular (y,,y,) Vn.
) y(0)=2y’(0)=y(1)-2y’(1)=0 " [Son calculables exactamente todos los 4,,, y hay uno negativo].

19. Sea x%y”+3xy’+y+Ay=0  a] Escribirla en forma autoadjunta y hallar el peso. b] Precisar si 1=0 es
) y(1)=y(e)=0 " 0no autovalor. c] Probar que A=x?lo es, dar su {y;} y calcular (y;,y;).

S y’+y’+1y =0  Escribir la ecuacién en forma autoadjunta. Precisar si A=-2 y A4=0 son o no
a y(0)=y’(1)=0 ~ autovalores. ;Cuantas soluciones de y”’+ y’—2y=4x cumplen esos datos?

X2y 42y =0
"(1)=y"(2)=0"
—2y=2 cumpliendo esos datos de contorno.

21. a] Estudiar si A=0 y A=-2 son o no autovalores de { dando la autofuncién cuando lo sea.

b] Precisar si hay o no una tnica solucién de x2y”’

xy//_y/=x2_a

22. Hallar, si existe, un valor de a parael que { ,
pareid {y (2)=y'(4)=0

tenga infinitas soluciones.

23, Sea y”+ Ay =senx  Precisar, si lo hay, algiin A para el que: 1) tenga solucién unica,
) y(0)=y"(5)=0 " ii) tenga infinitas soluciones, iii) no tenga solucién.
Y+ 1y =0 a] Hallar sin mirar apuntes sus autovalores A, , autofunciones {y,} € (yn, yn) -
24. Sea { y(0)=y (%) " b] Calcular el desarrollo ’ ¢, y,(x) de f(x)=x en serie de autofunciones.

n=1

25. Hallar los desarrollos de a) f(x)=1y b) f(x)=x?,x€[0,1], en serie de i) {sennnx}, ii) {cosnmx} .
Dibujar con algtin programa de ordenador algunas sumas parciales de las series obtenidas.

26. Sea f(x)= {(1) ?iii; . Hallar su desarrollo en serie de Fourier f(x) = < +Z an cos 5% .

(Cudnto debe sumar la serie para i) x=1, ii) x=2 ? Comprobarlo sustituyendo en la serie.

27. Desarrollar en senos y cosenos en [—m, 7], dibujando las funciones hacia las que tienden las series:
—can? -
a) f(x)=sen“x b) f(x)=sen 3.
y'+dy=0 a) Probar que 19=0 es autovalor y hallar la {yg} asociada. Justificar
y(0)=y(1)-y’(1)=0"  graficamente que hay infinitos 1, >0 y que no hay 4, <0.
b) Hallar el coeficiente que acompaifia a yg en el desarrollo de f(x)=1 en serie de autofunciones de (P).

28. Sea (P) {

. . Y +2y'+Ay=0
29. Desarrollar f(x)=1 en serie de autofunciones del problema , .
7t proviema {2 0)=y(4)=0

30. Sea {y” + Ay = cos 3x Calcular el primer término del desarrollo de f(x)=cos3x en serie de

¥y (0)=y"(F)+y(§)=0 " autofunciones del problema homogéneo.
Precisar para i) =0, ii) A=1 cudntas soluciones tiene el problema no homogéneo.



Problemas de Métodos Matematicos (21/22) 4 - Ecuaciones en derivadas parciales

. Hallar la solucion general [ y(x) y u(x,y) respectivamente] de: i) x2y”=2y, ii) ¥2u,=2u.

. Para las siguientes EDPs de primer orden, hallar sus caracteristicas y, con la regla de la cadena, escribirla en las
variables (&, 77) , calcular su solucién general y la tinica que satisface el dato que se indica:
a)

yuy—xux=xy2 Uy—Uyx=2(x+y)u Uy+ Uy =U+X

) 0 2xyuy—uy=2xy
u(x,2)=0 u(x,x)=1 u(x,0)=—x

) u(l,y)=0
. Sea [E] 2yuy+xuy= 4x?y . a) Hallar sus caracteristicas y, con la regla de la cadena, dar la ecuaci6n para u 7 -
Calcular su solucién general. b) Encontrar la dnica solucion de [E] que satisface el dato inicial u(-2,y)=3y.

¢) Precisar cudntas soluciones cumplen los datos: i) u(x,x?)=0, ii) u(x,x?)=x*.

dy _ 2x-y
dx
y la dnica que satisface u(1, y)=1. ¢] Escribir 2 soluciones distintas que cumplan el dato u(x,x)=e*.

. Sea (2x—y)uy+xu,= yu. a] Resolver

(lineal, exacta o haciendo z=2 ). b] Hallar su solucién general

. Hallar la solucién de los siguientes problemas:

a)

2uy+ux=—u+ey_2x
u(0,y)=0

(2y—x)uy+xu,=2y
u(l,y)=0

2yuy —xux =2u

uy+3y2ux = 2y—“+6y4x
u(_lvy) :y3

®) u(x,1)=x2

c) d)

. Reducir a forma candnica, si es necesario, y, si es posible, encontrar la solucioén general:

a) Uxx+duyxy—Suyy+6ux+3u, =% b) tyy+2uxy+2uyx =0 C) Uxx—3ux+2u=y

. a] Hallar la solucién general y(x) dela EDO y”+y=3. b] Escribir la EDP u,y,—2u,y+ux+u=x+y en forma
candnica y calcular su solucién general.

. Escribir en forma candnica y dar la solucién general de la ecuacién de ondas u;; — 4u,=4, x,t€R. Hallar, a
partir de ella y usando algin otro camino, la solucién que cumple u(x,0) =u,(x,0)=0.

. RCSOIVCI': a) {uzt_4uxx+2ut+4ux: 0 ) {Mtl+2uxt :2 ) {uyy+2uxy+uxx_ u = y

u(x,0)=x, u;(x,0)=0 u(x,0)=u,(x,0)=0 u(x,0)=1, uy(x,0)=0
[Escribir las ecuaciones en forma candénica, hallar su solucién general e imponer los datos].

ur—uxx=0, xe(0,7), t>0

1(x,0)=0., 1, (0, ) =, (. ) =1" [La v del cambio salta a la vista].

10. Sea {

11. a] Escribir f(x)=1 en serie de autofunciones de {}}g (0;3};,?73:0 . (Cudnto suma la serie si x=7 ?
ur —4(1+2t) uyxy =0, x€(0,m), t>0

b] Resolver por separacion de variables { u(x,0)=1, u(0,1)=1,(r,1)=0

ur— 8tuxy=0,x€(0,7), t>0
u(x,0)=1(x), u(0,t)=u(n,t)=0"
Hallar la solucién en el caso a] y los 2 primeros términos no nulos de la serie solucién en el caso b].

12. Sea { con a] f(x)=cos7, bl f(x)=7.

13. a] Hallar la solucién de T’=—4¢T+e 2’ que cumple 7(0)=0.

b] Resolver por separcion de variables el problema no homogéneo

2
ur—tuxx=e*"sen2x, x€(0,%), r>0
; )

u(x,0)=0, u(0,n)=u(%,1)=

" —_
14. a] Escribir el desarrollo de la funcién f(x)=7—x en serie de autofunciones del problema { § (O;' :/l; (;)0:0 .
Ur— Uxx=SENX, XE (0 , 7T) , >0 [Llevar serie con autofunciones del homogéneo a la EDP

b] Resolver { u(x,0)= % —x, u(0,t)=u(m,t)=0 " vy al datoinicial y calcular las infinitas 7, (r) no nulas].

2 xe(0,m), t>1

Uy— Uxx=4sen2x, xe(0,m), >0 ) {ut—uxx+u=e_
u(x,0)=cosx, ux(0,)=uy(m,t)=0 "

15. Resolver: ,
5. Resolver a){u()c,O):Zsenx,u(O,t)zu(ir,t):O

VI



16. Escribir la forma canénica de las ecuaciones y resolver los problemas utilizando diferentes caminos:
) g —4uc=e’, x,t€R ) Uy —Uxx=2x, x,1€R
u(x,0)=x2, u;(x,0)=— u(x,0)=u;(x,0)=0

ug—4u =0, xe[0,x],t€eR

17. S ,00=0, ,0)=sen3 . .
cayulx )_ “r ()i )=sen 3x b] Resolverlo utilizando, razonadamente, la férmula de D’Alembert.
u(0,t)=u(n,1)=0

a] Resolverlo por separacion de variables.

18. a] Hallar la solucién de la ecuacién y”’+y = 2 que satisface el dato inicial y(0)=y’(0)=0 .
., , Uy —Uxy =2senx, x€[0,7], t€eR
b] Hallar la solucién del problema no homogéneo { u(x.0)=u; (x,0) =u (0, ) =u(m.1)=0 °

up—uxx=0, x>0,7€eR . ..
19. Sea u(x.0) =0, ut(x’()):{g)f;x:[,zfi)[o,z]’ 1(0.1)=0" Hallar: i) u(5,2), ii) u(3,2), iii) u(1,2).

g —uyy=0, xe[0,2r], teR
20. Sea 3 u(x,0)= {2senx Xel0.x] y (x,0)=

x€[n,2x]

u(0,t)=u2m,t)=0

Dibujar u(x, ) y hallar su expresion con D’Alembert.
" Resolver por separacion de variables y comprobar.

ugr—uyxy=0,x€[0,7], teR [Separar variables u = XT , hallar las X,, y las T,,,
21. Resolver § u(x,0)=0, u;(x,0)=x . usando todos los datos =0, y calcular los coeficientes
uy(0,1)=uy(m,1)=0 de una serie imponiendo el dato inicial no nulo].

Ug+du,—uy =0, x€[0,7], t€R
22. Resolver {u(x,O)zsen2x, u; (x,0)=u(0,t)=u(m,1)=0 "

23. Resolver por separacion de variables estos problemas planos en cartesianas:
Au =0 en (0, 7)x(0, ) Au=ycosx en (0,7)x(0,1) Au+6u, =0 en (0, 7)x(0, )
{u(ﬂ,y)=5+cosy {ux(O,y)=ux(7r,y)=O {uy(x,0)=0, uy(x,m)=0
u(0,y)=uy(x,0)=uy(x,m)=0 uy(x,0)=uy(x,1)=0 ux(O,y)zo,u(ﬂ,y):200322y

24. Resolver por separacién de variables estos problemas planos y comprobar el resultado:
) urr+%ur+r%ugg=0, r<2,0<f0<m ) ur,+%ur+ri2ugg=0 r<l,0<6<73
u,(2,0)=sen30, u(r,0)=u(r,7)=0 u(l,0)=cos20, “9(”>0)—“9( %) 0"

1 1 L . .
Urrt yir+ 3ug9=0, r<1,0<6<m Resolverlo por separacién de variables y escribir los

25. Sea {Mr(l, 0)= g , u(r,0)=u(r,n)=0 " dos primeros términos no nulos de la serie solucién.

ur,+%u,+%2ugg=0, r<1,0<0<§

26. Hallar los dos primeros términos no nulos de la serie solucién de
u(2,0)=n, u(r,0)=uqy(r,5)=0

27. Resolver por separacion de variables estos problemas planos:
) Au=0,1<r<2 ) Au=cosf, r<2 ) Au=0, r<4,0<60<nm
u(1,0)=0, u(2,0)=1+sen u(2,0) = sen26 u(4,9):2seng, u(r,0)=ug(r,m)=0

Au=0,r<2, 96(0,%)
28. Resover el problema plano {ur(Z, 0) + ku(2,0) =8cos20 , para: i) k=1, ii) k=0.
ug(r,0)=ug(r,%)=0

urr+%ur+r%u99:7rcos§, r<l,0<6<nm

29. Resolver: 2R"+rR' -L1R =73 b
AR TR R =Y M (1 6y =u(r,0) =, m)=0

Upr+ Lu,+ rlzue(,:r%sen@, 1<r<2,0<6<n

30. Resolver: R"+rR'-R=5y b
esolver: a] r r y ]{ur(l,9):u(2,9)=u(",0)=u(7’,7f)=0

VII



Calculo diferencial en R”

1.1. Sean x =(2,0,-3), y=(0,1,3). Hallar x-y, xXy e y X X. Encontrar dos vectores unitarios u y v que no sean
multiplo uno del otro y que ambos sean ortogonales a X.

1.2. a) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (—2,7) y es perpendicular al vector 4i + j.
b) Dar tres expresiones paramétricas distintas del segmento que une los puntos (—1,0) y (1,1).

1.3. Con las curvas de nivel y alguna seccién dibujar la superficie definida por z2=1+x%+y>.
x2y2
Tiays Ppara (x,y) # (0,0), con f(0,0) =0, tiene derivadas parciales en

(0,0), pero que no es diferenciable en dicho punto.

1.4. Probar que el campo escalar f(x,y) =

2
1.5. Sea f(x,y) = xy , f(x,0)=0. Dibujar sus curvas de nivel. Precisar los puntos en los que f es continua. Hallar, si

existen, el Vf y la derivada segin el vector (% , %) en i) (0,0) yen ii) (1,1).
1.6. Sea f(x,y)=xsen2y.Hallar un vector unitario v tal que Dyf(1,0) sea: i) maxima, ii) minima, iii) 0, iv) 1.

1.7. Sea f(x,y)=(y-2x)>. Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=C con C=0, 1 y —1. Hallar V£(0,1) y Af. Hallar
el vector unitario u para el que es maxima la derivada de f enel punto (0, 1) en la direccién de u.

1.8. Sea f(x,y) = (x+y)?. a] Dibujar las curvas de nivel f =0y f=4. Hallar Vf(1,1) y Af. Precisar el vector
unitario u para el que la derivada direccional Dy f(1,1) es minima y hallar el valor de esa derivada minima.

1.9. Sea f(x,y)=9-x?>—y?. a] Dibujar las curvas de nivel f=8,5,0,-7, el corte con x=0 y su gréfica.
b] Hallar un vector unitario u tal que la derivada de f en el punto (2,1) en la direccién de u sea 0.
c] Hallar la ecuacién del plano tangente a la grafica de f en el punto (2,1).
d] Si c(r)= (21, t3) , hallar la derivada de la funcién A(f)=f(c(t)) en t=1 utilizando la regla de la cadena.

1.10. Una chinche camina sobre el plano xy . La temperatura en (x,y) es de e ™*~2 grados. Cuando la chinche est4 en
(0,0) se mueve hacia el este a una velocidad de 2 m/minuto y hacia el norte a una velocidad de 3 m/minuto. Desde el
punto de vista de la chinche, ;Con qué rapidez estd cambiando la temperatura del suelo?

1.11. Escribir la ecuacién en derivadas parciales yzuyy - xzuxx = 0 en las nuevas variables s=xy, = f , utilizando la

regla de la cadena. Comprobar que la funcién u(x, y)=f(xy)+x g(f) ,con f,geC?(R) satisface la ecuacion.

1.12. Si R <, R? _E, R? , escribir, con la regla de la cadena, % y

4 (x,y) (u,v)
Comprobar las férmulas obtenidas en el caso particular en que ¢(7)=(t,e') y g(x,y)=(xy,y-x?).

dv

gr en funcién de las derivadas de u,v,x e y.

1.13. Sea f(x,y)= f:xyy

de nivel de f que pasa por dicho punto. b] Si A(u,v)=f (u3+v2— 1, e+ 1) , calcular, mediante la regla de la cadena,
la derivada direccional de & segtin el vector (1/\/5,—1/\/5) en el punto (u,v)=(1,0).

. a] Hallar el plano tangente a la grifica de f en el punto (0,2) y la recta tangente a la curva

1.14. Sea f(x,y) = 1 — (x>+y?)!/* . Dibujar aproximadamente su gréfica. Calcular Vf en cartesianas y polares. Estudiar
en qué puntos es f diferenciable. Calcular Af(0, 1) . Determinar en qué punto del segmento que une (0,1) y (=2,0)
y en la direccion de qué vector el campo f crece mas rapidamente.

1.15. Sean 7(x,y) = (x,y), r = ||F|| . Probar que: V()= —f—3 , V(logr) = rr;z . A(L) = r% , A(logr) =0.



Calculo integral en R"

2.1. Calcular // f para: a) f(x,y)=(xy)>cosx®dxdy, R=[0,1]x[0,1], b) f(x,y)=log(xy), R=[1,2]x[1,2].
R
2.2. Hallar // f dxdy para f(x,y)=e*>y D cuadrilitero de vértices (0,0), (2,2), (0,2), (-1,0).
D

2.3. Calcular ffD (2x—y) dx dy , siendo D semicirculo dado por x*>+y% <4, x>0, trabajando en cartesianas y polares.

2.4. Sea f(x,y)=(y—2x+1)?. a) Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=0y 1. b)Hallar Af. ¢) Precisar para qué u
unitario es minima Dy f(1,2). d) Hallar la integral //D f,con D tridngulo de vértices (0,—1), (0,1) y (1,1).

2.5. Sea f(x,y)= f . a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=C con C=0 y 1. Hallar el vector unitario u con la
direccién y sentido de Vf(1,1) y el valor de la derivada Dy f(1,1) . Hallar Af(x,y). bl Si D es la parte del

circulo x?>+y?><2 con x>0 e y>1: i) calcular ffD fdxdy (enese orden), ii) expresar la integral en polares.

_ 5o a)Dibujar las curvas de nivel f(x,y) =0 y 4. b)Hallar Vf(2,-1) y Af.
2.6. Sea f(x,y)=x"y". ¢) Hallar la ecuacién del plano tangente a la graficade f enel punto (2,-1).
d) Calcular ffD f ,siendo D laregién del primer cuadrante limitada por la recta y=x y lacurva y=x>.

2.7. Sea f(x,y)=x(x*+y2)""* . a] Dibujar las curvas de nivel f(x,y)=C con C=0.1. Hallar y dibujar V£(0,2).
Hallar la ecuacion del plano tangente en el punto (0,2). b] Calcular la integral doble //D f dxdy ,siendo D la
regién del primer cuadrante limitada por las circuferencias x>+y?=1y x?+y*>=4.

2.8. Sea f(x,y)=x*+xy. a] Dibujar las curvas de nivel f=0 y el vector Vf(1,—-1). Hallar div(Vf). Encontrar dos u
unitarios para los que sea Dy f(1,-1)=0. b] Si D es el circulo x*+y? <4, hallar ffD f en polares y plantear y dar
un paso del cdlculo en cartesianas.

2.9. Calcular el drea A de una elipse de semiejes a y b: z—§+l{—z =1 con el cambio x=arcosf, y=brsenf.
. . 2.2 . xy=1, x>=y?=1 .
2.10. Hallar con un cambio de variable // (x*+y“)dx dy, si B acotada por Xy=2, x2—)2=4 en el primer cuadrante.
B =2, — =

2.11. Calcular // (2x+3y+z) dxdy dz,donde B=[1,2]x[-1,1]x [0,1].
B

2.12. Calcular /// x?cos zdx dy dz, con V regién acotada por los planos z=0, z=m, y=0,x=0,x+y=1.
\%

2.13. Sea F(x,y,z)=ye**?. a) Hallar |[VF(1, §,-2)||, el & unitario para el que es mdxima DzF (1, 1,-2) y el valor de

la derivada direccional. b) Calcular f/ v F,con V sélido limitado por los planos y=0, y=2, x=1, z=0, 2x+z=0.

2.14. Para F(x,y,z) = ze*™ calcular: a] VF, rot(VF), div(VF). b] El vector unitario u para el que es méxima la
derivada DyF(1,1,2). c] /fVF, con V sélido acotado por x=0, y=0, x+y=1, z=0, z=2.

2.15. Sea g(x,y,z)=z>—x—2y. a) Escribir la ecuacién del plano tangente a g=0 en el punto (4,0,2).
b) Calcular f/v g,si V eselsolido dado por x2+y2 <4,0<z<3.

2.16. Calcular el volumen de la regién acotada por el cilindro x*>+y*>=1, el plano z=0 y la superficie z+x*>=1.
2.17. Hallar el volumen encerrado entre las superficies z = x>+y? y x?+y?+z2=2 en cilindricas y en esféricas.
2.18. Hallar la longitud de las curvas:

=2 cos t—cos 21 .
a) (lel,]e=1]), rel-1,1] b) §=2§Z§,_§2§2, , 1€[0,27] (cardioide) ¢) y=Inx, xe[l,e]

2.19. Un alambre estd sobre un tramo de espiral »=e?, 6 €[0,2x]. En cada punto (r,6) la temperatura es . Calcular
la temperatura media del alambre.

2.20. Sea F(x,y,z)=ze>** . a] Hallar la ecuacién del plano tangente a F=1 en el punto (—1,2, 1) y un vector unitario
u para el que la derivada direccional DyF(-1,2,1)=0. b] Calcular ff/v F, con V sdlido acotado por x=0, y=0,
2x+y=2, z=0, z=2, y la integral de linea de F sobre el segmento que une (1,0,0) y (0,2,2).

1I



2.21. Sean f(x,y)=(y% 2xy) ylacurva c(r)=(V2cost, V2sent), te[-Z, 32| . Dibujar la curva y precisar el punto en
el que su recta tangente en (1, 1) cortael eje y.Hallar divf.  ;Es f conservativo? Calcular: i) /c divfds, ii) fc f-ds.

2.22. Sean f(x,y)=(2xy,x*>-3) y ¢(t)=(2-1>,1), t€[-2,2] . a) Hallar divf y precisarsi f es conservativo.
b) Determinar el punto en el que la recta tangente en (1,—1) a la curva descrita por c(¢) corta el eje x.
¢) Hallar el valor de f6 f - ds de dos formas diferentes.

2.23. a] Sea f(x,y) =x>—y?. Dibujar las curvas de nivel f(x,y) =0 y el vector Vf(1,1). Hallar la derivada de
f enel punto (1,1) en la direccién del vector v = (—1,—-1). Hallar Af(x,y). b] Hallar la integral de linea de
g(x,y)=(2x,-2y) desde (1,0) hasta (0,1) alo largo del tramo de circunferencia dado por x2+y?=1, x,y>0.

2.24. Sea D el cuadrildtero cuyos vértices son (0,0), (2,0), (4,—-1) y (2,-1). a) Calcular ffD(x+2y) dxdy .
b) Hallar la integral de linea de f(x,y)=(1,cosy) alo largo de la frontera de D, en el sentido horario.

2.25. Sean f(x,y)=(5x—y,2x) y c(t)=(2cost,2sent), 1€[0,2x]. a) Dibujar la curva descrita por ¢ y precisar el
punto en el que la recta tangente a esa curva en el punto (1, V3 ) cortael eje x.

b) Hallar: 1) [ divf ds, ii) [ f-ds. (Deriva f de un potencial?

a) ¢(t)=(t,t,t), te[0,1].

2.26. Calcular /cf -ds para f(x,y,z)=xi+yj+xyzk, en estos dos casos: b) e(f)=(cost.sent.0) . r€[0,2x].

2.27. ;Qué trabajo realiza la fuerza F(x,y,z) = xi+ yj+ zk al mover una particula a lo largo de la pardbola y =x?,
z=0, desde x=—1 hasta x=27?

2.28. Sea g(x,y,z)=(z,x,y). Calcular divg y rotg.Si ¢(t)=(2,cost,sent), t€[—n, x|, hallar el valor de fE g-ds.

2.29. Sea el campo vectorial g(x,y,z)=(2ye**,e>*,2z) . Calcular divg, V(divg) y rotg. Hallar el valor de la integral
de linea fc g-ds, siendo c(t) el segmento que une (0,0,1) y (1,2, 1) en ese sentido.

2.30. Hallar la integral de linea del campo vectorial f(x,y,z)=1i+2yz j+y*k entre (1,0,2) y (0,3,0) a lo largo del
segmento que une esos puntos. ;Existe alguna curva que una los dos puntos para la que la integral sea 0?

2.31. Sea g(x,y,z) = (zeZX—y’ —e2xY, z). a) Hallar divg y rotg. ;Deriva g de un potencial? b) Hallar el valor de la
integral de linea /C g-ds, siendo ¢(r)=(r%,4t,1), con t€[0,2].

2.32. Sea f(x,y,z)=e i+ j—xe ?k. a] Hallar divf y rotf. b] Hallar el valor de la integral de linea de f desde
(1,-1,0) hasta (1,0,2) alo largo del segmento que une los puntos.

2.33. Sea g(x,y,z)= (xz, z,y). a)Hallar divg y rotg. b) Calcular ffv divg, siendo V el sélido limitado por los planos
x=0, y=0, x+y=2, z=0y z=1. ¢) Si ¢(t)=(¢,cost,sent), t€[0,x], hallar la longitud de la curva dada por ¢ y
la integral de linea /C g-ds.

2.34. Sea el semicirculo D dado por x’+y><1 e y>0 y sea f(x,y) = (x2,3xy). Calcular la integral doble ffD 3y y
la integral de linea de f sobre la dD recorrida en el sentido opuesto a las agujas del reloj. ;Debian tener el mismo
valor? ;Existe alguna U(x,y) tal que VU=f?

2.35. Comprobar el teorema de Green para f(x, y)=(y?, xy) y D el semicirculo definido por x>+y*><1, x+y>0.

a) f(x,y)=(x,y) y D el disco unidad x>+y?<1.

2.36. Verificar el t de Ta di i
erificat el feorema de 1 QIVETEEnCIt PAt 1) 6(x, v) = (2xy, —y2) y D el cuadrado unidad [0, 1]x[0, 1] .

I



Ecuaciones diferenciales ordinarias

. v+ 4y = 8x? {y”+y'—2y= 1-2x {y"+2xy’=2x
3.1. Hallar la soluciéonde: a , , b , , C , .
){y(0>=y ©=0" " 150=1,y©@=-1" 2 |y =y1)=1

3.2. Hallar la solucién general de x?y” +xy’—n?y =0, para n=0,1,2,...
3.3. Hallar la solucién general de las ecuaciones de Euler: a) x?y”+xy’—y = 4x2, b) x>y +xy' —4y=4 .

3.4. Hallar la solucién de xy” +y’ = 4x que cumple y(1)=y’(1)=0.

35, Sea Y/ +1y=0 Probar graficamente que tiene un autovalor negativo e infinitos positivos,
- ¥/ (0)=y’(1)-2y(1)=0 * indicando la autofuncién. ;Es 1=0 autovalor?

3.6. Sea y”’-2y’+y+1y=0  Escribir la ecuacién en forma autoadjunta. Hallar sus autovalores 4, y sus
e y(0)=y(1)=0 " autofunciones {y,},y calcular (y,,y,).

37, Sea y”’+2y’+Ay=0  Escribir la ecuacién en forma autoadjunta. Precisar si A=-3 es o no autovalor,
o y(0)=y(1)=0 ° dando la autofuncidn en el caso que lo sea.

v’ =2y’+1y=0

3.8. Estudiar si 1) A=-3 son autovalores de { , dando la autofuncion cuando lo sea.

i) =2 y(0)=y(7)=0
1) A=0 7 _

3.9. Precisar si 1) _ 1 son o no autovalores de {y + Ay nO fppe , dando la autofuncién cuando lo sea.
i) A=7 y(0)=y(F)-2y"(§)=0

3.10. Sea y”’—y = 3e~2*. i) Hallar su solucién general y la que satisface los datos iniciales y(0)=1, y’(0)=0.
ii) ( Cudntas soluciones de la ecuacién cumplen los datos de contorno y’(0)=y’(1)=07?

3.11. Hallar la solucién general de y”+4y’+3y=2xe~>* y la que cumple los datos iniciales y(0)=y’(0)=—1.
(Cudntas soluciones de esta ecuacion cumplen las condiciones de contorno y(0)+y’(0)=y(1)=0?

3.12. ;Hay o no una tnica solucién de y”’+y = 2xe* cumpliendo los datos de contorno y(0)=y(7)=0?

3.13. Sea y”’+ y’=x. a] Hallar la solucién general y la Gnica que cumple los datos iniciales y(0)=y’(0)=-1.
b] Estudiar si hay o no una unica solucion cumpliendo los datos de contorno y’(0)=y’(1)=0.

Y’ +2y’+1y=0
y(0)=y(7)=0
b] ¢ Para alguno de esos dos A hay sélo una solucién de y”’+2y’+1y=e™™ que cumpla y(0)=y(7)=07?

3.14. a] Precisar si A=—3 y A=2 son o no autovalores de { y dar la autofuncién cuando lo sea.

3.15. Sea [C] y”’+4y’'+5y= e >*(2x—n) . Hallar su solucién general y la que cumple y(0)=0, y’(0)=2. Escribir [C] en
forma autoadjunta y precisar cudntas soluciones de la homogénea y de la no homogénea cumplen y(0)=y(r)=0.

X2y +xy'+dy =0 Precisar si A=—1 y 4=0 son o no autovalores dando la autofuncién si lo es.

3.16. Sea { 3y(1)+5y’(1)=y"(2)=0 "~ ;Cuéntas soluciones de x?y”’+xy’=x cumplen esos datos de contorno?

3.17. a] Sea { Y=y +dy=0 . Precisar si =0y /l:;i1 son o no autovalores dando la autofuncién cuando lo sea.
y(0)=y(7r)=0 [Imponer los datos a la solucién general en cada caso].
b] i) Hallar la solucién general de y”’—y’=1 y la tinica que cumple los datos iniciales y(0)=1, y’(0)=0.
ii) ;Cudntas soluciones de esta misma ecuacion cumplen las condiciones de contorno y(0)=y(x)=0.

3.18. Desarrollar f(x)=cos’x, x € [0, 7], en serie de i) {cosnx}, ii) {sennx}, dibujando las funciones hacia las que
tienden las series.

3.19. Hallar los autovalores y las autofunciones, y desarrollar f(x)=x en las autofunciones de los problemas:
2) {y"+/ly:0 b) {y”+/ly=0
y(=D=y(1)=0 y(0)=y()+y"(1)=0
3.20. Sea {y”+ Ay=0 . a] Probar que 1= es autovalor y dar su autofuncién {y;} . Estudiar si 1=0 lo
v(0) =y’(f¢) +7ry(%) =0 " es. Probar grificamente que hay infinitos A, >0, dar sus {y,} y hallar {(y,,y,).
b] Hallar el valor de ¢ en el desarrollo en serie i ¢n yn(x) de f(x)=x.;Cudnto suma la serie si x:% ?

n=l1

v



Ecuaciones en derivadas parciales

4.1.

4.2

4.3.

44.

Sea yuy,—xuy=u+2x y los datos iniciales: i) u(x,0)=—x, ii) u(x,2)="7x. Hallar la tinica solucién que satisface
uno de ellos y dos soluciones distintas que cumplan el otro.
2 D)u(=2,y)=1, . . L
Sean 2yu,+xu,=4yx-u y los datos i) u(x, x2)=0 Hallar la solucién para el que proporciona solucién tnica.
2uX=2u Uy+2Uy=X—Y 2y, —xuy =2u+4y? Yuy+(2y—x)uy=x
. y yToUx y x y x
Resolver: a) (x =x , b) u(x, x) =0 , ©) (2, y)=0 , d) w(x, 1)=0 .
Resolver [hallar sus caracteristicas y, con la regla de la cadena, la ecuacién para u, , dar su solucién general e imponer el dato]:
2) {yuy+xux=0 ) {uy+2ux=2yu ) {yuy+xux=2u ) {yuy—xuxzy
u(x,)=x ~’ u(x,1)=e* ’ u(x,2)=4x ° u(-1,y)=3y "’
) {uy+ Ux=—U ) {uy—2ux:(x+2y)u ) {quy+ux=4xy h) {uy+2yux=3xu
u(x,0)=¢e* ’ u(x,1)=2 ’ u(l,y)=1 ’ u(x,0)=2x

4.5.

4.6.

4.7.

4.8. a] Escribir el desarrollo de f(x)=1 en serie de autofunciones de {

Sea uyy— 4uyy+4u,x=2x+4y . Escribirla en forma candnica y hallar su solucién general.

Uyy=2Uxy+Uxx+ Uy =ity =0 ) {u,,—4uxx=2, x,t€R
9

Dar su forma canénica y hallar la solucién pedida: a) { u(x,0)=0, uy (x, 0)=1 u(x,0)=x2, u, (x,0)=0 -

u—4dur, =2, x,t€R  a) Hallando su solucién general e imponiendo los datos.
Resolver 5 . . >
u(x,x)=x", u;(x,x)=x b) Haciendo antes el cambio w=u—1-.

X" +1X =0
X'(0)=X(1)=0 °
—4uy=0, xe(0,7),t>0

b] Resolver {Zt(x,O)zf(x), e (0. 1) =1u(.1)=0 para: i) f(x)=1, ii) f(x)=cos 3.

4.9.

4.10.

b] Sea {

4.11.

b] Resolver mediante separacién de variables {

4.12.
4.13.
4.14.

4.15.

4.16.

b] Para {

a] Calcular el desarollo de f(x)=nx en las autofunciones del problema
Ui—Uxx=0, x€ (0,%) ,t>0
u(x,0)=nx, ux(0,1)=uyx(5,1)=0

X"+1X =0
X'(0)=X"(£)=0"

, hallar los 2 primeros términos no nulos de su serie solucién.

a] Hallar el desarrollo de f(x)=2x en serie de autofunciones de { ;, (g)i);,:(g) -0 -
—2uxx+u=0,x€(0,m), >0 o . . . .
Zt(x, OL;X:X qu’ e Oj,ct)(zuxn()n, =0 " Escribir los 3 primeros términos no nulos de su serie solucion.
x,0<x<1/2

a] Desarrollar f(x)={ 0,1/2<x<1

en serie de {sennmx} y precisar cudnto suma de la serie si 1) xzi , 1) x= % .
—uxx =0, x€(0,1), t>0

(x,0)=f(x), u(0,1)=u(1,r)=0 "

Sea Uy— xx+2tu=0, xe(0,7), t>0 Hallar la solucion para a] f (x) =cos 2x y el primer término

u(x,0)=f(x), ux(0,t)=u,(m,t)=0 ~ no nulo de la serie solucién si b] f(x)=2x.

] u; —4uc, =0, x€(0,1), >0 {u,—(2+cost)uxx=0,xE(O,g),t>0
Resolver: ) {0 o (in=0 " lue.0rat (0.0 —u(Z,1)=0
Sea { ur —uxx =0, x€(0,3m), >0 Resolverlo y escribir de forma exacta el primer término
u(x,0)=1, u(0,t)—4u~(0,t)=u(37,t)=0 " de la serie solucién.
ur—uxx+2u =0, x€(0,1), >0 . , L.

Resolver { u(x,0)=x, (0, ) =u(1,)—u,(1,) =0 (la solucién tiene sélo un término).

. . - . . X" +1X=0
a] Escribir el desarrollo de la funcién f(x)=7 en serie de autofunciones del problema { X(0)=X"(x)=0 -

—4uyx= 4 ,x€(0,m), t>0 [Llevar una serie con autofunciones del homogéneo a

b] Resolver { (x,0)=u(0,1)=ux(m,t)=0 ° laEDPy al dato inicial y calcular las infinitas 7} (¢) ].



X"+1X=0

’_ —12
4.17. a] Resolver { I'=-(1+20)T+e . bl Desarrollar f(x)=% en serie de autofunciones de { X(0)=X (1) =0 -

7(0)=1

2
. . . U —uxx+2tu=e""senx, x€(0,7),t>0
c¢] Hallar 2 términos no nulos de la serie solucion de { rxx (0,7)

u(x,0)=%, u(0,1)=u(m,t)=0
4.18. Resolver por separacién de variables:
b) {u, — Uy, =sent, x€(0,7),t>0
z, )— u(x,0)=sen’x , u(0,1)=uy(m,1)=0
){ut Uxx =€ > cosx, x€(0,%),1>0 d){
u(x,0)=1, ux(0,1)=0, u(%,1)=1
e){ut luxxzﬂsennx x€(0,1),r>0
u(x,0)=%, u(0,t)=u(1,t)=0

2ucc=e"senx, x€(0,5), t
) {u(x 0)=sen3x, u(0,1)=uy(

-2 U — gy =2, xe(0,m), >0

u(x,0)=u(0,t)=u(m,t)=0
up = tuxe =1, xe(0,7), t>1

D {u(x, 1)=cos2x, ux(0,1)=ux(m,t)=0

Up—tyx+3u=F(x), xe(0,m), t>0
u(x,0)=u(0,t)=u(m,t)=0
Hallar la solucién en el caso a) y los 2 primeros términos no nulos de la serie solucién en el caso b).

4.19. Sea el problema no homogéneo { , con a) F(x)=4senx, b) F(x)=m.

U —uxx=0,x€(0,7m), t>0 ) {u, —4uxx=cos 5%, x€(0,1), t>0
M(X,O)ZO, ux(07t):ux(7r’t):t ’ u(x,0)=2, MX(Ovt):17 M(lat):z
Determinar en cada caso el limite de la solucién u(x,t) cuando t—oo.

4.20. Resolver: a) {

Usr—Uxx =61, x,1ER U —dux=16, x,t€R

4.21. Escribir en forma canénica y resolver por diferentes vias: a) { u(x,0)=u, (x,0)=0 b) { w(0,0)=t, 1, (0,1)=0 °
s — Ut bl - ) —bs Ux s -

un—uxx=0, .XZO, teR
22, . . > .
4.22. Se {u(x, 0)=0. u,(x.0)=cosx . u(0.1)=1 a] Hallar u(x,2n). b] Hallar u(x,2n) para x >2x
423 —4uxx=0,x>0,7€R Dibujar la extension f* y dar su expresion.
o u(x 0)={g" ge’;i[?) 2w, (x,0)=u(0,¢)=0 " Hallar u(1,1). Dibujar u(x,1).
U —4uy=0, x€[0,2],t€R 33 o
4.24. Sea {u(x,0)=4x—x3, 1 (5. 0) =0(0. 1) =1(2. 1) =0 ° Hallar u(3, 7). Dibujar u(x,2).

U —urxy=0, x€[0,2], teR

u(x, 0)=x2, 1, (x, 0) =1 (0, 1) =0, u(2, 1) =4 Hallar u(1,2) y u(x, 1), con D’Alembert y separando variables.

4.25. Sea {

Hallar u(1,2) utilizando la férmula de D’Alembert. Resolver separando

4.26. Sea variables y aproximar u(1,2) con el primer término de la serie solucién.

ur—urxxy=0, x€[0,3],t€eR
{u(x, 0)=0, ut()c,O):?ax—x2 .
u(0,t)=u(3,1)=0

» T"+T =2e! r—Uxx=2e""senx, x€[0,n], t€R
4.27. a] Calcular la solucién de T(0)=1, T'(0)=0 ° b] Resolver { (x,0) =senx, u; (x,0) =0, u(0,1) =u(x,1)=0 °

_ =4 6 3x,x€l(0,Z|, teR . .
4.28. Resolver {u” ax SENDYCOSSL, 4 [ 2] (no es necesario hacer integrales).

u(x,0)=u;(x,0)=u(0,1)=uy(5,t)=0

Uy — Uy =0, x€[0, 7], teR ., p
4.29. Se {u(x, 0) =1, (x,0) =0, u(0, 1) =sen wt. u(x, £)=0 ° Dar valores de w para los que la solucién no esté acotada.
Upr +2u; — Suxx =0, x€[0,7], t€R

430 Resolver {0 ey 40,1~ =0

i) para cualquier g(x), ii) para g(x)=2senx.

4.31. a) Desarrollar f(6)=cos 6 en {sennf} simplificando el resultado. ; Converge la serie hacia f en todo [0,7] ?
Au=0, r<1,0<80<m

b) Resolver por separacion de variables { u,(1,0)=cos 8, u(r,0)=u(r, m)=0 -

et Luy+ rlzuggzo, r<l,0<6<%

4.32. Resolver { " por separacién de variables.

u(1,0)=sen36, u(r,0)=u(r, §)=0

VI



4.33. Resolver por separacion de variables estos problemas planos homogéneos:

Au=0, r<l1,0<0<nr

Au=0, r<1,0<0<nm Au=0en r<l
a ’ ’ b c) { u(l,6)=senO—sen20
) {ur(l,e)ze, u(r,0)=ugy(r,m)=0 ) {m(l,&):sen% ) {u%r,o))zu(r,n)zo

4.34. Sea Aé:g())-;zr < (11’ z)e _(2’ ) 3¢  Hallar su tnica solucion y comprobar que cambiando +2u, por —2u, el
- Z (r’O) :ub;r(r ’ﬂ) =_O ens - problema fisicamente imposible que resulta pasa a tener infinitas soluciones.
Au=0,1<r<2, 0<9<%
4.35. Resolver { u(1,0)=0, u,(2,0)=send
l/l(r, O):u(l", %)_Mg(rs %) =0

[El problema de contorno tiene autovalor sencillo
y en la solucién sélo aparece una autofuncion].

urr+%ur+r%u39=0, r<2, 0<0<nm ) {urr+%ur+rl2u99=7r, r<1,0<0<nm
u(2,0)=m, u(r,0)=u(r,m)=0 ’ u(1,0)=u(r,0)=u(r,7)=0
Resolverlos por separacién de variables y escribir los dos primeros términos no nulos de la serie solucién.

4.36. Sean: a) {

_ x =
437, Resolver: ) {Au—3sen6, r<l, 0<6<% b) {Au senf, l<r<?2

ur(l,G)zu(r,O)zug(r,%)=0 ’ u,(1,0)=u(2,0)=0 -

4.38. Resolver: el] rR”"+ R'=4r, €2] rR”+ R’=—1 (haciendo R’=v o viéndolas como ecuaciones de Euler) y los problemas:

u(l1,0)=3 u(l,8)=1-cos 26 u(l,0)=2+cos 6 .

Au=4,r<1,0<0<% Au=4, r<1, 0<f<n Au=-1 1<r<3,0<0<n
a] { b] { cl {
ug(r,0)=ug(r.5)=0 ug(r,0)=ug(r,m)=0 u(3,0)=ug(r,0)=ug(r,71)=0

VII



5.1. Sea S la superficie cilindrica x*>+y? = 4 comprendida entre los planos z=0 y z=3. Hallar el 4rea de S utilizando
integrales de superficie y calcular la integral de superficie de f(x, y, z) =(xz, yz,2) sobre S.

5.2. Sean las superficies S= {)c2+)12+z2 =R?, 7> 0} y B= {x2+y2 <R? 7 =0} . Comprobar que se verifica el teorema
de la divergencia sobre SUB para el campo vectorial f(x,y,z)=(y,—-x,1).

5.3. Sea S el tridngulo determinado por los puntos (0,0,0), (0,1,0) y (-=1,1,1) y f(x,y,z)=(yz,e”, 1) . Calcular la
integral de superficie de rotf sobre S directamente y utilizando el teorema de Stokes.

5.4. Sea S la parte del paraboloide eliptico z=4—4x>—y? con z>0 y x>0,y sea el campo f(x,y,z)=(3,x%,).
Comprobar el teorema de Stokes calculando la integral de superficie de rotf sobre S y la integral de linea de f alo
largo del contorno cerrado que limita dicha superficie.

5.5. Sea S la parte de la superficie cénica z>=x>+y?, con 1<z<2,y sea el campo vectorial f(x,y,z)=(x,y,1). i)

Calcular la integral de superficie f sobre S respecto de la normal exterior al cono. ii) Hallar el rotf. Sin calcularla:
(cuanto vale la integral de linea de f a lo largo de la circunferencia que limita superiormente S ?

5.6. Sea (a+bx2) y” -2y =g(x). alPara a=0, b=1, g(x)=0, hallar la solucién general de la ecuacién.
b] Para a=2, b=0, g(x)=e*, hallar la solucién general tanteando (coeficientes indeterminados) y con la fvc.
] Para a=2, b=0, g(x)=2x2, hallar la solucién que satisface los datos iniciales y(0)=1, y’(0)=3.
d] Para a=b=1, g(x)=0, probando una serie de potencias en la ecuacién, hallar el desarrollo hasta x> de
la solucién que cumple y(0)=0, y’(0)=3.

5.7. Hallar los 3 primeros términos no nulos de una solucién de y”’+xy’+y = 0 que se anule en x=0, escribiendo la
regla de recurrencia.

5.8. Sea y”+[2-2x]y’+[1-2x]y=0. a) Hallar el desarrollo hasta x* de la solucién en forma de serie de potencias que
cumple y(0)=0, y’(0)=1. b) Sabiendo que y=e™* es otra solucidn, escribir la solucién de a) en términos de una
integral, desarrollar la integral y comparar.

5.9. Sea 4x?y” -3y = x?. a) Hallar la solucién general de la no homogénea. b) Hallar el desarrollo hasta orden 4 en torno
a x=1 de la solucién de la homogénea con y(1)=0,y’(1)=1.

5.10. Sea 3xy”+(2—6x)y’+2y=0. Hallar una solucién que no sea analitica en x=0. Hallar 4 términos del desarrollo de
una solucién no trivial que sea analitica en x=0.

5.11. Sea 4xy”’+2y’+y=0. Comprobar que x=0 es punto singular regular y encontrar las raices de su polinomio indicial.
Hallar el desarrollo en serie de la solucion que es analitica en el punto y deducir la solucién general en términos de
funciones elementales. Comprobarlo haciendo el cambio de variable s=x'/?.

5.12. Sea 24/xy” —y’ = 0. Precisar si x=0 es punto singular regular. Calcular, hasta tercer orden, el desarrollo en serie
en torno a x=1 de la solucién que cumple y(1) =y’(1) =1.

5.13. Sea (1-x?)y”’—2xy’+y=0. Hallar 3 términos no nulos del desarrollo de la solucién con y(0)=0, y’(0)=1. Esudiar
si hay soluciones no triviales que se anulen en x=—1.

5.14. Hallar la solucién general de x?y”’+x(4—x)y’+2(1—x)y=0, desarrollando en torno a x=0 e identificar las series
solucién con funciones elementales.

5.15. Sea xy”’-2y’+4 e*y=0. Hallar los 3 primeros términos no nulos del desarrollo en serie de potencias de una solucién
que se anule en x=0.

5.16. Sea xy”+(1—-x%)y’+ pxy = 0. Precisar, resolviendo por series en torno a x=0, los valores de p para los que hay
soluciones que son polinomios y escribir uno de estos polinomios para p=4.

VIII



2 . . .
=0, p<1,t20
5.17. Resolver Upp— Upp— p 1) por eeparamon de variables, o
u(p,0)=0, ut(p, 0)=- sen np, u(l,1)=0 ii) haciendo v=up y usando las técnicas de 4.4.

5.18. Resolver la ecuacién de Legendre (1-x2)y” —2xy’+ Ay = 0 entorno a x=1, estudiar la acotacién de las soluciones
en ese punto y volver a obtener los polinomios Py, P; y P;.

([ —x?] y’)/ +1y=0 Hallar los 3 primeros términos del desarrollo de f(x)=1 en serie de

5.19. Sea { vy(0)=0, y acotadaen 1  autofunciones de este problema singular [los Py, de Legendre].

. . [Au=0, 1<p<2
5.20. Resolver el problema para la ecuacion de Laplace en el espacio: { u(1,0)=cos 0, u(2,0)=0

5.21. Resolver x%y""+ xy’+ ( i)y =0, i) mediante un cambio de la forma y=x"u, ii) por series.

2.7 2 1 .
/l -7 = =
5.22. Hallar los autovalores y autofunciones de {);()1) ) jﬁ"{)’f Ox 71y=0 ’ ]z;)) illa;zlizr;(;z i :‘/\//_;CJ; ,.

5.23. Hallar (en términos de funciones elementales) una solucién acotada de:
urr+%ur+rlzu6’9 +4u=0,r<1,0<0<m [Separando variables y haciendo s=2r
u(1,6)=sen % , u(r,0)=ug(r,m)=0 aparece una ecuacién conocida].
5.24. Sea una placa circular homogénea de 1 cm de de radio, inicialmente a 0°. Supongamos que en =0 todo su borde se
calienta hasta 1° y luego se mantiene a esa temperatura. Hallar las temperaturas en la placa para ¢ >0 y la distribucién

estacionaria hacia la que tienden cuando t — co.

5.25. Resolver los problemas en 3 variables:

ur—Au=0, (x,y)€(0,7)x(0,7),t>0 urr—Au =0, (x,y)€(0,7)x(0,7), teR
a) 4 u(x,y,0) =1+cosxcos2y b) | u(x,y,0)=0, u;(x,y,0)=sen3x sen22y
ux(0,y,t)=ux(m,y,t)=uy(x,0,t)=uy (x,7,1)=0 u(0,y,t)=u(m,y,t)=uy(x,0,t)=uy(x,7,1)=0

Ut — 3Mxt+2uxx—0 X, teR

5.26. Resolver{ (x,0)=f(x), us(x,0)=0

con transformadas de Fourier y deducir la solucién para f(x)=x2.

5.27. Obtener la formula de D’Alembert utilizando transformadas de Fourier.

2urtux=tu us+ e u,+2tu=0 Uy — OUrx + sy =0 i) con las caracteristicas,
5.28. Resolver a]{ . - b]{ t x i ]{ i 1x xx )

u(x,0)=e~ u(x,0)=f(x) u(x,0)=f(x),u;(x,0)=0 ii) utilizando la F .

e .. U=ty +iux=0, x€R,1>0 u;—2tu,y=0, xeR, >0
5.29. Dar su solucidn sin incluir integrales: a] {u(x, 0) = Y , b] {u(x, 0)=6(x), u acotada

IX



