Capitulo 1. Calculo diferencial en R".

1. Calculo diferencial en R”
1.1 Campos escalares y sus derivadas (este pdf b11)
1.2 Campos vectoriales. Regla de la cadena (el b12)
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Campos escalares. El espacio R".

El espacio R". Aqui hablamos de R? y R® (en general en apuntes).

R°= {x= (a,b): a,be R} es espacio vectorial de dimension 2 con:
x+y=(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) y kx=(ka,kb), x,yeR?, kecR.
Ademés es el producto escalar de dos vectores X -y = ac + bd,

la norma o médulo ||x||=Va2+b? y la distancia d(x,y)=||x-y|| .

En vez de x se escribe X o X. Serd R®= {x: (a, b, C)} (andlogo).
Diremos que x es punto o vector de R”. Un x€R? se punto (ah,c)
puede ver como el punto de coordenadas (a,b) o como :
el vector que une el origen (0, 0) con (a, b) [igual en RS] .
R es caso particular y a los reales se les llama a veces
escalares. Se prueba facil varias de estas propiedades:

xy=y-x, (kx)-y=k(xy)=x-(ky), x-(y+z)=x-y+x-z,
Ik x| =|k[||x]|, x-x>0, |x||=0< x=0,

desigualdad desigualdad d
Ix+yll < Ixll+IYIE S+ XYI<IXIIY ) -
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Seguimos con el espacio R".

Mucho de lo visto tiene claro significado geométrico. Suma es el I1x1]..9
vector diagonal del paralelogramo de lados x e y. O el vector cuya Ly
punta es el final de x si llevamos paralelamente su base al final de y .
La desigualdad triangular dice que un lado mide menos que la suma
de lo que miden los otros dos...

En R?y RS2 el producto escalar se puede escribir asf:
| x-y=[x|lllyll cos ¢
Por tanto x - y =0 cuando son perpendiculares.

, ¢ angulo que forman x e y.

Los vectores de la base de R? se escriben i=(1,0) y j=(0,1),y todo
x se puede dar como combinacién lineal de ellos: x=(a, b) =ai+bj.
En R®, i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1). »|
Un vector es unitario cuando tiene norma 1.
[i,jy kloson|.Si x#0,un u unitario con
su misma direccion y sentido es u= ﬁ .

Sélo para n=3, se define el producto vectorial |, 5y X'1 X'g )I:S
de x e y como el vector (perpendiculara x e y): i y2 s
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Ejemplos del espacio R".

Ejl S

X

X -

Ej2. S

ean x=(1,0)=i e y=(-2,2). Entonces es:
+y=(-1,2). Fy=(-1,1). Ix|=1, llyll=2v2.
[Debia ser X-y=||x|||ly]| cos ¢ <0, pues ¢>g.
Y="2- Dehechoes ¢:arccos:712:37”],
ix=(1,0,2), y=(-2,1,3), su producto escalares X -y=4.

IxIl=V5, llyll=V14. (Se cumple Cauchy-Schwartz: 4<+70).

Ix=yll=1(3,=1,=1)||=V11 (la distancia entre los dos puntos X e y).
ik
102
-213

=(0-2)i—(3+4)j+(1-0)k =(-2,-7,1) .

. - (1,0,2)-(-2,-7,1)=0
Comprobamos que es perpendicular a ambos: (=2,1,8)-(=2,~7,1) =0

XXy=

Ixxy||=3V6 nos da el drea del parelogramo cuyos lados son los vectores
(ese es el significado que tiene la longitud de un producto vectorial).
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Rectas

En célculo en R, una recta del plano se suele escribir y=yg+m(x—xg) 6 y=mx+b,
fijandonos en la pendiente m, el punto (xg,yo) por el que pasa o la ordenada en el
origen b. Demos otras expresiones ahora usando vectores.

La recta que pasa por p=(p1,p2) ¥ q=(g1,g2) se puede escribir:
Xx=p+t(q-p) o x=(1—-t)p+tq, teR.
[Si te[0,1], p+t(q—p) dael segmento que los une|.

O dado p y el vector direccién v=(vq,vp) larecta |

. X=pq+tv
viene dada por x=p+tv, que en coordenadas pasa a ser { P+t

y=p2+tvy
Ej 3. Varias formas de escribir el segmento que une p=(-2,3) y q=(1,0).
Como larectaes y=1-x, tenemos: (t,1-t), te[-2,1].
Deducimos otra parametrizacion de arriba:
v=q-p=(3,-3), p+tv=(-2+3t,3-3t), te[0,1]. i
O cambiando papeles: q+t(p—q)=(1-3t,3t), te[0,1]. _Jz—¥

[Las 2 primeras lo recorren, al crecer ¢, en el mismo sentido y la otra al revés].

Las ecuaciones vectoriales de las rectas y segmentos en el espacio son las mismas.
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Planos

La ecuacion general de un plano en el espacio es |ax+by+cz=d|.

[Con a, b,c no todas cero. Si d=0 pasa por el origen].

Si u y v son dos vectores (no multiplo uno
"A» de otro), x=tu+sv, t,s€R describe el plano
que contiene esos vectores y pasa por el origen.
X=p+tu+sv es otro plano, paralelo al otro y
que pasa por p.

X=tutsy

Un plano quedara también determinado conocidos un
punto p suyo y un vector n normal (perpendicular)

al plano, pues serd entonces: |(x—p)-n =0|.

Si n= (a’ b, C) ’ a(X_P1)+ b(y_PZ)"‘ C(Z_PS) =0,
se puede poner ax+by+cz=—-api—bp>—cps. Comparando con la
ecuacion escrita arriba, concluimos que un vector normal al plano
ax+by+cz=d esel vector (a,b,c).
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Ejemplos con rectas y planos

Ej 4. Varias expresiones de la recta que pasa por p=(1,2,-8) y q=(7,5,1).
El vector direccion v=q—-p=(6,3,9) da p+tv=(1+6t,2+3t,-8+9t), teR.

O con el mds bonito u=(2,1,3) y q por p: q+tu=(7+2t,5+t,1+3t) Vt.

o . xX=7+2t 7 1
Eliminando ¢, por ejemplo, de la segunda: { y=5+t — % =y-5= % .
z=1+3t

Y eligiendo dos pares de términos (primero = tercero y segundo = tercero aqui)
obtenemos la recta como interseccion de dos planos:
3x—-2z=19

3x-21=2z-2, 3y—15=z-1, es decir, {3y—z:14

Ej 5. Ecuacién del plano que fijan p=(3,2,-1), q=(1,-1,3), r=(3,-2,4) .
Es normal a él el vector (q—p)x(r—p)=(-2,-3,4)%(0,-4,5)=(1,10,8).
El plano es, pues: 1(x—3)+10(y—2)+8(z+1)=0, o sea, x+10y+8z=15.

Mis largo es eliminar t y s de {X:S—Zt R t:%_% N

x=t(q—p)+s(r—-p)=1{ y=2-3t-4s S=%—5—3 \

z=-1+4t+5s

3a+2b—-c=d [imponiendo .
O, atin peor, resolver { a—2b+3c=d quepasepor — a=%, p=12 =8
3a—2b+4c=d los puntos]

Pepe Aranda campos escalares - 7/22



Campos escalares R” — R (o funciones escalares). Casi siempre n=2.

f- R2— R | Funciones reales de 2 variables reales en un dominio D.
(x,y)=f(x,y) | Su gréfica es el conjunto de puntos (x, y, f(x,y)), (x,y) €D.

Si n=2 (el que tratamos aqui) describe una superficie en el espacio, que se
puede tratar de dibujar en perspectiva. [Para n=1 la grafica es una curva en
el plano y si n>3 estamos ya en un espacio de dimensién >4 ].

Para esquematizar su grafica (sin ordenador) buscaremos secciones (curvas
en el espacio) que obtendremos cortando la superficie con diferentes planos.
Las mds interesantes son los cortes con z=cte, las curvas de nivel (curvas
del plano xy en las que f vale lo mismo). Féciles de hallar son las obtenidas
al hacer x=cte o y=cte (en particular los cortes con los planos yz o xz).

H 2,.,2_ ,
Ei 6. . Las curvas de nivel x*+y*=C ey
J () Y son circunferencias de radio VC .

- — 2
;:8 : j: ig son pardbolas. l

Con esto es facil (en este caso sencillo) dibujar la
grifica de este ‘paraboloide de revolucién’. L

Los cortes con

[Si las curvas de nivel son circunferencias centradas,
la superficie siempre serd de revolucion].
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Mas dibujos de campos escalares

C=4 C=1 C=0
Ej7. |g(x,y)=(x-y)2|=C — x—y=2VC (rectas paralelas). y

Para C=0,1,4 son y=x, y=x+1, y=x+2.

El corte con x=0 es una pardbola: z=y? . También lo
son los cortes con y=0 (z=x2) o0 y=—x (z=4x2).

Viene a ser la gifica de la parabola z=y? trasladada a
lo largo de la recta y=x (que es donde se anula la g).

Ej 8. Sea . Dibujemos este ‘paraboloide hiperbdlico’ (silla de montar).

Las curvas de nivel son en general las hipérbolas

y?—x?=C [menos para C=0 en que se reducen

alasrectas y=+x1].

Los cortes con y=0 y x=0 son z=-x° y z=y?
[y son pardbolas todos los cortes con y=C y x=C].
No es facil hacer el dibujo en 3 dimensiones, pero las curvas de

nivel y los cortes nos bastan para hacernos una idea bastante
aproximada de la gréfica.
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Superficies importantes (definen més de una o ninguna funcién escalar)

. fici -
o g o, [T i
Las primeras son 2 campos escalares z=+yR2—x2—y2, z=++/y2+x2 ylaotra0.
z z

[las curvas de nivel
son circunferencias]

Para x=0 aparece la circunferencia y2+22=R? (esfera) y las rectas z==y (cono).
El cilindro es la circunferencia unidad llevada verticalmente (pues no depende de z).
Todos estos ejemplos son ‘cuddricas’: Ax?+By?+Cz?+Dxy+Exz+Fyz+ax+by+cz=d

(que generalizan las cénicas a R®). Hay mds tipos de ellas: elipsoides, hiperboloides de
una y dos hojas, parejas de planos...
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Entornos, abiertos y continuidad

Definimos estos términos que aparecerdn varias veces en el curso:

Entorno de centro acR" y radio r es B;(a)={x<R": ||x-a| <r}
[circulo en el plano, esfera en el espacio, sin bordes].

Un punto a€A es interior al conjunto ACR” si hay algin r tal que

el entorno B,(a) CA. A es abierto si todos sus puntos son interiores,

es decir, si A= int A={x interiores a A}.

Fronterade A es dA={x: todo B,(x) tiene puntos de Ay de R™A} .

Ej 10. Es un conjunto abierto en R? el producto cartesiano de intervalos d
abiertos A=(a, b)x(c, d) [rectangulo sin borde], pues para cualquier
a del conjunto existe un B, (a) contenido en €l (por ejemplo, cuando c}-1® hd
r es el minimo de las distancias a los 4 lados). Su frontera A son los <
4 lados. El producto de cerrados A= [a, b]x[c, d] no es abierto pues

los puntos de JA no son interiores (ningtin B, estd contenido en A).

La definicion de continuidad es (aparentemente) muy parecida a la de R:

’fcontinuaen acintD si Ve 36 tal que ||x—a|| <d = |[f(x)-f(a)|<e&. ‘

[En algin entorno de a los valores de f(x) deben estar lo cerca que nos pidan de f(a) ]

[Con la definicion se ve facil que una f constante o f(x, y)=x son continuas en R2].
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Ideas sencillas sobre continuidad (las complicadas no se tratan en este curso)

Teoremas (como en R) aseguran que suma, producto y cociente con denominador no
nulo de f, g continuas son continuas. Y la composicién de campos y funciones:

‘ f: R"—>R continuaen a, g: R—R continuaen f(a) = gof continuaena. ‘

Con ellos, muchisimos campos lo son en todos o casi todos los puntos a simple vista.
Son continuos en todo R? los campos dibujados (sumas, productos... de continuas).
o1
También lo son claramente: f(x,y)= (lo son numerador y denominador mayor que 0).
h(x,y)=¢e¥ (composicién de la contmua f(x,y)=xy y g(z)=€? funci6n continua en R ).

glx,y)= 2 2 es claramente continua si x#0 y discontinua ahi (‘tiende a o).

Sélo hay que pararse a mirar la continuidad en puntos patolégicos (como pasaba en R).
Vemos un par de ejemplos finales s6lo para mostrar que aqui las cosas son complicadas:

Ej 11. f(x,y) = (x?+y?) sen =z y2 ,con f(0,0)=0, es obviamente continua si x#0.

Ver que lo es también en el origen no es trivial (en los apuntes estd justificado).

Ej12. f(x,y)= f(0,0) =0 vuelve a ser continua claramente si (X y)#(0,0).;Yen0?

X2+4’

El valor de f sobre las pardbolas x=py? es f(py?,y)= 5 +1

Tan cerca como se quiera del origen hay puntos en los que el
campo vale, por ejemplo, % (p=1). Discontinua en (0, 0) .

[Dibujada con un ordenador, tiene el aspecto feo del dibujo de la derechal.
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Derivadas direcionales (n=2)

Sean f: DCR?— R y acintD paraque f esté definida cerca de a. Para
hallar la derivada en R se usa el valor de f en a y en puntos cercanos a+h.
En R" hay puntos en cualquier direccién. Miremos c6mo varia f sobre una
recta que pase por un punto a (dada por un vector v ), es decir, la variaciéon
de la curva obtenida cortando la grafica con un plano vertical:

La derivada de f segin el vector v en a es: Z - 7
_ . f(athv) —f(a .. )
Dyf(a) = fy(a) = Am% (si existe). o ,
Si v es unitario se llama derivada direccional | .- ;
(de f en la direccién del vector v en el punto a). i

Veremos formas sencillas de hallarlas, pero por ahora sélo con la definicién:

Ej 13. Hallemos la derivada de ’f(x,y) =4—x2—4y2‘ en el punto (1,0)
segtin el vector v=(v,v):

— 2_ 2_
Du1(1,0)= iy S SIS i ot

Vv —
0 h—0
D(1.4yf(1,0)==2, D(p.2)f(1,0)=-4, D(_y _1)f(1,0)=2, ..
Las direccionales son D(1 1)f(1,0)=—\/§ y D( 4 1)f(1,0)
V2’ V2 VT V2
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Derivadas parciales (n=2)

El caso mds importante es cuando v es un vector de la base canénica:

A la derivada de f enla direccion de i se le llama derivada
parcial de f respecto a x. En un punto a=(a,b):

of — — _ ., f(ath,b) —f(a,b)
2 (a)=f,(a) =Dif (a) = im [ERL12D),

es decir, a—)’((a) es la derivada en x=a de g(x)=f(x,b),
funcion de la variable x obtenida viendo la y constante.

Andlogamente se define ﬁ =f, (derivada en la direccion de j) que se
calcula simplemente mirando la x como constante. Y los significados
geométricos son claros: las pendientes de las tangentes a las curvas

corte de la grafica con planos y=b o x=a.
Ej 13b. Si f(x,y)=4—x%—4y? son f(1,0) :—2)(|(1 ,0)2—2
y fy(1,0) =—8y|(1’0)=0 , pendientes de las tangentes a

las pardbolas que se obtienen cortando con y=0y x=1

[g(x)=4-x%, g(y)=3-4y? ], respectivamente en x=1 ¢ y=0.

[La primera es negativa por decrecer f al crecer x y la segunda O por el maximo].
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Derivadas sucesivas y n=3

Si % y g—; existen para cada x €D estos nuevos campos escalares se pueden

volver a derivar consiguiendo las derivadas parciales de orden 2,3, . .. :

Kl af] P =f a[af]_ Pt =f,
Ax L ax ax2 = x> Gy L ox Oxdy

Ej 14. Si f(x,y)=x?e %, sus parciales fx— 4n —2Xe’2y fy— a ! — _2x2¢™2 vuelven a tener
derivadas parciales V(x,y), con lo que tlene sentido calcular:
9%

_5a2 _ % _ -2 _ _ -2 & 262
fix=2e"<, fxy_m_—m(e Y, fyx_m_—4xe Y, fyy_? =4x“e™.

P U, _0% _ _
Y podriamos seguir: fyxy = o3 =0, ..., fyyy_—Sx e .

sl
No es casual que hayan coincidido las derivadas cruzadas W Y 3yox -

Se dice que feC" si sus derivadas parciales hasta orden n son continuas.

[Sélo no coinciden

Si feC?enunentornode a = fy(a)=fx(a). | o Fonciones raras].

Para R® todo es similar, apareciendo ademads % =f, (derivada respecto a k).

Ej 15. Si f(x,y,z)=x?y—cos(yz) son fy=2xy, fy =x?+zsen(yz), f,=ysen(yz).
f=2y, fyy=2x, fz=0; f=2x, f,,=22cos(yz), f,,=sen(yz)+yzcos(yz);
fzx=0, f;y=sen(yz)+yzcos(yz) , fzz= y?cos(yz) . (También coinciden las cruzadas).
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Gradiente (y su significado) (n=2)

Gradiente de f es el vector Vf = (%, g—;) yes Vf(a)=(f(a),f,(a)).

Teniendo Vf (las parciales) es muy ficil dar la derivada segtin el vector v:

’ Si feC' en un entorno de a, es la derivada Dyf(a)=Vf(a)-v . ‘

Significado del gradiente Vf(a)+#0. Sea v unitario. Como
Dyf(a)=||Vf(a)|| cos ¢, la derivada direccional es la compo-
nente del gradiente en la direcciéonde v.La D, serd maxima
si cos¢=1 (si ambos tienen la misma direccién y sentido).
Por tanto, la direccién y sentido de Vf son aquellos en los que mas crece f.
Si cos¢=0, serda Dyf=0: en direccion perpendicular a Vf el campo no
varia. Serd Vf perpendicular a las curvas de nivel de f (a sus tangentes).

Vf(a)4;

10

Ej 7%. Para g(x,y)=(x—y)? es Vg(x,y) = (2x-2y,2y—2x) = 2(x—y) (1, -1).
Vector perpenticular a las rectas de nivel que apunta hacia donde crece
g con médulo 2V2 |x—y| mayor segiin nos alejemos de la recta y=x .

Es Vg(0,—1)=(2,-2) . El unitario u que da, por ejemplo, la minima
Dyg en el punto es u= (—%,%) [ (=1,1) es opuesto al gradiente].

Su valor: Dy g(0,—1)=(2,-2)- u=-2V2 =—||Vg||=|| Vg || lul| cos = .
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Mis ejemplos, el segundo en R® (cdlculos y significados andlogos)

Ej 13c. Para f(x,y) =4—-x?—4y?, ya es muy fécil hallar las Dy del Ej 13: Vf=(-2x,-8y) =
D1,1f(1,0)=(-2,0)-(1,1)=-2, D(g 2)f(1,0)=(-2,0)-(2,2)=-4,

Dibujemos algunas curvas de nivel (elipses x 24+4y?=4-C con C=4,0,-4,-8 —12)
y los gradientes Vf en (1,0), (2,0), (0,1) y (2,1) a escala. bl
Mirando la grifica de f como una montafia, Vf indica
la maxima subida. Entre las Dyf(2,1) direccionales es
maxima la que da Vf, es decir, en la direccién del vector
u=(-z.—&) [serd Duf(2, 1):4«f:||Vf(1 2]

Es minima en la direccién opuesta u= [ Dy=-4V5 ]

Nula en direccién de los vectores L Vf [ (2,—1) o (-2,1) ], tangentes a la curva x%+4y®=8.

Ej 15%. Si f(x,y,z) =x?y—cos(yz) es Vf= (2xy,x +zsen(yz), ysen(yz)) (2 1,0).
La derivada de f en a=(1,1,0) segtn el vector v=(1,-1,2) es (2,1,0)-(1,-1,2)=1.
Para dar la direccional se debe dividir por el médulo: u= %v — Dyf(a)= 17 .

La Dyf maxima es en la direccion y sentido de Vf y su valor serd su médulo ||Vf|| =v5.

Laderivadaes O en la direccién de todo vector perpendicular a Vf,

que ahora forman un plano. Si v=(a, b, c) es perpendicular:
2,1,0)-v=2a+b=0, v=(a,—-2a,c), u=—— a,—2a,c).

Dos de los u unitarios para los que la derivada direccional es nula

son, por ejemplo, (0,0,1) y ( _2’ %)
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Campos escalares diferenciables

En R se cumplia ‘derivable = continua’. En R" la existencia de todas las derivadas parciales no
implica la continuidad. Ni siquiera que existan todas las direccionales.

. _[lsix=00y=0 _ _ —
Ej 16. Para f(x,y)—{o gm0 e £(0,0=5(0,0=0, —— e
pero f es claramente discontinua en el origen. {:/

2
Se prueba que f(x,y)= XZXYW discontinua en 0 del Ej 12 tiene todas las Dyf .
Si lo garantiza ser diferenciable, de definiciéon complicada que no repetimos en este
resumen (se cuenta en los apuntes: deben existir las parciales y un limite no sencillo).

Una funcién en R era derivable si tenia recta tangente. La idea es que en R2 serd f
diferenciable si posee plano tangente. Si es ficil comprobar algo que lo implica:

’ feC' enunentornode a = f diferenciable en a = f continuaen a. ‘

Los campos discontinuos (como los del Ej 16) no seran diferenciables. /— 7

Pueden ser continuos y no diferenciables, como le pasa al cono z=+/x2+y?
en el origen. Sus cortes con y=0 y x=0 son z=|x| y z=|y|, funciones
no derivables en 0, por lo que no existen fx(0,0) ni f,(0,0) . Por tanto, no
puede ser diferenciable ahi.

[Una f continua y no diferenciable tendrd ‘picos’, como le pasaba al |x| en R].

X
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Planos tangentes

Si f y f, son continuas (si f€ C") en un entorno de (a,b), f es diferenciable
y tendrd en ese punto plano tangente. Se prueba que su ecuacioén es:

\ z="f(a,b) +f(a,b)(x—a) +f,(a,b) (y—b) \.

Ej 13d. Como para f(x,y)=4-x?>—4y? las fy=—2x y fy=—8y son continuas en todo R2
claramente es f diferenciable en todo el plano y es facil de calcular el plano tangente
enel punto (-2,1): z=—4+4(x+2)-8(y—1) =4x -8y +12.

Como en R3es Vf normal a las superficies de nivel, el plano tangente en
un punto (a, b, c) de una superficie S dada en la forma F(x,y,z)=K es:

\VF(a, b,c) - (x—a,y—b,z—c) = O\.

Ej 17. Hallemos el plano tangente en (1,-2,3) a la superficie esférica x2+y2+z2=14:

VF(1,-2,3)=(2x,2,22)|(; _,4=(2,-4,6) —

2(x—1)-4(y+2)+6(z-3)=0, z=%(14-x+2y) .

Mis largo con la otra férmula: z=+4/14-x2—y2 —

=, =7, 2(1,-2)=-3, z/(1,-2)=}
— z=3-1(x-1)+2(y+2) !
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Problemas para la pizarra en la primera semana

1. Sean x =4i+3j, y=i-j.Hallary dibujar x+y, x—y y x+ 3y, y hallar el
médulo de estos 3 vectores. Comprobar la desigualdad triangular y la de
Cauchy-Schwartz para x e y. ;Forman x e y un dngulo agudo u obtuso entre ellos?
Hallar la distancia de x a y y el dngulo formado por y y x+3y.

2. Sean a=(1,0,—1), b=(1,1,0). Hallar b—a, a-b, axb y a- (axb). Hallar la
distancia de a a b y el dngulo que forman. Comprobar la desigualdad triangular para
a y b. Escribir una expresion del plano que contiene esos vectores. Dar ecuaciones
paramétricas del segmento que une a y b que lo recorran en sentidos opuestos.

3. Con las curvas de nivel y algunas secciones dibujar c¢) 4x2+y2+42z2=4.

4. Sean a) f(x,y)=xy, g(x,y)=y? . Dibujar algunas curvas de nivel y su gradiente
en algunos puntos. Hallar la ecuacién del plano tangente en el punto (1,1).

6. Sea f(x,y)=e*"% . a] Dibujar la curva de nivel f=1 y V£(2,1). Hallar fyy +hyy .
Precisar el U unitario para el que es méxima la derivada direccional Dyf(2,1) y
hallar el valor de esa derivada maxima.

7. Sea F(x,y,z)=x3—2yz+e*z?. Hallar el plano tangente a F=0 en (0,1,2).
Encontrar u unitario perpendicular al vector (1,0,1) y tal que DyF(0,1,2)=0.
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Problemas en la pizarra del 7 sp

1. x=(4,3), y=(1,-1). x+y=(5,2), x-y=(3,4) y x+3y=(7,0).
Ix+y||=v29 <6 <5+V2=|x||+|lyll. lIx—y||=5 (distancia x a y).
x-y>0 = éngulo agudo. ||x +3y|/=7.

(x+3y)y _ 7 _ < ps
Ty vl = 7v3 = <08 ¢ — y y x+3y forman dngulo 7 .

=(1,-1,1), a-(axb)=0.

perpendiculares

i jk
2. b-a=(0,1,1), a-b=1, axb:‘1 0 -1
110

lb—a||=V2 =distanciade a a b. W“k’b“:%:cosgb — ay b forman dngulo Z .

lla+bl=]1(2,1,~1)|=V6 <2v2 =|la||+||b]| (6<8). .
Xx=t+s
Plano conteniendo a,b: x =1(1,0,—-1)+s(1,1,0 ,{ =s - |z=y—-x]|.
(10, %s(1.10, {15

O como a x b es perpendicular al plano: (1,-1,1)-(x,y,z)=0 7
Segmentos c(t)=a+t(b—a) y c.(t)=b+t(a—b), con t€[0,1].Es decir:

e(t)=(1,0,-1)+1(0,1,1)= ;e =(1,1,00+1(0,-1,-1) = :
CEl | 2 {

x=0— £+22—1 — eli
= Z+z°= elipses

X
y=0—> x2+22=1 wﬁ(}n
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Problemas en la pizarra del 10 sp

4. a) f(x,y)=xy, Vi=(y.x), =(1,0) (0.1) (1,1) (2,2) (1,-1) (-1,1) (~1,-1)
, en (0,1) (1,0) (1,1) (2,2) (-1,1) (1,-1) (-1,-1) /
|, Plano tangente: . E:)‘::]‘:)‘ij E"C‘I“EJ‘E] P
T T b) g y)=y2. Vg=(0.2y) [=(0.2) en (1,1)]. Q \7
31, y
Plano tangente: z=1+2(y—1), . 4\\ //

6. |f(x,y)=e""¥|f=1—>x=2y. [Obien y=%]. Vf=(eX"%,-2%). 1
V(2.1)=[(1.-2)|. Af= X2+ a0 =[5e2/]. .
- 3

(o,
VF=(3x2+2%e¥, -2z, 2zeX -2y) 5 2(2 -2,1).

7. |F(x.y.2) =x®—2yz+eX2?|.
‘ ‘ Plano: (2,-2,1)-(x,y—1,z-2)=0. .

Perpendicular al vector y al gradiente en el punto es
(1,0, 1)x(2,-2,1)=(2,1,-2) —

[O resolviendo 2;52§+:’ §5 5, » vector (2b, b,—2b) de médulo 9|b| .
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