1.2 Campos vectoriales. Funciones vectoriales

En esta seccion tratamos funciones cuyos valores serdn vectores.
Primero el caso mads sencillo, las funciones vectoriales:

c:R— R

t— e(®)=(c1(t),....cn(t))
A menudo trataremos ¢ para { en un intervalo finito t € [a, b] . Entonces describe
una curva que une (en ese sentido) el punto c(a) conel c¢(b) [extremos de la curva].
Como trabajaremos en R? o R3, serd ¢(t)= (x(t),y (1)) o e(t)=(x(t),y(t),z(t)) .

. Sus gréficas son curvas en R".

¢ serd continua si lo son sus n componentes ck(t).Y es derivable

silas n lo son y su derivada es el vector ’c’(t) =(cj(1),...,ch(1))

w , la pendiente de la secante tenderd

Al ser ¢/(t) :/I:'n})
ala pendiente de la recta tangente a la curva C dada por c(t) .
Si c(t) describe el movimiento de una particula, ¢’(t) es el
vector velocidad v(t) y ||c’(t)|| la rapidez (velocidad escalar)
con la que la particula avanza por la curva.

Por lo tanto, una ecuacién de la recta tangente a C en un punto c(t,)
suyo [si c’(t,) #0] viene dada por ’ x(s)=c(t,)+sc’(t,) ‘ .

Pepe Aranda campos vectoriales - 1/12



Ejemplos de curvas

Ej1. Sea c(t)=(cost? sent?), t€|0,V2x |. e(0)=c(V2x)=(1,0).
Por ser ||c(t) ||= Vcos?+sen2 =1, recorrerd ¢ la circunferencia unidad.
¢/(t)=(—2tsent?, 2t cost?) serd un vector tangente, y es ||’ (¢)|[=2¢. 1=0,\2n
[La velocidad escalar crece con el tiempo. La misma curva la describe

c.(t)=(cost,sent), te[0,2x],y paraellaes ||c(t)||=1 constante].

Ej 2. Dibujemos ¢ (t)=(t3, 22) para t € [-1, 1] y hallemos su recta
tangente en (—1,2) y donde esta recta vuelve a cortar la curva.

2/3 - [Cuando ¢’ =0
sale el dlbujo' puede haber picos].

t=—1 - e(-1)=(-1,2), ¢'(-1)=(3t%, 41)|,__, =(3,-4)..
Recta tangente: x(s)=(3s—1,2—4s). Secortansi t y s cumplen:
£=3s—1,22=2-4s — (3s-1)2=(1-29)%, s=3 - (}.3).

Dando valores a t, o desde y=2x

Ej 3. Dibujemos la hélice dada en R® por c(t)=(cost,sent,t), t€[0,3x].

Como [x(t)]2+[y(t)]?=1, la proyeccién sobre el plano xy es la

circunferencia unidad, y la z de la curva va creciendo con t.

El vector velocidad serd ¢’ (t)=(—sent, cost, 1) — |lc’(t)]|=V2,

para cualquier ¢ (se recorre la curva a velocidad escalar constante).

Por ejemplo, si t=2x [en el punto (1,0, 27) ] es ¢/(2m)=(0,1,1)

y la recta tangente ahi es: x=(1,0,27)+s(0,1,1)=(1,s,27+s) -
[contenida en el plano x=1 y coherente con el dibujo]. _\—}'0;' e
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Primer caso de la regla de la cadena

Generalizamos la férmula (fog)’(x)=f'(g(x))g’ (x) . Tratemos por ahora el caso més
sencillo, que une funciones vectoriales y campos escalares:

: " :R" ! = ¢ G
Sean ¢: R—R ,ll‘.R —R de C'y h(t)=f(c(t)). t/__j()\_f\
Entonces h es derivable y es h'(t):Vf(c(t)). c(t),| = o | T
osea: h'(t)= 2L (c(1)) x| (t) +- -+ £L(c(t) x)(1) . h:R—R

TR _ : : o | df _ Of dx | of dy
La dltima igualdad (cuando n=2) habitualmente se escribe asi | & = oxdttaydr

expresion imprecisa que no explica dénde estd evaluada cada término y que mantiene
el nombre f parala h (son los valores de f sobre una curva).

Ej4. Si c(t)=(3,262), f(x,y)= (y+)(2)2 y h=foc, hallemos A’ (—1) con laregla de la cadena.
3

c(-1)=(-1,2), ¢/(=1)=(3,-4), Vi=(4x(y+x?),2(y+x?)). -9
(M
Vi(-1,2)=(-12,6), h'(-1)= Vf(e(-1))- ¢'(-1)= -60. VKRG
[Comprobarnos componiendo y derivando: h(t) = (22+t8)2, ' (-1)=-60 ] g
~1 |
[Que sea b’ <0 implica que la f decrece al avanzar sobre la curva, como 0 oo
se puede comprobar dibujdndola junto a varias curvas de nivel f=C, que ezl -
son parébolas del tipo y=+VC-x2 (o mirando el gradiente en el punto)]. el
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Campos vectoriales

: . | f:DcR" — R"
Son funciones de R” en R : X= (X1svees X) = $) = (F1 (X0 ves in ()

[O funciones vectoriales de varias variables con dominio D. Ya hemos el visto el caso de las
funciones vectoriales, con n=1. Uno conocido, con n=m, es Vf; otro, para n=m=3, serd
rotf ; otros serdn los cambios de variable que iremos haciendo].

En los cdlculos de f escalares era importante el vector Vf. Aqui lo serd una matriz:

f es diferenciable cuando lo son fy, ..., . o /0 - 6f1 / ax,,
La matriz diferencial o jacobiana de f es Df=| ... .. .
[Sus filas son los gradientes de las m componentes]. Of;m/0x1 - afm/axn

[Si m=1, esta matriz es una matriz nx1: el vector gradiente Vf. Si n=1, el vector
derivada de una funcién vectorial ¢’(t) (escrito como columna). Y si n=m=1, la
matriz jacobiana pasa ser la mds simple de las matrices: f’(a) ].

Si m=n, tipico de los cambios de variable, es importante (integrando por ejemplo)

el determinante de la matriz diferencial nxn, llamado jacobiano del cambio:
(9f1 /(9X1 s af1/6x,,
. =f1(X1,.., Xn) . :
si {17 ,ag(y"—’y”_Jf_|Df|— : : se le llama
Yn=F(X1,-., Xn) (Xt--Xn) ) ’
. . . Ofn[Ox1 - -+ Ofn|OXn
determinante jacobiano de f.
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Caso general de la regla de la cadena (y particulares mas memorizables)

[¢] f
Rn Rm Rp . . . . —
A —>_)g @ :—>b ) g diferenciable en a, f diferenciable en b=g(a)
= fog diferenciableen a y D(fog)(a)= Df(b) Dg(a) [pigglrlicctgs?_e

Ej 6. Sean g(x,y)=(x—y,y?), f(u,v) = (u+v, uv, v) . Hallemos D(fog) en (2,1).
11 -
Utilizando el Teorema: Df(u,v)= ((V) 7) R Dg(x,y):(:) 2;) ,g(2,1)=(1,1)
11\ 1 -1 11
- outeoran-f s -1 )
Comprobemos componiendo los campos y calculando luego la matriz diferencial:

1 2y-1 11
(foa)(x,y)=(x—y+y2, xy?-y3,y?), D(fog)(2,1)=(y2 2xy—3y2) = ;)-
0
(2,1)

2y
Los casos particulares que mds usaremos son: s g 1y P
f:RP>R,g:R°> R?, h=fog:R?>R . *‘ T\

(r,s) = (x,y) (r,8) = f(x(r,8),y(r.9)) I I

or s ox Oy % % Or " Ox Or Ty Ir > s Ox s ' dy Os

[A menudo se escribe f en \’/ez dse h, pues es simplemente la f en unas nuevas variables].
Similares en R® para (r,s,t) — f(g(r,s,t)) =f(x(r,s,8),y(r,s,1),2(r,s,t)) .

fy = fyxp+fyyr+f:2¢

ox  Ox
(20 2h)_ (2 g)(ﬁ %)ﬁ’@_ﬁm o0y on_orox  or oy

>

fs = fyxs+fyys+fzZs

Resulta ser: ’f, = fiXr+yyr+fz2,

[Derivadas de f respecto a todas las variables intermedias multiplicadas por sus derivadas respecto a la variable de la izquierda].

>
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Dos ejemplos con la regla de la cadena (itiles para trabajar con EDPs)

Ej 7. Escribamos la EDP (y-2)u, —xuy=x2y en las nuevas variables s=xy—2x, t=x.

Uy =UsS+Uly = (Y =2)Us+ Uy Llevadas a la EDP:
Uy =UsSy + Utty = XUs : :

—xut= X2y, uy=—xy=—s—2t, pues en las nuevas variables: xy=s+2x=5+2t.

Cambiamos el nombre a las variables: {

X=r+s?
y=rs

fr=fy+sfy

< derivadas 2 . .
, las derivadas de f(r+s<, rs) respecto a (r,s) son fy=2sf4rf, °

Ej8. Si {
Si f € C? podemos hallar también las derivadas segundas con la regla de la cadena.

Como fy y fy son también funciones de r y s, se derivardn respecto a r y s de la misma forma
que se derivaba la f (utilizando las expresiones de arriba):

fr=(f), = (f),+ 8(fy), = [Fac+hey |+ S[fyx+fyy | = i+ 25fy + 521,
@ frs=(fr)g=(fe) g+ S(fy) o+ fy = [2SFxx +rhy |+ S[2Tyx+1fyy |+ £y = 28+ (r+25) fy +r58,, + £,
fss = (fs)g=25(fx)g+ 1 (fy )s+ 2f = 25[2sfxx+ifyy | + r[2sfyx+1fyy |+ 2f,
= 482 +4rstyy +r2f,y + 2f,

[Para escribir, por ejemplo, (fy), se utiliz6 que, segtin la expresion para las derivadas
primeras, habfa que derivarla respecto a x y sumarle s por su derivada respecto a y ]

[(-) se podria también hacer asi, pues las derivadas cruzadas de las funciones €2 coinciden:

frs = (fs), =28 [Fxc+8fyx | + 1 [fiy +8fyy | +fy = 28fec+ (r+252) fy, +rsfyy + 1, |.
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Divergencia, laplaciano, rotacional

Si f=(f,g): R2 = R? es campo vectorial C', la divergencia de f es el
campo escalar divf=f,+g, . En R3,si f=(f,g,h), divf =f+gy+h;.

notacion sélo, eso

Llamando V= ( I ° By [no es ningdn vector] la divergencia se escribe también V- f.

&%
ox2

Si f: R"—R es C?, el laplaciano de f es Af=V? —3—2’+ o+

Es otro campo escalar. En particular, o) ’A f=fo+fyy+zz|.

Para n=3 hay otro importante campo vectorial que se obtiene a partir de uno dado:

Si f=(f,g,h): R®—>R?® es C', el rotacional de f es el campo vectorial:
i ik
Nox oy oz
f g h

rotf =Vxf= =(hy—g,) i+ (f,=h)j+ (gx—f,)k

Algunas propiedades y relaciones facilmente comprobables son:
[ rot(V) =0, div(rot)=0, div(zgf)=gdivf+Vg-f, rot(gf)=grotf+Vgxi. |
Por ejemplo, la primera: rot (fy, fy, fz) = (fzy —fyz) i + (fxz—fzx) | + (fyx —fxy) k=0.

[No sélo el rotacional de un gradiente es 0. En 2.2 veremos que si el rotacional de un campo
vectorial C' se anula, este campo ser el gradiente de un campo escalar que sabremos calcular].
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Ejemplos y laplaciano en polares

Ej9. Sea f=(xyz,e/?,y?). rotf= 6/:9x 6/:9y 6/52 =(2y—y e, xy, —xz).
xyz &% y?
divf=yz+ze¥?. div(rotf)=0+x—x=0 (debia serlo).
V(divf)=(0 ,z+22e y+ e +yze?). A(divf)=(Z3+y2z+2y) e)?.
[No tiene sentido hablar del gradiente o laplaciano de f, ni de divergencia o rotacional de

escalares. Estos 4 ‘operadores’ (reglas que convierten funciones en otras) son ‘lineales’
(porque lo es la derivada): V(af+bg)=aVf+bVg, a,b€R, e igual los otros tres].

5. [x=rcosf | r=yx2+y2, . . fes
En coordenadas polares de R“: y=rsend tan@:%. es Af—frr+,+, .

fr=cos 0 fy+sen 6 f,
fg=—rsen @ fy+rcos 6 f, °

Por la regla de la cadena: { Y usdndola de nuevo:

{ frr = cos26 fyx +2sen 6 cos 0 fyy, + sen?6 fyy
foo= r?sen0 fXX—2r25en 6 cos 0 fy, + r2cos? 6 fyy —rcos @ fy—rsen 6 f,

Escribiendo la suma f,,+f7’+ff—;’ y usando cos20+sen20=1 se obtiene fex +yy -
Ej10. Si f(x,y)= ﬁ , hallemos Af(1,1) . Pide polares: f(r, 8) =rcos®8 .
Af = O+—°°5r3‘9 4Bcos@sen O-3cos § Hse“ie"““ge =2cos §(3-4cos?d)=1en (r,0)=(V2, F).

4)<3+6)<y2—2xS 8x3y2—4x(x4+3x2y2) _ 2x(3y2 —xz)

Mucho més largo ... fyx+fy, = 21yD)2 2y2)3 =" 2ny2)
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Problemas para la pizarra (14-17 sp)

10. Sea la curva dada por c(t)= (', t?), te[-2,2] . Dibujarla y hallar: i) la recta
tangente en el punto (e, 1) y un vector unitario normal a la curva en ese punto,
ii) su punto de corte con la curva r(s)=(s,s—1), s€[0,5].

11. Sean g(x,y)=v20-x2—y2 ylacurva c(t)=(t,1?), te[-2,2] . a) Dibujar en el
plano xy las curvas de nivel g(x,y)=2\/§,4,0 y la curva C descrita por c(t).

b) Hallar de dos formas la ecuacién del plano tangente a la graficade g en (-1,1).
¢) Hallar la derivada de h(t)=g(c(t)) en t=—1 utilizando la regla de la cadena.

14. Sea f(x, y)— . Dibujar las curvas de nivel f(x, y) 0,1, 2 5 ,y Vi(2,1).
Hallar un u unltano tal que Dyf(2,1) valga: i) 0, ii) —— . Hallar div(Vf).Si
c(t)=(2t2,t%) y h(t)=g(c(t)), hallar h’(1) con la regla de la cadena.

divF, rotF, V(divF), div(rotF),

rot(rotF), V(F-F).

1 (jI21). Sea f(x,y)=cos(y—2x) . Dibujar Vf(0 ”) junto con la curva de nivel que
pasa por (0,7 ). Escribir la ecuacién del plano tangente a la grafica de f en (0,7 ).

17. Si F(x,y,z)=xyi+y?j+xzk, hallar:

8. Sea F(x,y,z)= . Hallar el plano tangente a F =1 en (0,—1, 1) . Calcular AF .

2 de prob 2. Sea f(x,y) =y2—x. a] Dibujar las curvas f=0 y f=—1. Hallarel u
unitario con Dyf(1,—1) es minima y su valor. Calcular Af en cartesianas y polares.

12. Si h(t)=f(t,~t,1?), dar férmula para h”’ . Comprobarla para f(x, y,z) =x+y+z°.
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Soluciones de estos problemas

10. c(t)=(e', t3). Pasapor (e72,4), (1,0), (e, 1) y (e3,4). e
[Es la gréfica de y=(logx)?, pues t=logx e y=t?]. s

i) e ()=(e', 2t), /(1) =(e, 2) .
Tangente x = (e, 1)+s(e,2)=(e+se, 1+2s) . !
Normales (1, Fe) —» ——(+1,Fe) .

( ) \/eﬁ( )

ii) La recta r(s)=(s,s—1) lacortaséloen (1,0) (t=0y s=1 )."J/

[s: el, s-1=1 = 1+t?=¢! © t=0, como muestran las gréﬁcas].

11. a) g(x,y)=C — x2+y?=20-C? circunferencias. /" [\ = _——_
c(t)=(t, t2) es parte de la pardbola y=x2. S 4

b) gx= \/7 9y = \/; Vg(-1,1)= (3( 3() :"V': 7
Plano: z:3\r2+ﬁ(x+1)—ﬁ(y—1) s .

O con: G(x,y,2) =x2+y?+2%=20, (2,2,6\/5)-(x+1,y11,z—3\/§):0

o) ¢(=1)=(1,20)|__, . W' (t)=Va(e(t) - ¢ (t). h’(—1):Vg(—1,1)~(1,—2):.

3 t=—1
[Componiendo y derivando: h(t)=V20-t2—t4, ' ()=——"=2- — L.
V20-r2—¢4 V2
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De los dos intermedios (15sp)

14. f(x,y)=—%*%=0 — x=0.

x2+y x2+y

(x— )2 4y2= 402 Centro (5,0) y pasan por (0,0) y (15,0). .
2x? -
Vi(x,y)= ((X2+yxz)2’ (X2+;}2/)2) Vi(2,0)=(~55.-2) - N 1/1 /2 3

=C — x%+y2=

(L alacircunferencia por el punto) ~ '*==*"

i) Se anula en direccién perpendicular a Vf: |
ii) Uno claro es (1,0) |, pues la parcial fy=—3= es precisamente la derivada segtn i.
Sin vista: Duf(2,1)=(-&,- %) (a,b)=—& — 3a+4b:3, b=3(1-a) y 22+b2=1

- dP+Za?-qa+L =1, 25a°-18a-7=0, a=16-% — b=06 & . u=(-£%,2) otro.

Af==2x(x2+y2) P rax(x2—y?) (x2+y2) "2 —2x (x2+y2) P +8xy? (x2+y2)
:4x(x2+y2)73[—xz—y2+x2—y2+2y2]=@.
Mejor polares: f(r, ) =22, f,=—%0 =258 fy,=—SC f 41f+1fpp=0.

c(t)=(23,13), c(1)=(2,1), ’(1)=(4,2), W (1)=Vf(2,1)-(4,2)=

_2
. [h(t)_:s?]'
i i K
0jox  doy oz
xy ¥y xz

=(0,-z,—x).

17. ‘F(x,y, 2)=(xy,y?,xz) ‘ divF =3y+x. rotF =
V(divF)=(1,3,0). div(rotF)=0 (sabido).

i j k
0/ox 0oy 0)oz|
0 -Z X

=(1,1,0). V(F-F) =(2x(y2+2?), 2x%y+4y3, 2x%z) .
X2y 244 4x222

rot(rotF) =
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De los ultimos
(2 -1).

1 (jI21). |f(x,y)=cos(y—2x) |. Vf=(2sen(y—2x),—sen(y— 2x)}
f(O,%):O, f=0 — y—2x=Z +kn [rectas paralelas]. y=2x+7 la del punto.
Plano tangente: z=0+2(x-0)—(y—%), .

[El problema completo con integrales es el 15 de problemas 2]

_ 0 _
2(x-2) ‘) O 1.2.1). AF= G(if)

_z—X _ 1
8. \Flxy.2) =7 |. VF—(—y?’ Pt :
Plano tangente: 0 =(-1,2,1)-(x,y+1,z—1) =—x+2y+2+z-1, es decir, .

[O bien, F=1 es z=x+y?, V=(1,2y) y su plano tangente en (0,—1) es z=1+x 2(y+1)T]

2.2. a] |f(x,y)=y?—x|=0 - x=y?, f=—1 — x=y?+1 (pardbolas).

Vi(x,y)=(-1,2y). f(1,-1)=0, Vf(1,-1)=(-1,-2)
Dy minima en sentido opuesto a Vf: (1,2) - u= (\}5 s %}

Dyf(1,-1)= —V5. Af = fxtfyy= 2.
f,,+f7’ '9" = 2524252 - C4+2¢% 252+ 8= 2.

f(r,0)=r’sen0—r cosf .

12. [h(t) =f(t,—t, 2) |, W (t)=fe—f+21f,, ' (1)=(f) —(f,) +2t(f,) +2f;

= —Fuy 2tz — by +1yy — 2ty + 2t — 2z + 48P 17 + 26y = Fi +1yy + 4121, — 26, +At — 4, +2F .
Parala f dada, h(t)=t*, n”’(t)=12t2. Con la férmula: h” (t)=8t2 +4z| 2 =122,
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