Capitulo 2. Célculo integral en R".

2. Calculo integral en R”
2.1 Integrales multiples. Cambios de variable (este pdf b21)
2.2 Integrales de linea (el b22)
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Integrales dobles. Definicion poco practica como en R.

f(x,y) acotada en rectangulo R=[a, b]x[c, d]. Sedivide R en otros
nxn . Se llama My y my al supremoe infimo de f encada Rj y sumas

superior ¢ inferior a: Uy, = Z My Ax Ay, Lp= Z mi Ax Ay . i .
ik=1 ik=1 7 '

Si las sucesiones {Lp} y {Un} tienden al mismo limite, se |
dice que f es integrable, al limite se le llama integral de
f en R y se representa por f/ﬁf 0 .//Fi f(x,y)dxdy.

Sif>0, ffﬁ, f describird el volumen encerrado entre la graficade f yel
plano z=0 en R,y en general (como en R), serd la suma de voliimenes
con signos + o — adecuados. Y como sucedia alli:

Sila f acotadaen R es continua o discontinua como mucho en un ndmero finito
de puntos y grificas de funciones continuas, entonces f es integrable en R.

Para calcular integrales dobles no se usa la definicién. Basta realizar dos integraciones sucesivas
de funciones de una variable, como dice el siguiente teorema (de Fubini):

f continua en R z//’?f:/Cd[/abf(x,Y) dx]dyZ/ab[/cdf(x,}/) dy]dx.

V=cte:

Para y constante A(y) = fa b (x,y) dx es el drea de una seccion del sélido acotado por la gréfica

de f . Integrando A(y) sale el volumen ffR f= /c A (y) dy . La otra igualdad es lo simétrico.
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Primer ejemplo e integracion sobre otros recintos D sencillos

Ej 1. Sean R=[0, m|x[0,1] y f(x,y)=ysenx. Calcular esta integral es ficil:

//H)‘:/On[f01ysenxdy]dx:fon[}’25;")(]:)dx:/07r senX gy=l=cosm—1q,

O bien: //R f :/01 [f07rysenxdx]dy:f01 [—ycosx]gdy:fo1 2ydy =1.

[Hay que tener en cuenta en cada paso cual es la variable y cual se mira como constante].
[Dejamos de escribir corchetes entre integrales pues usualmente no se hace].

[Otros D mas complicados se dividirdn en varios de esos tipos y se sumardn las integrales].

i) f continua en D:{(X,y): asxgb,c(x)sysd(x)},con
. bpd(x)
< = .
¢ <d continuas en [a, b] =>//Df /a/c(x) f(x,y)dy dx
ii) f continua en D={(x,y): cSysd,a(y)stb(y)},con
. drb(y)
< =
a<b continuas en [c, d] :>//Df /C/a(y) f(x,y)dxdy.

Cuando x varfaentre a y b, y variaentre ¢(x) y d(x). Similar para ii).

Si f>0, //D f da el volumen del sélido encerrado entre la grafica de f y el plano xy
sobre la region D. [Si f fuera la densidad variable de una placa D la integral doble
representaria la masa de la placa]. f/b 1 proporcionard el area de D .
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Mas ejemplos

Ej 2. Integremos f(x, y) =x cos(x+y) sobre el D del dibujo: 4 .
//D f :fonfox x cos(x+y) dy dx :fonx [sen 2x—sen x] dx o) -
:[x(cosx—fcost)]0 +f0 cost cosx]dx——%‘. D
O, mads largo en este caso, integrando primero respecto a X : 0 =0 T

T partes [* 7T 3
//f:// x cos(x+y) dxdy :/ [-7seny—cosy—ysen2y—cos2y|dy=—=F.
D 0 Jy 0
Ej 3. Calculemos /fD(y 2x)% dxdy, D cuadrildtero de vértices (0,0), (1,2), (0, 2) (-1,0).

Me]or// (y—2x)3dxdy= /——[(y 2x)4]§;§_1dy_f0 2dy=4.

[Integral de una constante = constante X longitud del intervalo].

0 pox42 102
Peor: —2x)3 -2x)3 =...=4.
eor ‘[1‘/0 (y—2x) dydx+/0/2X(y X)°dy dx

Ej 4. Para integrar sobre D limitado por y=x2 e y=2|x|—1 se debe dividir:

. . 0 rx? 1 rx2
Mejor asi: /[D f :f_1f_2x_1 f(x,y)dydx +/o [2x—1 f(x,y)dyadx. s
Primero integramos f=1 y obtendremos el areade D: =L 1
D,
A:f/D1 :fj (x2+2x+1)dx+f01(x2—2x+1)dx:%+%:%. y=21\[ =21
[Iguales pues f=1 paren x y D simétrico respecto a x =0. Bastaba hacer 2[01 ] =
—oy3y - _ [0 1,3,27% 11,3,21¥ _ __ 1 1
Ahora f(x,y)=2x"y: //Df_f_1 [x 3% ]—2x—1dX +/0 [x 3% ]ZX_1dx_ s =—qapt a5 =0

[Debia anularse al ser f imparen x y D simétrico respecto a x=0. El ‘volumen negativo’
definido por la grifica de f en la parte de D con x <0 se concela con el positivo de x >0 ]
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Cambios de variable. Cambio a polares.

. b b
Generalicemos /a f(g(u)) g’ (u)du :/gg(;)) f(x)dx, geC'([a,b]).

3 &

b

Si g inyectiva (creciente o decreciente) en [a, b] se puede escribir:
4 —
Jiao) @ IG (W) [du = [ o)) f () .

T
. ! hace 9:D*CR?— DCR? v ¢ [V
Aqui para hallar f/D f(x,y) dxdy se hace ()= (x () y () ﬁgmﬁ
con el fin de que el nuevo recinto de integracién D* o la nueva
| u | ;

funcién a integrar sean mds sencillas. Se demuestra el teorema:

X

Si g:(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) es C', inyectivaen D*, g(D*)=D y f es
. _ O(x.y)
integrable, entonces //D f(x,y)dx dy—//D*f(X(u, v),y(u, v))|m| dudv.

[EI jacobiano viene a medir como se deforman las dreas al pasar a la nuevas variables].

En los apuntes hay un ejemplo de cambio lineal pero aqui vemos sélo el cambio a polares:

0 —r o0
o SNl = r(cos?O+sen20) =r.

Xx=rcos 6 . : L Oxy) _
{y:rsen ol El jacobiano es: o) =

sen § rcos @

Y el cambio adopta la forma: // f(x,y)dxdy :// rf(rcos@,rsen@)drdé
D D*

0 )
(Qué conjuntos D son D* sencillos del plano r@ ? Un rectdangulo —
[r1,r2]1% [, B] pasa a ser un sector de corona circular limitado
por circunferencias de radios ry, ro y rectas de pendientes «, 3. -
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Ejemplos en polares

Ej 6. Hallemos f/D\/4—x2 —y2dxdy, con D el sector circular del dibujo: ¥

/22 2,3/2
rVa-r2 drde = r(4-r2)Pardo =% x [ (4or2)%2 1 ) =4z
o Jo 72 S o Jo 3 =

la fO no depende de &  octante de esfera

> N

El cambio no es inyectivo en el lado izquierdo del rectangulo D* (todos los puntos con r=0 van w2
al origen), pero los cambios son validos aunque falle la inyectividad en puntos o rectas sueltas. D"

I

. . . . . 2
Aunque el integrando es sencillo en cartesianas, el recinto pide usar polares:

Ej 7. Calcular la integral doble /fD(x—y)2 dxdy, con D semicirculo dado por x?>+y® <4,x>0.

En polares, (rcos6—rsend)2=r?(cos?@+sen?@—2send cosd)=r?(1-sen26).

/"/2 2T3(1—sen29)drd9 4/”/2(1—sen29)d0 4.

—-n/2 J0
por el jacobiano (es impar)
2 4—y2 2 5
Largo: / / (x®—2xy+y?) dx dy:/ (3-4y+2(y2+2)va-y2)dy="- -
—2Jo -2

El recinto no parece adecuado al no estar limitado por curvas r=cte, pero la f las pide:

Ej 8. Integremos f(x,y)= 2+y2 ,sobre x2+(y—1)2 <1,y >1 (semicirculo). ::
y=rsen =1 — r:se:]g, X +y2:2y r’=2rsen — r=2senf.
37/4 r2sen O 3r/4
/ / Zsendgr = / ‘(2sen20-1)do=— / c0s20d6=1.
7/ 1/sen O /4

Las cuentas se complican mucho haciéndola de cualquier forma en cartesianas.
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Integrales triples

Andlogamente a n=2 se define la ff g f parauna f(x,y,z) acotada en un paralelepipedo
B=a,b]x[c,d]%x[p,q] . Serd un ‘volumen’ de un ‘sélido’ en 4 dimensiones de ‘base’ B y
‘altura’ dada por f (o lamasade V si f es su densidad). La integral se calcula como alli:

[o las otras 5 iteradas

d b
f continuaen B :>/[/ fZ/q// f(x,y,z)dxdydz intercambiando los
B p Jc Ja papelesde x, y, z].

Ej11. Si f(x,y,z)=2yz—x y B=[0,1]x[0,2]x[0, 3] es:
12,3 12 1
//Bf:fofofo (2yz—x) dz dy dx :fofo (9y—3x) dy dx :/0 (18—6x) dx = 15.

O podemos hacerlo, por ejemplo, con este otro orden de integracion:
3,21 3,2 1 3
//Bf :/ofofo (2yz—x) dx dy dz :fo/o (2yz—3)dyaz :fo (4z-1)dz =15.

También se puede integrar en recintos V c R® mds generales.

SiV={(xy,2): a<x <b, c(x) <y <d(x), p(x,y) <z<q(x,y)},
con f continuaen V, c¢,d continuasen [a,b] y p,q continuas en
D={(x,y):a<x<b,c(x) <y <d(x)}, serd:

b rd(x) rq(x.y)
/[/f:// f(x,y,z)dzdydx.
v a Je(x) Jp(x.y)

Andlogas férmulas se obtienen variando los papeles de x,y, z.

Cuando f=1,la ffv dx dy dz describe el volumen de V. b/
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Ejemplos de integrales triples en cartesianas

Lo mas dificil es dibujar las graficas o al menos hacerse una idea de ellas para saber cudles de
las funciones que definen los recintos son mayores o0 menores.

2

Ej 12. Calculemos ffvx dxdydz, con V regién acotada por los planos:
x=0, y=0, z=0, x=1, y=1, x+y+z=2.
En [0,1]%[0,1] estd z=2—x—y por encima de z=0.

1p1p2-x-y 1p1 5
/[/xdxdydz=/// xdzdydx=// (2x—x=—xy) dy dx
% 0JoJo 0Jo
1 2.4 1
=[x xSl ox= [ (F ) ox= 5

O un poquito més corto cambiando el orden de dx y dy . El primer paso es igual, y luego:
1,1 1
// (2x—x2—xy)dxdy:/ (1-3-Iay=2%-1=3.
o Jo 0

Ej 14. Hallar f/v e? dx dy dz, con V sélido limitado por x=0, x=1, 5N
y=0, y=1, z=0 y la superficie z=2—-x2. z=2-x2

En [0,1]x[0,1] es z=2—x®>0=2z (ni se precisa el dibujo). |

151 p2-x2 101 2 [ -
/f/:/// x e?dz dy dx ://X[ez‘x —1]dydx { — _
v JoJoJo 0Jo Y

:/01 [xez”‘z—x] dx=-} [62’X2+x2];: $(e2-e—1). 3

X
[Si fuese e la densidad del s6lido V habriamos calculado su masa con el calculo anterior].
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Cambios de variable e integrales en cilindricas

Parecidos a los del plano son los cambios de variable en el espacio:

Si g: (u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(uv,w)) es C', inyectivaen V*, g(V*)=V
y f integrable = //fvf(x,y,z) dx dy dz 2///\/* f(g(u,v.w)) |g((5{ VZV)) | dudvdw.

Los mads interesantes son los cambios a cilindricas y esféricas.

Cilindricas: x=rcos 6 | Polares del plano xy mds la coordenada z.
y=rsen@ |. y
rz0,0<60<2n (|-, Se cumple r=+/x2+y2, tan =%
A(x,y,7) rcosf rsenf 0

El jacobiano es 02 = =[r],y, por tanto:

[[/ f(x,y,z)dxdydz =/]] rf(rcos@,rsen@,z)drdfdz
v v

[Util para integrar sobre cilindros y mas superficies de revolucién].

—rsen @ rcos6 0
0 0

Ej 15. Integremos la funcién f(x, y, z) =z e ** sobre el cilindro x2+y? <4, 2 <z <3.

///zeX +y? dx dy dz // / rze’drdodz=2 4271'[ ]5:57”(6‘—1). 3

Jjacobiano

Es lo mismo que integrar en z y hacer luego el cambio a polares.

. o 2,2 2,2
En cartesianas salen primitivas no calculables: f e dx o f e ay.
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Integrales en esféricas

rz0,0<60<m |{y=psenfsend | tan@==L, tangp="~

Esféricas: { x=psen@cosgp | p=yx2+y?+z2=Nr2+72.

0<¢<2n z=pcosd [con notacidn de libros de fisica].
A(x.y.7) senf cos¢p pcosfcos¢p —psend sen¢
6(7{)@_ senfOsen¢ pcosl seng psen9cos¢ . :p2 senf .
£ cos 6 —psen 6

Luego: ///f(x,y,z)dxdydz:/// p?send f(p,0,¢)dpdOde
v v*

Enesféricas, ¢ =C esun plano, p=C describe una superficie
esféricay 6=C una conica. El recinto més sencillo de todos, NE
desde luego, es la propia esfera que tantas veces aparece. 0 §=cte (cono)

Z| ¢ =cte (plano)
jpans =cte
(esfera)

Ej 18. Hallemos el volumen de la esfera unidad. Dificil en cartesianas. En esféricas:

2nplpm
vol:f // pzsen0d0dpd¢:2n[—cosﬁ]g[%p3];:%. ‘p
o JoJo
En cilindricas por dos caminos (més largo)' M—
4n
. N

N LTL

2n —r 1
— — 24 = 4
Vol_/0 ‘/Olmrdzdrdé)_brfo 2rVi-rédr= =% .
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Problemas para la pizarra

1. Hallar las integrales f/b fdxdy delas f que se dan en los recintos D indicados:
¢) f(x,y)=ye, D=[0,1]1x[0,1] b) f(x,y)=xy, D limitada por y=x, y=x?
15bgzn. Hallar .//D cos(y—2x) dx dy , D tridngulo de vértices (0,0), (0,-7), (%.0).

4. Sea g(x,y)=y+x2+y2. a) Hallar la ecuacién del plano tangente en (0,—2) .
Hallar Ag. b) Calcular ffD g, D parte del circulo x°+y2 <4 y con x<0,y>0.

6. Hallar en cartesianas y polares /jbxdxdy, D dada por x°+y?<2, x>1, y>0.
dcl9. Sea F(x,y,z):zy;zx. Calcular /fVF, con V acotado por x=0,x=1,y=1,
y=2,z=0,z=3x.

9. Calcular ff v f, siendo:
a) f(x,y,z)=¢’ y V el sélido limitado por x=0, x=2, y=1, z=0, y+z=0.
b) f(x,y,z)=xy?z° y V el sélido limitado en x,y,z>0 por z=xy, y=x y x=1.

12. Calcular ffv zdxdydz,con V sélido limitado por z=+x2+y2 y x2+y2+z%=4,
trabajando en cilindricas y esféricas.
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Soluciones de estos problemas

1. ¢) /0701yexydxdy :f01 e"y];dy :f01 [ey—1]dy:e—1 -1=e-2

Mucho peor: fofoyexydydx [0 ——7+ 2]O'X— 1T y:x ........
yix?
b)/o/x2 xydyolxz/0 x[%]xgdx=§/0 xP-xSlax=3[1-3]=%- H
. 1rvVy 1
ovien [ iyaxay=[ Y141 ay= 1[I ar=3 13-4 -

/20 /2
15b(i2). /ﬂ / cos(y—2x) dy dx :/” —sen2xdx =} [cos m—cos 0] =[~1]
0 2x—m 0

(y+m)/2 0
Obien:/ /y+ cos(y—2x)dxdy:1§/ senydy_——[cosy] .
-nJo -

4. g(x,y)=yvx2+y2. a)Plano: z=4y+4. g(r,0)=r’>send. Ag=3senf By

b) [k sen 0= 3745 [ ~cos 0]7 = [2].
N
6. i)/1 2/0 2Xxolydx:[ xV2-x2dx = -4 (2~ X2)3/2] =1,
. 1 2—y 2 11
oblen:/()/1 xdxdy/[ ]V J’d f1ydy

4pV2
ii)/”// r%osé)drdé)z%/ [2V2 cos 6-
0 1/cos 6 0

1_
2767

1
Coszgldﬂ—s [2V2seno - tanH] /4
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Mas soluciones
V4

=ibehl-3E=[E]
z=3x
]

de19. b] [ ¥ dzdy o = [ 25 oy o [-
0,1] es 0<3x].

[Sl no se dibuja V se debe argumentar que si x € [
0
T

[El apartado a] era un plano tangente y el ¢] una integral de linea

sobre el segmento dibujado].

9. a) ‘/02‘/01‘/‘—(; ededydx:‘/(f/; yeydydx:z(y_1)ey]0_2

x5y dy dx=5g ! f01x12dx:31ﬁ.

1
b) fofox Oxy xy2z8 dz dy dx= 4/0
[z=xy esun ‘paraboloide hiperbdlico’ (silla de montar)].

i -7 12. El cono z =+/x2+y?2 y la esfera x2+y?+2°=4 piden las esféricas
26’]"/4 2r.

p=2
: f/vz 27r/07r/4f seanostde:n[4p ] [sen
Z3r
------ n/zt-n...d— . . V2 p Va-r2 V2
= 2 En cilindricas: 27r/ / rzdzdr = 27r/ r(2-r?)dr=2n.
r 0

y V22
4- x2—y2

En cartesianas: / /
V2 Vo- —x2 \x2+y2

zdzdy dx= /\f F 2 x2—y?)dydx =
2-x
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